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MATHEMATICA.
.r- * v

Methodus inueniendi infinitas curuas
Loperimetricas communi proprietata
praeditas.

Au&ore Leon. Eulero pag. 3.

uaeftio hic nomr parum ardua euoluitur , qua intrs

datos. terminos infinitae lineae curuae 5 vel eius-

dem loogjtudinis , Vel alix quadam proprietate
covemuni  pracditac, requiruntur.  Qccafionem  huius
" fauetigationis foppeditanit famofiimum illud problema
¥oOperimetricum ,, quo inter omoes- lineas, quas. quidem
intra datos: terminos concipere licet , quae el fint
ciusdem longitudinis, vel alia quadam communi pro-
prietate gaudeant, eam: determimari oportet, quae vel
snaximam aream iocludat, vel alia quadam maximi
minimive proprietate reliquis antecellar.  Hic igjtur
manifefto affumitur,. dari vtique intra propofitos. termi-
nos infinitos: du@us curuilineos , quo omues fint eius~
demr Iongitudinis , vel aliam quandam proprietatem: ha-
Yeant cemgmunem , quod quidermr minime eft dubium ,,
wm gozeftio non folum: circa lineas. curuas continuas,,
fed etianr  difcontinuas , feu quocunque manus ductu
dekribendas , vwerfetur.  Veluth f intra datos duos ter-
a3 mino$
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minos arcus circolaris proponatur, aonm folum innume-
rabiles aliarum curuarum coatinuarum arcus intra  eos-
dem terminos aeque longi affignari poflimt, fed fi
etiam traCtus cumiilinei iregulares admittantur, eorum
numerus multo magis in infinitum avugetur.” In pro-
blemate quidem ifoperimetrico non opus eft hos traGus
curuilineos omnes noffe, fed methodus fingulari artificio
ita eft comparata, ¥t inter ees omnes, etiamfi fint
ignoti, is cui maximi minimive quaedam proprietas
conueniat , inueftigari poffit: eletionem fcilicet inftitues
re licet, etiamfi omnes res ,inter quas eft eligendum ,
neutiquam fint' cognitae , quod certe infigni aoftro

. commodo accidit; fi enim ad haoc eleitionem requi-

reretur, vt omnes lineae illac eciusdem longitdinis
eflent perfpeftae, olurimum adhuc a folutione -iftins
pulcherrimi  problematis , quod nomine ifoperimetrici
innowit, effemus remoti. JIaterim tamen haec fpecu-~
latio, qua intra datos terminos infinitae quacruntur li-
nese curuze , quac vel omnes longitudine fint aequales,

vel alia quadam communi indole praeditae , maxime

eft votatn digna, cun ob alios vius in Geometria
fublimiori haud contemnendos, tum wero praecipue ,
quod haec ipfa inueftigatio maximis difficultatibus eft
obnoxia. Iam olim enim Geometrae ingenti fudio i
hoc elaboranere , vt propofita linea curua alias eiusdem
longitudinis explorarent ; neque tamen ipfis {copum at-
tingere licuit. Jn hac sutem differtatione Cel. Au&oc
omnia huinsmodi problemata feliciflimo fuccefln refol-
vit , idque ope methodi omnino fingularis, quam quafi
methodo Diophanteae analogam , iam pridem in

Analyfin



e

Amlyfin foblimiorem introduxerat , eiusque ism plo~
tma infignia ediderat fpecimins. ‘
Il
De integratione aequationis differentialis

_mdx __ _ndy
V(r—2*)y"Viz—=y')

Aufore Leon. Eulero. p. 37.

1 Iac differtatione et nonnuflis fequentibus, qui-
bus fimile argumentum pertractatur , qpafi nouns
plaoe campus in Analyfi aperitur, inegralia diverfarum
formularam , quae per € omnem integrationis folertiam
se(pwmt, inter fe comparandi.  Cum enin ope notac
comparatiomis angulorum  relatis inter binas varibiles
x et y huic aequationi differentiah ,(”,'f:x,: TS
conuenicas algebraice exhiberi queat, et & wtraque for~
mula per & algebraice integrari nequit, fed angulowm,
fea axcum circularem , exprimit ; laec relatio ex co
tantum fonte petisa videtur , qnod aogulorum. datam et
quidem ratiomlemy rationem: teoentiuar fiows  algsbraice
fater £ comparari poffint. Neque talis comparatio lo-
com habere -videtur, nifi -ambae formube, five per
angulos , fiue per logarithmos , integrart queant. Que~
ties guidemn folutio cuiusquam problematis ad huinsmods
sequationemn  differentialem Xdx—Ydy, in qu X
fr fin@io ipfius x, et Y ipfius y taotum perducitur,
¢, guia variabiles fum a (& iouicem feparatac, tan-
quam




.quam_penitus abfolata Tpe&ari folet, cum . ope quadea-
turae :duarum curuarum , quarsm alterius area per _/'de »
alterius per J Y dy exprimitur , conftrui poffer. Verum
fi pro dato quouis wvalare apﬁus X 5 valor ipfius y con-
yeniens affignari debeat , id vtramque quadraturam in-
vcluere videtnr , fine qua relatio inter x et ¥y minime
exhiberi queat. Malto magis igitur miram videbitur ,
cum talis formulae 7(—,‘%-;) integrale, neque per angue
los , meque per logarithmos, exprimi poffit , quae
«quantitates tranfeendentes ad comparationem folae ido-
neae putantur , nihilominus pro aequatione differentiali
propofita relationem ianter X et y algebraice exhiberi
pofle ; ita wt linea <urna, wcuius -arcus indefinite hac

,formula integrali f ;,-(—.i_-_’l;,—) exprimitar, pati proprietate
ac circulus, fit praedita , vt fcilicet omnes eius arcus
-iater fe compariri, feu , propofito in €0 arcu quocun-
que , alius arcus, qui ad eam datam teneat rationern ,
geometrice affignari queat. - Vel quod eodem redit , -ae-
quatio integralis aequationis differentialis propofitae, quae
veram Telationem inter ¥ €t y eXptimit, non folum
mon tale integrale inuoluet, fed adeo erit algebraica.
Atque hoc quidem mon tantum pro cafu quodam
particulari , verum adeo integrale completum, quod
quantitatem conftantem arbitrarlam ‘complectitur , erit
algebraicum. Neque vero talis admiranda irtegratio in
ipla tantum aequatione differentiali locum habet : fed
fimili omnino modo Cel. Au&or oftendit hanc aequa-

. . . . d
tionem differentialem multo latius patentem y3i5F e,

= sy Per aequationem algebraicam complete
inte-
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fategrari poffe , fi modo numeri m et » fint rationales ;
quin etiam ecandem integrandi methodum ad hanc ae-

quationem xnulto generaliorem extendit :

mdx ndy
VA B x5 Cai-Dxf 4 Ex4)— V(A-+By4Cy D)y s 4-Ey %)

~bi in denominatoribus radicalibus omnes poteftates
1p\'amm x et y ad quartam vsque occurrunt. Hinc fufpi-
cui liceret , etiamfi hae poteftates altius afcendereat ,
integrationem tamen algebraicam adhuc locum effe  has
bituram : fed practerquam quod methodus Auoris in
ipfa poteftate quarta terminatur, facile oftendi poteft
in poteftace certe fexta algebmicam integrationem in
genere excludi. Si enim coefficientes ita accipiantur, vt

radix qudrata extrshi queat ex hoc folo cafu: 242,
nd

= ia enidens ek , relationem inter x et y nequa-
Quam zalgebraice exprimi pofle, cum vtriusque formnlae
integrale , tam angulum , quam logarithmum, involuat;
anguli autem et logarithmi certe inter f6 algebraice

comparari non patiuntur. Interim tamen pecultan mo-
do mtegmno huius quoque aequationis: JrFEc _’_u,—m-,)
— ,A_,_,)W——-—, algebraice exhibetur , vnde patet,
hanc dificrtationem mukto plures inueftigationes coanti-
mere , quam titulus quidem prae fe femre videtur.

Now. Comm. Tom. VL, b 111,
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. IILL ‘
Obferuationes de comparatione arcuum

curuarum irreificabilium.

Au&tore Leon. Eulero p. sg.

anc Differtatio ex eodem fonte et petita atque
antecedens. Vtraque enim imnititur methodo for-
mutlas, integrales , quae neque algebraice , neque per an-
gulos , vel logarithmos , expediri queant, algebraice
inter fe comparandi, Methodus autem ipfa, qua to-
tum hoc negotium conficitur, ita eft comparata , vt
non data epera fit inuents, fed potius fortnito. quaft de-
tea,, éx quo, cum, ad. inuentiones. alias, abfixactiflimas.
perduxerit ,, -maxime digna. videes, vt omni ftudio.
vherius. excolitur. In. fuperioris quidem, differtatione hoc
jam; eft: pracflitum, vt omuim; cutuarum:, quarum arcus.
indefinite, huiusmodi formata, integrali f s romeparrEm).
exprimuptue;, arcus quicunrque inter f& comparari, ac:dato,
arc: quouis, alii; arcus, ad; emme damnx rationem tenentss.
geometrice: affignari’ queant, fimili omnino. modo quo:
arcus circulares. inter fe comparari folknt..  Talf autem.
proprietate: gaudet. curua, lcmmfcam vocati: folita,, cuius.
arcus indefinite. hac formula j,(, =+ eXprimitur, huius--
qpe. Arcuum: comparatio. in bac differtatione prolixius ex.
plicatur.  Practerea. vero. Cel. Aucor: inueftigationes.
fiias. ad. arcus. ellipticos. et. hyperbolicos. extendit, in quo.
npua. omnino vis. illius. methodi cemitor-, cum re&ifis
catio ellipfis et hyperbolae nullo- modo ad formulam:
integralem ante commemoratam, reuocari poffit. Neque

CI0)
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vero etiam in his curuis comparatio arcwem, vti in
cirado , infitoi poreft: fed, quod iam pricem in ar-
cubus parabolicis eft fa¢tum , id nunc etiam iftius wo-
vac methodi beneficio in elhpfi et hyperbola praeftatur.
Scilicet dato jn altera curua arcu guocunque a  puncto
etiam dato femper alius arcus in eadem curua abicindi
poreft , cuius ab illo differentiam geometrice  affgnare
Jiceat ;- tum Vero etiam negotiwm ita confici poteft , vt
non ipforum arcuum , fed quorumuis eorum multiple-
tum differentia fiat geometrice affignabilis , idque ita, v
-arcus quacfitus 2 dato punéto incipiat.  Omifla autem
ac conditione , vt arcus quaefitus in dato puncto termi-
netur , effici’ poteft , vt differentia vel ipforum arcuum,
‘vel quorumdam muktiplorom eorundem evanefcat, fic-
que avcus affignadi queant , gui ebfolute datam fater fe
tenesnt ratiomem.  Atque hine iftud  problema maxi-
e notatu digoum refolui poteft , quo datus gquicunque
arcus , fine ellipticos, five hyperbolicus , ita fecari in-
bewr, vt partium differentis geometrice affignabilis
emdat, Sub finem snimaduertit AuGor , quam infignia
incrementa in Analyfi infinitorum hinc expe@ari queant,
crm inde ecinsmodi aequationnm differentialiom , quae
nolli alii methodo cedant, intergralia adco algebraica

sffignari poffint.
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De problematibus indeterminatis, quae
videntur plus quam determinata.

Au&tore Leon. Eulero p. 85..

Argumentum huius - differtationis omnino eft nowum -,
- atque infignem promotionem analyfeos indetermi~
natae , quae vulgo methodus Diophantea appellari folet,
polliceri videtur, fiquidem fimnmi Eulri vefligia pre~:
mendo emni ftudio vberivs excolatur. Primum autem
accuratius. hic definitam cernimus indolem problematum
indeterminatorum., qualia quidem Diophantus pertra&ta-
vit., quae vulgo perperam. innumerabiles folutiones ad~
mittere. videntur.  Natura f(Cilicer: cuiusque quaeftionis
ex fua ipfius indole potius, quam ex folutione ,. quac
initio nondum conftant, diiudicari debet. Ita danmr'
quaeftiones nullam plane folutionem admittentes, quae
tamen nihilominus- ad indeterminatas funt reﬁ:xendaeu;
veluti fi quaerantur duo cubi,. quorum fumma fit cu-
bus., vel quatuor quadrata , in. arithmetica progreffione.
Poﬂquam enim din multumque in his feluendis fuerit
elaboratum , tum demum agnofcimus, nullam folutionem
dari, quod autem non impedit, ‘quo minus iftiusmiodi
quacftiones pro indeterminatis habeantur. Simili modo
dantur etiam eiusmodi. quacfliones- indeterminatac , quae
plures vna folutiones non. admittuat ,..veluti fi. quaera-
tur cubus, qui vnitate auctus efficiat quadratum. Me-
lius ergo problemata indeterminata ita definiuntur, ve

- dican-

-———
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&icantur circa pumeros rationales tantum, ac faepe nn-
mero integros tantum verfari. Ita i quaeri debeant duo
biquadrata , quorum fumma faciat quadmtum , quaeftio
omnino et huius generis , cum radix quadrata ex (um-
ma biqudratorum debeat effe numerus rationalis, etiamf
folatio jpfa fit impoflibilis. Saepe numero plures con-
ditiones fimul proponi folent, veluti i quacrantur tres
emmodi numeri ,. vt binorum produtum, fi- tertio ad-
datur, faciast quadratum,. vbi vtique tribus conditionibus
et tausfaciendum ; hocque adeo infinitis modis praefasi
poteft. Sin astem infuper noua conditio® adiiciatar ,
fine duobio numerus folntionam reftringetur , atqac adeo
interdum fit impoffibilis. Veluti fi- quaerantur duo qua-
drata , quorum fimnma fit: quadnatum . id vtique infini-
tis modis fieri poetk | at adie&a infuper hac coaditio-
me, v ctiam coruadem quadratorum differentia fit
quadratum , quaeftio fubito fit impoffibilis.. Ita plera~
que problemata , gmue Diophante traQauit, ita funt
comparata ,. vt noud adieta- coaditione fiant impofh-
bilia , hocque cafu plus quam determinata- vocari folent,
Nunc igitur Cel.- Au@or oftendit, infinita dari huios-
modi problemata, quibus et fi- adiiciantur non vna,
fed plores nouae conditiones , folutionum tamen nu-
merus re vera manecat infinitus. Neque vero putandum
eft, tales conditiones pro lubitu adiici poffe, fed- ess
certo modo ad ipam quacftionis indolem aditri®as efie
oportet , alioquin certo plus quam determinata effent-
emfira. Ita in quaeftione memorata de tribus numeris, . °
vt binorum produGum tertio additum faciat-quadratum, .
infuper hae conditiones adiici poffunt , vt binorum pro.

B3 duum
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do&um fummae eorundem binorem additem faciat qu-
dratum , quac tres aouse conditiones adie@ae non im-~
pediunt , quo minus adhuc innumerabiles folutiones lo-
cum habeant. Si practerea poftuletur , vt etiam fim-
ma produtomm ex bino fiat quadratom , quaeftio ad-
huc infinitas folutiones admittit , neque folutionum nu-
‘yerus minwitur, fi infuper famma ipforum numerorum
fummae productorom ex binis adiéta quadratum effice-
re debeat ; quin etiam Auttor oftendit, plures adhuc
«conditiones adiici poffe , ‘manénte folutionam numero
imfinito. Tales quaeltiones , nifi conditiones certa lege
- inter fe eflent connexac, quae connexio autem in ipfa
propofitiohe -non perfpicitur , merito tanqnam plus quam
determinacae reiiciendae ‘videntor , ac temere quisquam
-esram folwdomem fufciperet , anteqoam probe perfpexe-
¥it, fimol atque aliquibus certo modo fatisfeceric, re-
liqm omoibus fponte ftisfieri. In Diophanto adeo iam
weinsmodi quseftiones reperiuntar , quamm folutionem ex
oertis ponsmaubus derimuit, querum vim commentato-
fes minus agnowerant. ‘Hoc ergo argumentom folficice
hic cuoluitur , ac non folum porismata, quibus Dio-~
phantus eft vfis, dilcide explicantur et ex fimpliciffi-
gnis principiis deducuneur , fed etiam indidem  muito ab-
Tftrofiera elicluntar , quorum beneficio imumerabiles quac-
ftiones , emae dlioquin ommes ' analyfeos -vires fuperare
‘wideantur , facili negotio refolui quewmnt.
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De expreflione integralium per
faltores

Au&ore Leon. Eulero p. ngs,

uemadmodum omnis generis integralia, quaruny
_ integrationem abfolute perficere non licet, per
feries infinitas cuolui folent , quae fi foerint conuergen-
tes, ad vfum zeque funt accommodatae, ac {i integra-
tio in poteftate fuiffet, atque adeor facpe numero multor
maiorem viom praeftant: itz iam: pridem Geometrae.
agnoucrunt, haud minoris viiliatis fore, fi: eadem inte-
gralia per produa ex infinitis fatoribus exprimi  pos.
fenx, viomgue adeo prieffaatiorem effe futurum , fi
Jogarithmis fuerit vtendum.  Verum talis conuerfio ad:
pauciffimos cafus eft adftricta © neque enim in aliis for-
mulis iategralibus locum habet , niG quae im altera ha-
m: .
mm ormohum f27x(x—x)* 'etf(—':-:d-:;? fint:
contentae , neque etiam in. his. formulis- negotium in
gocre fuccedit, ita vt pro. quouis. valore iplius. x° valog
iategralis pes eiusmodi produGum: exprimi queat , fed:
tntom ad epm cafum. limitatur ,, quo: in priori formu-
b famitur £ ==, in. pofteriori. vero. x—c0 Hi au=
tem cafus etiam cakulo. prae reliquis, 1ta. excellunt , vt
eorum vius. 6t amplifimus. , et pulcherrima: fobfidig: .
pro tota analy(G inde deducantur Hoc igitur argumen-
oo ametG, Celi. Andor iamv olim. pertraitanerit,, hig:
' denuoe
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denuo refumit, atque ex principiis multo clarioribus
formationem iljorum produftorum in iofinitum excur~
rentium docet.  Primum quidem elegantem harum for-
mularum transformationem exponit , indeque cafus ,
quibus eae funt algebraice, vel ab(blute, integrabiles , far
cili negotio expedit. Cacterum hic monendus eft
le&or , ob calculos maxime intricatos nonnullos errores
typogmphxcos irrepfifie v. g. p. 124. et feqq. frequen~
ter litteram ¢ cum vnitate 1. itemque litteram graecam
» cum latina x effe permutatam: cum autem hang
differtationem nemo facile fit JeGturns, nifi qui calcu-
lum ipfe euoluere conflituerit, ifti errores gius foller-
tiam non remorabuntur, praecipue cum hinc inde iftac
litterae refte fint cxpreflae. Ita p. 124. in Coroll. 2
notetur tantum, poni ;- —k, feu m=—kn, et reliqua fient
fatis perfpncua. Peinda. Cel. Auctor hoc argumentum
inuertit , ac propofito buipsmodi produéto:

acf (a+:)(c+:)(L+,) (a - 2)(c = 2) (f 4= 9)
beg G4 (g4 1) O 2) (e—2) @42 etc.

ybi fingula membra ex vna, vel dpabus, vel tribus fis-
&ionibus conftant , quorum fingulorum tam numerato-
res, quam denominatores, in “fequentibus membris conti«
nuo vaitate augentur. Propofito (ilicet hninsmodi: . pro.
du®o ‘in infinitum excurrente, inquirit in formulam
integralem , cuius valar cafu x:x ipfi huic produ&to
fit aequalis, quod cum pluribus modis fieri queat,
hinc egregi»s comparationes huiusmodi formularum in-
tegralivm adipifcitor.  Obferuat auem in genere talis
produ@i valorem infinitum efle non pofle, nifi fit
a+4-¢-+f—b~+e-g Deinde cum finus et cofie

nu
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aus sognlorum per ciusmodi producta exprimi queant ,
¢os hinc per formulas integrales éxponit, vnde mﬁgma
Theoremata per vaiugriam Analyﬁn maximi momenti

Qriuntus,

V1.
Solutio generalis problematum quo’
qundam Diophantaeorum, quae vulgo
non nifi folutiones {peg,ales ad-

mittere videntur,®
Auftore Leon, Eulero pag. 153,

Quanta viilitas 3 metbodo, Diophantaea di®a, fi
‘XX vberips excolatur, in vniyerfam Analyﬁ_n fit re-
dundatpra , a2 Ce). Av@ore buius differtationis iam fae-
pius eft commemoratum, vnde xpfum in hac Analyfeos
parte diu multymque defydafle minime poemtet. Hic
autem ipprimis- obfernat , ompia huius generis proble-
Jmata, prouti adhuc fgnt tractata » quafi fponte in
dnas claffes diftribui. Vel enim problcmata ita funt
comparata, vt amees omoino folutiones in iisdem f'or-
mulis generah'bus contineantur , ﬁcque tota folutio vna
quafi operatione abfoluatur , cuiusmodi problemata in
wvnam clafiem conjicienda videntar: vel problcmata eius
funt naturac, ¥t omnes folutiones non in vna expres-
dione generali r,omprehendi queant , fed tantum ex fo-
utionibuys ist inuentis continyo nouas alias ehccre liceat,

Non. Comm. Tom. V1. ¢ eimb
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inductionerii referri folet. Non defint autem exemnplaly
guibus inductio’ fola i errores' praecipitaueric, Quas~
cunque ergo’ numerorum proprietates per obfernationes’
cogaouerimus , quae idcirco’ fola induétione ianituntur
probe quidem cauveridum eft, ne eas pro veris: habeas
mus , fed e€x hoc’ ipfo oceafiorem nanciftimur, eas ac~’
curatiud’ explorandi , earumque, vel veritatem ,” Vel fale
fimteni', oftendendi",, quéorum weumque wriljeate nom
earct- Talk igitur inftitsto Cek Eulerus omnes numes
#0i o quadraco’ et duplo alins quadmati compoficos®
eontemplatur,- quibus-ad 500" vsque~ e€xpofitis plares it
fignes earumi- proprietates obfcruat, veluti qaod hi mis
meri’, fiquidem: fueriat: eompofiti , alio$ divifores non”
sdmittant ' nifi qui ipfi: fint eisdem- indolis} tur vero;
fi> facrint primiy- cos fempor multiphim ofonardi, ve
¥nitate ,- vol termario ,» fuperare ;- Hific antem vicifins
eoncludere: licet’, ommes numeres primes , wel- wnitate
vel ternario,. multiplum* etonarit faperantes, femper- effd
compofitds’ ex- quadeato- et duple quadrato’; few-in- for:-
ma aa—-2bb contineri, quae poftrema obfertatio non®
folomr in- numeris minoribus- ad 3t o-vsqueé locum haber; -
£d, indu@ionem- longe vitra 1000- continiando-,» mullat
-exceptio fe prodidit.  Etiamfi auterh reliquas™ obferuas
-fiones- omnes’ Audtori- firmis' démonfirationibe commus
pife licuerit, in: hac poftrema tamen- aquarfi ipfi haefifle-
-confitetur; neque tamen. minus einr pro’ vera' habet; ex:
-quo harom fpecvlationrm  fludiofis pulcerrima oceafio
fuppeditatur , vires fuas' in- ea demomftranda exercendi..
: Demonftrationes: qutem luiusmodi- arithmeciéae geome~
yricis longe pracflant ; multogue mains: ingenii  acamers
| poftus
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poftulant ;, quare cum demenflrationes geometricac ad
¥im ingenii acuendam  tantopere commendari- folent ,.
dcmonfirationes céree  arithmeticsé ifto honore multo
fnagis digeae fimé iudicandae ;, eogee magis €03 landark
oportet ; qui in hoc genere demonflrationum operasis
faam collocat.

PHYSICO-MATHEMATICA.
£
Pé frictioné corporumi rotantiunt,
Auéiore Leon. Eulero p. 233
In corporiim’ thotn’ 8 fi&iohe impedito’ nonnula- adh:

_huc phaenomens {o offerunt-, qiorum explicatio’
nondumy perfpicitury  Quaado- enimy globus- fuper’
mbhla ita prowoluitur ; ¥€ in- puncto’ conta@us- nullus:
_ plane attritus exeratur,. cuinsmodi motus- prouolutio’ per=
fea vocari folet , ob- deficientem attritum nuila ctiam’
fidtio adefe eft cenfenda, interim tamen motus cor-
poris MOX penitus extinguitur ,- qui- ‘effectus: etiam ne’
refiftcntize quidem- aeris tribui poteft',- quippe qua’ nul-
hus motus voquam plane ad' nihilum: redigitur.  Omai:
igitur attentione digaa eft quaeftio : quaemam- fit caufa-,
qua globi fupes plano- horizoatali prosolikione perfe&a’
ingredientis motos’ tandem penitus extinguatur ¢ Col.
Euerus igitur primum in henc caufam inquireas , pla-
‘ ¢ § fum:
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num panno villofo obdu®um confiderat , atque “oftendit,
depreflione horum viliorum motum globi vtique retar-
dari , ac tandem penitus extingui debere.  Vbj autem
tales villi defint, nullim corpus tam effe durum ob-
feruat , quod non. a pondere incumbente quandam im-
preflionem accipiat. Hinc concludit , dum globus fuper
Jlano, tam politifimo, quam duriffimo, prouoitur .
aliquantillum £um jn hoc planum quafi immergi, ex
quo idem effetos atque 2 willis oriatur necefe eft.
Tum vero alia quaeftio occurrit circa defcenfum globi
fuper plano inclinato, cuius motus fi prouolutione per-
feta fiat, nuollam refiftentism a friGione pati poffe.
£t puuandus.  Ex hoc principio, quod in provolutione
perfe®a mulla demr frikio , Au@or iam olim ( Com-
ment. Tom. XUI.) defeenfom corpomm fuper plano in-

clinato determinauerat, inueneratque prouolutionem per-

fe@am in hoc motu nunquam jocum habere pofie.

Contra wero Cel. Danjel Bermouill , qui idem argu-
mentum dbidem et pro®outus, in prouolutione per-
feta perinde fricionem affumens , ac fi globus repen-
do ingrederetur , inuenit, globum prouolutione perfe&a
+ defcendere  debere , quamdia plani inclinatio certum

terminum non fuperatet. - Et haec quidem determinatio
‘poftmodum experimentis a CL Krafftio inflitutis appri-
me conformis oft deprehenfa. Quo circa hic Cel.
Eslerus errorem jn praecedente fua differtatione com-

mifum ingenue fatenrr , imulque ‘canfam eius {crutatur,

quam in eo fitam efle deprehendit, quod etiam in pro-
volutiose perfe®a effe@us frictionis non fit nullus , nifi

mnotus fuerip vniformis , vel vierque motus, progreffi-
: ~ vus
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vus Kilicet et rotationis , a viribus follicitantibus aequa-
liter accelerewar. Cum igitur in defcenfu globi fuper
plano inclinaxo vis graitatis folum mowm progreffivum
afficiat , votstorio vero ab ea nulla mutatio afferatur,
ftatimn cere  prouolutio  perfeta turbaretur , et -orto
autrit otz fritionis vis fe exfereret. Haic ergo effe-
&ui ipfi, antequam evemiat, frictio iam aduerfatur , idque
etam foigori vi, quany io motr reptario cemitur ,
fignideny vis minos prouojutioni perfeitas confermandae

" fofficiat.  Probe enimr obférmandum eff , ffiGtionem

non femper tota fua vi agere: mamque fi corpus plano

borizontali incumbeus protrahatur minore vi, quam

foret friGio, fi moueretur, hoc corpus fine dubio in

quiete maunebit, ex quo haec regula, indolem frictio-

nis haud wmediocriter iloftrans, deducitur, quod omne

corpus tsmdir in guicte perfeneret , quamdiu vel ip@a

fii@io , wel etiant minor vis , motui coercendo fufficic,

Atque hoc efiamr in provolutione perfe@a vfr wenit ,

wbi punctums comtactus pariter quiefcic: fcilicet fi vis

fritione nom maior fufficiat ad reptionemr impedien.

dam, vel prouolutioneny perfe@amr confernandam, tum

friio banc ipfam vim exeret. Quare cum in defcens

fo globi fuper plano inclinato gramitas motum progrese

fisum acceleret, ad conferuationem prouvolutionis per-

fcae requiritur, vt motus gyratorius parem accelerae
tionem accipiat , quodfi a fii®ione , vel adhuc vi mi-

sori , praeftari queat , id re vera eveniet , et prouolus
ti0 perfecta manebit.  Statim autem ac maiori- vi
opms facrit ad eam conferuandam, quam fiiGio (uppe.
ditsre walet, tan globus partim rotando, partimndx:-
penao,
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"pendo , defcendere incipiet, friione totum’ effeumy
Texferente. Prior cafus focum habet , quamdiu inclinatio
'plani certam clenationem non fuperat, prorfus wti ex-
“perimenta  declarant. In hac autem differtatione
“Aucor iftam quacftionem ‘in. genere pertradtat, ac de
omnibus corporibus cuicunque fuperficiei incumbentibus ,
fi infaper a viribus quibuscunque follicitentue , omnes
cafus follicite diftinguit, quibus vel folus motus pro-
"gte(ﬁuus , vel mixtus, atque adeo prouolutio perfecta.
‘oriri debet ; ac formulae quidem, vnde has conclufie-
mes -peti oportet, 4am funt intricatze , vt facile appa-
reat’, hanc quaeftionem multo efle difficiliorem , quamp
Jprimo intpitn videatug, . ‘

¢ ﬂ-
Principia motus fluidorum,
‘Au&ore Leon. Eulero p- 271,

Tic theorize motus fluidorsm elementa in generp
traduntur , vbi totum negotinm huc reducitur ,

~t prapofita fluidi maffa , five libera, five wvafibus ine
elufa , cum ei motus quicunque fuerit - impreflus , ez~
que deinceps a viribus quibuscunque- follicitetur , motus,
quo fingulae eius patticulac fiat progreffurac , determi-
newr , fimulque preffio, qua fingulac partes, tam in fe
mutue , quam ia Jatera vafis aguot, definiatur. Antos
quam autem Cel. Au®or hunc virium effetum iove-
Rigandum fufCipit, in priori iftius didlestationis parte
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emnes motus poffibiles, qui quidem-in fluido locum
_ habere pe flant , diligenter expeadit. Etiamfi enim fin-
4 golae fluidi particulae a fe invicemn fint (Olutae, tamen
eiusmodi wotus penitus excluduntur , quibus  pasticulae
in fe mumwoe penetrareat , quandoquidem -hic de ziusmodi
fadis antum eft fermo , qua¢ nullam compreffionem
in ar@ius fpatium patiuntur. Ex quo perfpicoum eft,
gumlibet fluidi portiunculam alium motum recipere non
pofic , nifi quo perpetuo idem volumea conferuet
ctiamf interea figura viconque varietur. Sufficeret quie
dem , dum pe vlla portinncula vnquam in mious fpa-
tium compingeretur , verum quoniam , fi ir maius {pa-
tinm expanderetur , continuitas particularum tolleretur ,
eaeque difpergerentur, neque amplius inter fe cohaererent,
huiusmodi motus uon amplivs ad do&rinam de motu
fwidorum pertineset, fed fingulae guttulae feorfim mo-
tus fuos abloluereat. Hoc igitur cafu exchifo, motus
fluidorum ifta regula eft reftringendus , vt fingulae por-
tiuncalae perpetuo eiusdem maneant voluminis ; atque
€x hoc principio generales motus expreffiones pro fin-
gulis fluidi elemeantis fimitantur. Confiderando fcilicet
qumconque floidi portiunculam , fingula eius pun&a tali
inotu ferri debent , vt cum pun&o temporis in locum
proximum perucaerint , eriamnum volumen priori  ae-
quile adimpleant, vade fi cuusuis pun&i motus in ter-
ms celeritares , fecundum dire@iones fixas inter & nor-
males , refoluatur, emper certa quaedam relatio inter
has ternas celeritates fubfiftat necef eft , quam Au&or
is prima parte definiuit.

Nou. Comm. Tom. VI, ' d In
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In altera parte ( psg. 288.) ad motom fidi a
viribus quibuscunque productum determinandum progreditur
Audor, in quo segotio vniuetfa inneftigatio eo redit vt
prefiv , qua partes fluidi in fingulis pundlis in fc inoi-
cem agunt , definiawr, quae preflio commodifime ,
wti in aqua fieri folet, altitudine quadam indicatur, quae
ita el intelligenda , vt fingula elementa fluidi parcim
preflionem fuftineant, ac fi a columna graui eivsdem-fluidi,
cpius altitudo illi eft aequalis, premerentur. In Gagm-
lis ergo fluidi punéis femper dabitur civsmodi .akitudo
ftatum pre(lionis- referens , quie quatenus nom  circuem-
quque cft aequalis, motum elementornm perturbabic.
Haec amem preflio pendet tam a viribus, quibus fim-
gl fluidi clementa immediate follicitantur, quam ab iis,
Spue in totam maflam agunt , ita vt in his viribus da-
dis preflio in fingplis punéis , hincgue fiagulorum ele-
gmeutorum acceleratio, el retardatio, motus affigoari queat,
guac determinationes omoes ab .Auctore per formulas
differcntiales expiimuntur. At vero plerumque ewolutio
Jharum formularum maximis difficnltatibus implicatar.
Interim tamoen voiserfa haec theoria ad Analyfin pursm
ot redp&ta, et quod in ea perficiendum reftat, voice ab
mlteriori Analyfeas promotione pendet. Tantum igiemr
#Abeft, vt fpeculationes mere analyticae oullum ~fam in
JMacthefi applicata praefient , vt potius sdhuc infgnia
A dncremenka defidesent. '
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De motu et realtione aquae per tu-
©bos mobiles transfluentis.

Aubore Leon. 'Eulero' p- 312

mntensuis difficile fit Thooriam- generalem  motus
fuidoruen od“ quosuls cafue particularey accommo-

darc , tamen § sqos per tibos non nimis amplos fluit,
is- accedit circomflantia , qua m«tus determ inatio

mulo fit ficilior , atque adeo ad conclufiones practicas
perduci potek. Hoc commodurn inde walcitur , quod -
per toum cquamque twbi fefionem tranwueram aqua
fere in omnibue panRls pavi velocitate defertur ; ita
_ Wt Yaec hypothefis fatis tato in calculom introduci pos.
Lic, etismfi negari nequeat , qein aliquis error calculom
inquinet , qui € maior crit, quo tubi fuerint amplio~
res, vel faltem quo magis velocitas in fingulis cuiusque
fe&ionis punQis sb aequalitate recedat ; quare etiam
omnes coaclufiones ex hac hypothefi dedu@ae pro
proxime tantom veris erant habcndse.  Huic  autem
principio fere omnis, quae adhuc de mota fluidrrum
~determinata habentur , ionituntur, cum vbique motus
tantom per tubos traari foleat , qui etfi plerumque nen
sdmedum mgulh aflumantur , tamen iis ante memo-
nta ptopnaal tribuitur , qua per totam quamque fo-
&iooem quouis wmpore in omnibus pundtis aqua ge~
quili celerieate moueri ponitur , ex quo determinationes
isde concinfae modo magis, modo minus,a veritate ab-
d 2 etrare
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errare deprehenduntar.  Nonfolum autem in  huinsmodi
tubis ipfe motus aquae , fed etiam preflio, quam inde-
ipfe tubus fultizet , definiri folet ; vnde cognofitur, nifi
tubus , vel was, fatis firmiter retineatr , in eo ipfo ab
atione aquae, quac quatenus in- latera vafis agit, rea&io
appellatur, motum generari debere. Quin etiam talisr
rea@io quoties aqua per foramen effluit, experientia dilu--
cide confirmatur. Namque Cel. Segnerus iam pridem de-
eiusmodi machina cogitamt s que fola effluentis aquae
reactione ad motum concitaretur : hanc autear machinam:
ita inftruxit, vt ipfi tubi aquamx deferentes circa axem:
verticalem fixum in gyrum- agerentur. Hinc quaettio .
non. minus curiofa, quam difficilis , eft nata, qua lege-
aqua per tubos mobiles promoueatur,. quod argumen-
tum in hac differtatione. omni circum{peétione ad. . tot
tamque varias: circom(antias adhibita a. Cel: Eulero-pers-

tradatum videmus. Ac. primo- quidem: principium voi~- .

verfulifimum. , pro- onmi realtione: determinanda. lucus: .
lenter exponit , vnde a&io virium non mediocriter illu.
ftratur : fcilicet i omnes vires aquam in wafe coaten--
tam follicitantes littera P indicentur , wvires autem: ad! .
accelerationem fingularum' particularum impenfae littera:
Q; tum differentia- P - Q perpetuo dabit reactionem ;.
vade perfpicitur , eatenus tantum . reationem exiftere,.
quatenus non omaes vires- follicitantes- ad accelerationem:
motus: impenduntur. Hinc regula illa notiffima., fed:
plerumque perperam inteHecta egregie- illuftratur ,. quod-.
omnis caufa effetum fibi aequalem producat ; hic esim
P exhibet caufam, cuins effectus duabus partibus conitat,
altera ad motus. productionem , feu accelerationem , im--

. penfar
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penfa , quam’ littera Q indicat , altera’ vero ipfius vafis
laera vrgente , feu reactione, quae fi ponmatur R, erit
vtique P 2= Q-+ R. Huius principii ope ab Au&ore
motus et reacio aquae per tubos mobiles fluentis fatis-
concinne ‘¢t expedite determinatur , hincque machina
#la Segneriana ad fummum perfe@ionis flatum proue-
Witr: quac tum a data copia aquae per datam altitus
diem delapfa ad motum impulfa maiorem . effeGum:
groducere valet, quam’ pléraeque machinae hydraulicae
vfu receptae, eX quo hoc nouum machinarum geous
digoiffimom videtur , quod omni cura ad communem
vlum transferatur.

IR
Tentamen Theoriae de fri&ione
: Auidorumi.

!
[

Au&ore Leon. Eulero p. 33%.

luida, dim per camales feruntur , fri®tionem quant
dam pari, pluima experimenta teftantur, atque
adeo Phyfiologi non dubitant, calorem animalium fri-
&ioni motum fabguinis afficienti’ tribuere ;. quod autem
et(i pendquam fatis adhuc eft eviCtum, tamen certum.
et, fi aqua per longinquos canales ad fontes falientes-
deriuetur , eias motum ob friGtionem non mediocriter
retardari, propterea quod altitudo iactus eo- magis ab-
altitudine aquae in caftello: deficit,. quo- tra&tus. canma-
¥um fuerit longior, ipfique canales anguftiores: Nullum-
¢tism et dubium, quin haec friGtio fimiles leges: fe=
d 3 quatur
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gwmr. atque fridiq. corpomm Mlidoram., cnm minimse.
idi pardculae , ad latem camaliom praeterfluentes ,
tanquam folidae , fpectui, queant, ex quo fiitio .feme«
per preffioni. proportionalis cenfends videpur, Quoniam.
vero partnculac fluidorum maxime fint. jubricae, esrnm,
fritio fing dubip multo minor eft flapienda , quam in;
folidis , ad quod etiam hoc difcrimen accedit, quod im:
flvidis extimae tsotum particulae laters tuborum tan-
ggmes fncnonem patiantur , dom, interiora iuxta has,
libere deflucre poffynt, vode. huiuns friionis effeGms,
. multo minor eyadat, necelle eft.  Quateous autem hog
modo euenit , ¥t in qualibet tubi feQione particalac
interiores cclerius moueptur , quam quac lateribus funt
contiguae , eatenus. hypothefis , cui theoria motus flui-
dorum per tubos. flyeatiem  fuperfirpitur , cmmur, ita
vt iam conclufiones ex calculo deductae magis a veri-
tate aberrent. Quae igitur in hac differtatione circa
fiitioneqn aquse per tubos decurretitis, a Cel. Fulere
traduntur, ea ipfe AuCtor minime tanquam certs et ve-
ritati confentanca wenditat ; fed potiys totam tradtasion
nem pro tentamine habet , quo natusae fcrutatoribus oc-
calionem fuppeditare voluit, tam per experitmeata quam
per calculos accuratiores, in naturam huius fri@ionis inqui-
rendi. Affumit igitur hypothefin vulgarem , gua in que-
libet tubi fettione aqua communi motu proferri ponitur,
infuperque friGtionem preflioni aquae ad latera tubi pro-
portionalem ftatuit, quam autem pro eadem preffione
ex craffioribus quibusdam experimentis plis millies mi-
norem colligit, quam in folidis. Primum autem ob-
fruat in tubis cylindricis effsGum frictionis duplo effe

mino-
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mindrom , ac i cibis eiusdern smplitodinis , quorum

feGiones ﬁm quadratze. Tom vero dumnmmoncm mo-

e aqmac pex quesuis tubos, fiue verticales, fice ad ho-

nzontson inclioites , determuut , et in ommbus cafibus
tosTainos , &M a longmne tuborum , quam eorum
geacilitere', aefinit , vbi motus aquae ob fritionem pe-
vitos coercetur , qui iidem termioi, com per experi-
oy facile exploesti quéant , ‘Rinc maxime ideoncos
modus obinewmr theoriamt EiQionis fluidorum per expe-
rimenta porficiondi.

Hanc porro theoriam etiam adbuc imperfe@am
(pg. 373.) ad curfum flominym accommodat Autor,
ybi obleruat, nifs pro data fluminis profunditace slvei
declivitas certom terminum {uperet , aquany effe ftagna-
turam . ita e fn&tionis menfors afumta, qam expe-
ximeota nogoulfa craffiors foadere videbantur , fequitur ,
flium cuius profunditss it 23 pedu , fluere ccflare,
fatim atque slei declivitas pro diffantia 3000 pedum
minor fit quam ¢ pollicum : fin sutem profunditas it
15 pedom, ad fluesdum fufficic, vt pro diftantia
31600 pedum declivitas femiffem pedis fuperet: hic
autem fritionis efi®us nimis magnus effe videtus.

Additz eft (pag. 379 appendix de fomibus fafien-
tibus , eidem huic theoriaé accommodata, et, quantum ex
illa fieri potcft, dilucide monftrans , ad quam altitudi-
pem aqua in huivsmodi fontibus, cognita eleuatione
caftelli et amphtadine aec mon longitadine. camlium ,
forfum  proiicierur.  Cacterum  hic notaru  maxime
digoum putamus, efe@um huivs friionis ctiam a pres-

fione
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fione atmofphaerse pendere, ita ¥t awéta atmofphaerae
pr(fione effeus friGkionis pariter augeatur: quare 6
aqua per canales ad fontes falientes deriuatur , fingulare
hoc phaenomenum locum habere debet, vt aqm eo -
alius proiiciatur , quo humilior ftet mercutius in baro- -
metro.

Denique (pag. 382.) prolixa tabula fibiungitur ex
qua pro data canalium longitudine et amplitndine ad
quamuis aquae in caftello altitudinem facile  definiri
poteft altitudo , ad quam aqua fic afcenfura, . vbi in
genere potaffe iuuabit , quo longiores, fimulque anguftio-
. &es, fuerint cavales, per quos aqua deriuatur, eo maig-
fem jaQuram in altitudine fontium effe futuram.

Ad fontes ergo falientes inftruendos plurimum
intereft, vt caftellum quam proxime conflituatur, f-
mulque tubi quam ampliffimi adhibeantur. Verum, vt
fam eft monitum, haec Theoria adhuc emendatione
indiget , quam vix ante cum fucceffu fufcipere licebit ,
qum plurima motla experimenta fumma cura fue-
rint " inftituta , quae viterior inuefligatio omnino eft
digna, in qua tam Phyfici, quamp Geometrae, omni
fludio vires fuas exerceant. :

\
.

‘Vn
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Explicatio experimenti paradoxi, de
afcenfu coni duplicis {pontaneo.

AuGore G. W. Krafft. p. 380.

Etﬁ afeenfus apparens rotae , axibus conicis pracditae;
4 am coni duplicis, duobus ‘planis inclinatis diuer-
gemtibos impofiti, mirum videatur phaenomenon ad
primum ipmitum , peritioribus tamen et attentins rem
confiderantibus parum negotii creare potuit perfpice-
e, interea dum conus aut rota eiusmodi verfus partes
elemtiores afcendere widetur, totius aggregati centrum
gravitatis vere defcendere, et inferiora petere.  Affere-
re interim vix dubitamus , mancam fuiffle phaenomeni ,
cuius in plerisque Philofophiam naturalem  explicantibus
libris iniicitur mentio , explicationem , antequam eam,
qum hic orbi erudito fiftimus, difquifitionem b. Auétor -
inQtitverat. Jure enim meritoque talis huius phaeno-
meni explicatio defiderari poterat, quac non folum ge-
neratim oftenderet , fieri debere , quae fieri a®u expe-
rimur, fed etiam, cur et quomodo ita fiat ,~ diftincte
explicaret. , B ” B
Pracftitit hoc- Krafftius , ¢t in " expediendo hoc
negotio fequenti ratione proceffit. Supponit plana di-
vergentia , quibus impofita eft rota, aut conus, hori-
2ontalia , atque tum inquirit in caulam , cur prouolui
ism debeat conus, eam -regionem verfus , verfus quam
plana divergunt. Concipit ea propter, tranfire per reétam
Nou. Comm. Tom. VI, ¢ hori-
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horizontalem', cui iiicumbit' conus ,. planum: verticale ,.
atque demonftrat, coni, per planum hoc, fe&ione.,.
produci ellipfin, cuius axis maior horizonti parallelus,,
cuiusque’ centrum', punéto- contaltus ellipfeos: er rectae:
horizontalis , cui incambit conus , verticaliter. imminet..
Quodfi’ itaque’ diameter grauitads , fiue axis coni’, per
ellipfeos centrum tranfiret, fuffultum. cenfendum. effet:
coni- centrom grauitatis. Hic autem res aliter fe Hha-
bet. Conftat nempe ex. geometricis. confiderationibus:
in differtatione prolatis-, centrum ellipfeos. in. axin conij,
" ex. quo fecatur, non cadere ; vade liquet, eo. quemn
confideramus. cafu ,, centrum gl;auitatis coni. non. fufful+-
tum. efle ,, mirumque. non. eft,. quod. a&u. proucluatuc
conus ,. eas. partes. verfus., ‘verfus quas. centrum. grauitatiss
ipfius a. libero defcenf non. impeditus.:

Poftquam: ita generatim oftenfa: hizec. fint, dis-
ftinEius: experimenti. theoriam difquirit. Autor.,. mo»-
mentum,,, quo. ad. defcenfum: follicitatur. centrum . grauitas
tis,. aut' conus. ad: motum: rotatorium,, inueftigat.,, lineaes-
que,, per' quam: durante. prouolatione. ,, centrum. grauitatiss
eoni' defcendit:,. inclinationem. ad: horizontem . determiaat:.
Ex. his. tandem: immediate deducitur ,, quantum. re&ae:
Horizontales, quibus: incumbit' conus . eleuari. queant,.ans-
tequam: rotae: prouolatio: et. apparens. afcenfus. fiftacur..

Pléna. fic: omnibusque numetis. abfolutz. fuppedi-
tatur huius phiaenomeni. explicatio ,, quam. ¢o: magis- lu.-
e¢: publica dignam exiftimauimus,.quod aligui Phyﬁcomm;\
interque: €0s. perfpicaciffimus. Defaguillierius.,. in: ecodem:
oc ' negotio),. infeliciter: verfati. fint-,, prouti. fub. diffegtas-
tionis. finem: Kraffyins. demonftiat:.

L.
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Sefor Catadioptricus.

Auttore
Ioh. Andr. de Segner p. 39p.

Yz quo Ill. Segmerus Academiae nofirse nomen de-
dit, ‘merito granilamur Commentariis noftris , s
tanti viri claritate laudes, ab acumine autem eius et in
publica commeda peruigili diligentia boparum artium
incrementa.  Defcriptio Secoris Catadioptrici , quam
hic damas , ordine prima ab ipfo cum Academia com-
qmunicaxa Incubratio -¢. .Suum quidem non dicit, quod
Aic deferibit inftrumentim, contraione tamen molis
dllud €0 zedegit, vt wix commodius aliquod -cogaitupy-
fit, ad permagendas warias operationes, quae alias noa
fine labore ac difficultate perficduntur.  Defcriptionem
inftrumenti hic noa fufcipimus , quia, oifi ad delines-
tiones recurvere velimus , wix intelligibilis foret.  Hic
folum asmnotamws , gerere hunc feGorem srcum
circli, nom nifi ~decimae fextae parti totius circuli .
pesipherise aequalem , quo aon obftante omnes anguli
<igs ope dimetiri poffunt.  Perutilis .erit feGor bic
Catadioptricus peregrinatoribus  eruditis ., ¥t infirumen-
to hoc, quod absque incommoditate fecum portare pos.
fint, admedum expedite pofitiones locorum ex don-
gmquo confpicuorum , capiant, .ficque geagraphicam
fegianis .alicnivs de(Criptionem perﬁuam

c 2 PHYSICA
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L
Obferuationes botanicae et vna Iridis
multiplicis.

Au&ore G. B. Bulfﬁnger P 407.

Heroxcxs tantum mgenns datum eft, limites cogm-
tionis humanae , certis obiectis alligatos perrum-
pere, - et in ploribus doctrinis , quae nihil inter &
commune habent, eadem facilitate verfari.. Non difi-
teor cquidem, ftruGuram et vegetationem plantarum
multa offerre Philofopho non indigna , nec .miror, G
naturae fcrutatorem cupido incedit, es, quae in cor-

‘pore animali fieri videt, in plantis quoque experiri.
"At quot non aliis ftudiis diftentus fuic Baﬁngem; 4

Profunda Mathematum fcientia et Phyfices experimen-
talis amplificatio totum illum , . cum hic Petropoli de-
geret , occupauit. Rcuerﬁns in . patriam " Theologiam
profeflus eft , Archite@i fupremi bellici munus per ali-
quot tempus non fine lude fuftiouit, tandems in  cog-
filiom regiminis Ducatus Virtembergici admiffus , enm

© f& geflit, vt qui tota vita fua nihil praeter do&rinam

politicam exercuiffet. . Hoc non obftante Vir illuftris ,
quo ecrat ingenio feliciffimo et nullis limitibus circume-
fcnpto, quandoquc fi non data opera, faltem recrea-
tionis cau(a » i amocmﬁimum Floraec campums deken-

dit,
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#&it, et vt olimm Academicis Petropolitanus de Tracheis
ram in melone, nec'non de radicibps et foliis
Cichorii ( v. Tom. 1V. et V. vet. Commemt.) com-
mentatus eraf, ita paucie ante obitum menfibus opel-
lam, qmm hic damus, cobfCripfit et Academine noftrae
confe'cmuit. - Damus eam. hoc finé, tum neg quid im-
vnortalis viri laborym intercidat ,. tum - Vt ii:, quk cordo-
fis ob&ruationibus dele@antur , in noftris queque Com-
mentariis teperiant, quo animom paRkere pofliat.
©Obleruationes botanicae font fcquentes- 1. Frultas
proliferi et frondofi. Poft colle@n ex variis. AuGoribus
fruQGuum pMﬁrM' exempla , defcribmator quatuor
pira, nouis fruibus et frondibus foecunda. 2. Males
Jatiua — cum fruclu florifero. Vt ex allegatis piris pro-
diere frondes , ita hic frondes ex malo ortae procrea-
xant flores. 3. Fii rofae prolifer -& Jrondefus.  Hpns
‘generis plura exempla ex fcriptoribus variis allegantur,
et difcrimen inter fingula notatur,

Accedit (p. 420. ) obfermatio Iridis multiplicis ,
cui praemiditur eoumeratio exemploruin, ab optimae
notse Phyficis de hoc Phaenomeno cuulgatorume.
‘Bifingerus Iridem vnam quintuplicatam vidit , reliquas
tres triplicatas. Notandum autem , Isidum loco ipfi
quoque Zonas® coloratas venire , quae quandoque Iridi
primarize interius contiguae "fubobfcore confpiciuntur ,
et fere fmper adparere debent , dummodo fatis
clara lsce fplendentis folis radii, in atram npubem
denfimque pluviam incidentes , vinidam Iridem effor-

"~ mare poffint, cuivs fufficiens explicatio, principiis a
fommo Newtone Opt. L. II. P, 1V, cuolutis, inmixa,
¢3 spud-
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apud Aucores Phyficas paffim occurrit; <vnde
dubitari licet, verum aedde fatis de his Zonis fentiat
Jil. Au&or, qui -itas pro coronamm -aut helonum por.
tionibus ‘haberi pofie -exiftimauit.

Recordamur etiam hic Petropali aeftate anmi
275%. Iridom triplicem diuerfo tempore a Viris Cl.
Zeibero ot Aepimo -intorualio aliquet ‘hebdomadarum
confpe&tam fuifle , vbi tamen tertia Iris reliquis- non
foit parallels , fed priores dusas oblique interfecauit.
‘Tribnunt autem hoc phaenemenen do&iffimi obferna-
tores com Halleio sefiexioni wradiorum folis a quies
dperficic ftagni -aut flunii ortae ; fub hac enim qondi-
sione wterque illnd fe widiffe .teftatuc '

. \
Obfernationes Meteorologicae in di-
werfis Sibiriae locis faltae , in ordinem
redegit, animaduerfionibus illuftrauit,
et confeftaria addidit.

Anflore L. A. Braun p. 425.

Inter frudtus itineris Sibirici, a b, Gmelino exantlati,
A non poftremus cenfendus eft , quad vhicunque loco-
rum saliquam moram fecit , .obferuationes Meteo-
rologicas inftitnit , et -ioftitutas in praecipuis Sibiriae
locis per alios -obferustores continuari curauit.  Obfer-
vationum ab iple Gmelino confignatarum rationem hoc -

Joco reddidit Braunius V. Cl. nen quidem omaes,

quod
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quod nimis Yongum fuiffet , repettndo, fed: obferuatio~
pes fingolorum locorum inter fe innicem comparando’,.
e fob quibus aeris circumftantiiss maximae minimaeve:
ghitudines barometricae , nec non calot fummmsi, fii-
gusque {immum. ,. quolibet tempore et loco: accidcruntt,, '
excerpendo.  Nowstu: hic digoamy indicamus confirma-
sionem ﬁngons fommi fub initiom Aoni 1735, a
Gmelino  in: vrbe . Ienifeiek obdroati', -quia cum b.. Vir
m pneﬁuone ad: Tomum I. Florae Sibiricae mentio~-
mem cius. inieciffer , increduli. nonnulli. extiterunt , &n:-
xom frigoris g\-adnm dari poffe’ dubitantes, ideoque. ob-—-
frmtionem vitio: laborare fufpicati. funt.  His: autem:
sunc reliquis. obfermationibus a° Cl.  Brawsio allegatis.
emuis. {cropulme. eximitar, fidesque Gmelini. eo: quogue.
confiematus »  qROd: Practerito. anno’ 1760, fi non: maw-
jorem., filtim parem, frigoris rigorem in Susci: obfer--
vatum fuiffe , Doua publica nunciarunt.. Deinde’ notari:
meretur depreflus barometri' ftats: . illi ; qui in fammis-
Llpzbus obferuari folet , non abﬁmxhs ,, qnem  patentes’
eampi Mongolenfes- in ’Yico: Kjachta', Rufforum cum:
Sincafibus mercatura celebri., ‘oftenderunt..  Quod. cum’
hic loci obtineat , quae non erit foli elevatio- ad fontes
flouiorum' Selengae , Orchonis et Tolse , feu in' mediis:
Mongolenfiom:. defeitis ,. vnde: haec: flamina profluunt ¥’
Boc certum- eft,: rudera: dilouiil voiver@lis,. an nulla,. aut:
dubis, ibi obfervari, Et def@®um aeris denfioris omnes,,
Buic adfietos, mox fub -ingreflum in. iftas- regiones: fen--
tire et aegre ferre, Gmdmu; in d'efcn'ptionc itineriss

Sibirici Toan L. pi 444, adeotanit. Ia&nta. obfet-

wtionnmns. dmmmmm inter. Krsnbisvenfs. aani:

T3
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metra et Aftronomo Bouguerio, talem affumunt coroa-
turam , vt meridiani gradus , tranfeondo ab aequatore
verfus polos , increfcant (ecundum rationem , quae bi-
quadrata finuum latitudinum intercedit, cum in hypo-

thefi elliptica hacc incrementa in duplicata circiter prace
di¢torum finuum ratio:\xe fiant.

Magnus eft harum hypothefium in difquifiiones
a Clar. Au@ore inftitutas, influxes, Affumta enim
alia curuaturae meridiani lege alia prodit ratio re@a-
rum, ex obfernatoriis ad terrae centrum du@arum, alia~
que_anguli, quem verticalis linea cum radio terreftri in-
cludit , menfura, vnde neceffario quoque alia aliaque
prodire debet parallaxeos lunaris quanticas.

Vtrique itaque hypothefi , Newtonianae nempe
atque Bouguerianae, (emendato prius aliquo, qui in cal-
culos analyticos, a Cel. Bouguero inftitutos, irrepferat, er-
rore.) inueftigationes fuas adaptat Clar. Au&or,
quod negotium , qua ratione perficiat , qui fcire cupit,
ad ipfam differtationem ablegandus eft. Nos hic folum-
modo monemus ex prolixioribus Clar. Collegae difqui-
fitionibus et calculis elucere tandem , fub panalielo Pe.
tropolitano rationem parallaxeos horizontalis Lunae et
diametri ipfius vti 270 ad 149 cicciter ftatuendam effe
.atque parallaxin Lunae horizontalem , ex tabulis Ha/-
keianis dedu@am , parte foi 168 augendam efle, vt
theoria cum natura ad coofenfum reducatur , quod. quie
dem cum conclufione, quam in Tomo V. Commenta-
siorum Academiae noftrag » €X confiderations eclipfiurp
. fola-

«
N\
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folariom An. 1748 et 1750 deduxerat, apte fatis
confentit.

Obferuationes Clar. Grifebouii in Infula Oefilia
joftitnas , operam dabit Academia, vt quantocyus lu-
cemn publicam adfpiciant. '

1L
Obferuatio Eclipfeos lunaris partialis,
quae contigit d. 3 Martii 1755. habi-
ta in Infula Oefilia ab A. N
Grifchouio. p. 542.

m. -
Obfernmatio Rclipleos Iunaris Petropoli

in Obferuatorio aftronomico d. 17. Mar-
tii mane temp. civ. 1755. ft. vet.
inflituta a N. Popowio et
A. Krafilnikowio. p. 545.

Etﬁ obfernationes Eclipfium lunarium ad perficien~
dam fCientiam aftronomicam vix aliquem habe-
ant vium , immo et non nifi rudioribus adminiculis, loa-
gitudinem locorum determinandi, annumerandae fint,
pro hoc vkimo. tamen fcopo, vbi fumma non quae-
ntur accuratio, vtiliter aliquando adhiberi poffunt. Hac
itague mente fupra_ indicatos Eclipfeos huius obferuatio-
oes cum  lectoribus communicamus.

‘ ' f 2 Iv.
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.
Mercurius in fole vifus, Lipfiae d. §. Maii
ft. nov. A.1753, hor. mat. temp. civ.

a Godofredo Heinfio, p. 54.7.

.Verﬁbatur im eo orbitse fuze loco, qui nodo defeen-
denti propinquus eft, Mercurias, cum An. 1753
inter folem terramque tranfibat , vnde obferuationes cir-
ca e tranfium ioflitueac, ad emendandam  plinetae
‘huius theoriam apprime vtiles efie pofint. Quid Clar.
Au&or circa hoc phaenomenon obferuaverit, ex fcripto
iplo haurire debeat le@ores, de methodo tamen quam
adhibuic ,.aliqua monere operae pretium iudicamus.
Habet haec methodus infignem , cum confueto per
tubom , quadranti aftronomico affixum, phaenomena talia
obferaandi modo, fimilitudinem , eademque hac gaudet
pracrogatina , quod a refradtionum effeGu immunis fit.
Tota , quae locum habet, differentia, ea eft, quod 4
fila fub. angulo femireGo ad fe invicem mclmatz y iD
ocularie vitri faco extendat Clar. Auftor , eum tubi qua-
drancum ordinarie non nifi 2 fila, normaliter fe decuflan.
tia, gerere folemt, deinde vero, quod tubus, quem ade-
hibet, quadranti non affixus fic, fed ope libelle-ipfi 2p-
penfac 1ta dirigator , vt alnquod filum reticuli, dum
obfernatio inflitvicur , horizonti parallelom fie , prouti
hoc in privs di@ methodo, plino quadrantis fitum ex-
aGe verticalemy coaciliando , obtinetur. Plura, quia aftro-
pomis fenbimus, in medium afferre fuperuacnum foret.

i3t
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METHODVS

INVENIENDI INFINITAS

CVRVAS ISOPERIMETRAS ALIAVE
COMMYVNI PROPRIETATE

PRAEDITAS.
i Auttore
L. EVLERO.

n cclebri illo problemate ifoperimetrico quaeri folet,
mter omnes lineas curuas per data duo puné'ta

q trapseuntes ac longitudine aquales, ea quae maximi
minimine cuivsdam proprietate gaudeat.  Hoc igitur
problema innititur ifti hypothefi, quod datis duobus
pundtis infinitae exiftant lineae curuae longitudine aequa-

les, quaec omnes intra haec pan&a tanquam terminos
contineantur.  Quanquam autem nullum eft dubwum ,

quin per data dwo pun&a ionumerabiles duci queant

lineae curmac, quac omnes longitudinem eandem ha-

beint , tamen fi omnes iftae curuae exhiberi debeant,

; vel aequatio generalis defideretur eas omnes complectens,
A guaeftio non parum ardua videtur.  Atque fi ad folu.
’j tionem problematis ifoperimetrici id opus fuiffet, vt

omaoes curuae ifoperimetrae intra datos terminos con=
tentae exhiberentur, et ad eleGionem maximi minimi-
‘ ‘A 2 ve
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ve quafi proponerentur , nondum fortafie aditus ad hoc
problema patuiffet;

Remota autem huius problematis mentione , ipfa
quaeftio de inucniendis infinitis lineis curuis ifoperime-~
tris, quaec intra datos terminos fint defcriptae, omni
attentione digna videtur , et quoniam eius folutio pecu-
liaria calculi artificia poftalat, quemadmodum cuique
tentanti mox patebit , pro Analyfi inde non f{pernenda
incrementa expedtare licebit.  Praecipue autem multo
maiorem fructum hinc percipiemus, fi problemati longe
ampliorem extenfionem tribuamus, ita, vt nonfolum cur~
vas eiusdem longitudinis , fed quae alia quacunque- in-
dale communi fint praeditae , definire doceamus, quae
intra eosdem terminos fint contentae. Quousque igitur
mihi in tractatione huius problematis latiori fenfa ac-
cepti,” pertingere licuerit , hic dilucide explicare con-
ftitui , atque vt ordine procedam , a quaeftionibus fim=
plicioribus huc pertinentibus exordiar.

Problema 1.

1. Inuenire aequationem generalem pro omni-
bus curuis, quae per data duo puncta tranfeant.

/Solutio.

Referentur omnes hae curuae inueniendae ad eun-
dem axem, easdemque coordinatas orthogonales, fitque
abfcifh, — x, applicata — . Bina autem puncta data
refpondeant his duobus ipfius x valoiibus; x=oetx=a;

ac
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ac pro illo quidem fit y—=45, pro hoc vero y —g.
Quaeftio ergo huc redit, vt eiusmodi relatio in genere
inter x et y definiatur, quae pofito x=—o praebear
y—b, pofito autem x—a, det y—c¢; 'fin autem
abfciffae & alii valores tribuantur, refpondentes applica-
tac y valores in infinitum variare debent, propterea
quod fingulae curuae inter fe debent efle diuerfae.
Sit X eivsmodi funtio ipfius x, quae pofito x—o
vel x—a fiat vel = 5 vel —¢, atque manifeftum eft,
aequationem y—X vnam praebere curuam per propo-
fita ambo pun@a transeuntem. Denotet iam P fun&io-
pem quamcunque ipfius x indefinitam, ac ponatur y—X
~x(a—x) P, vbi manifeftum eft, five ftatuatur x—o,
fiue x—a, alterum membrum x(4-x)P in nihilum
effe abiturum;, dummodo P neque per ¥, neque per
4—x fit digifim, ficque alteruter fatorum x et g-x
tollatur.  Idem eucniet, fi ponatur y =X - x™(a-x)"P,
dummodo exponentes m et » fint nihilo maiores, ex
quo perfpicuum eft, omnes. curuas hac aequatione
y=X-+2"(a-x)"P contentas ita fore comparatas, vt
fiue ponatar x—o, fiue x =4, iidem pro y prodeant
valores, quecunque functio ipfius x loco P fubftituatur.
Ergo omnes hae curuae per eadem duo pun&ta abfciffis
x—o et x—g4 refpondentia tranfibunt, per quae trans
fit curma aequatione 'y —X contenta: et quoniam as-
fumtio functionis P latifime patet, perfpicuum eft, hanc
aequationem omnes omnino curuas per ambo propofita
punéta tranfeuntes coatinere.

A3 Coroll.
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Coroll. 1.

2. Data ergo curua hac aequatione y =X ex-
preffa, vel faltem eius portione, quac refpondet abfciffae
—a, cuius propterea ambo termini erunt noti, omnes
curnae hac aequatione generalifima contentae:

y=X—+ a™(a—x)'P _
per eosdem terminos tranfibunt, quaecunque pro P fub.
flitnatur fun&io ipfius x, dummodo exponentes m et n
fint nihilo maiores, neuterque horum factorum x™ et (2-x)*
per divifionem. deftruatur.  Quippe qui factores funt
neceflarii ad hanc proprietatem producendam.

Coroll, 2.

8. Scilicet fi curuae hac aequatione y—X ex-
preffie punum abfcifae ¥—0o refpondens fic A, ab~
fcific vero x—a rgefpondens fit B, quac puncta
A et B in figura notata funt intelligenda, tum omnes
curuae hac sequatione y—X-}-a™(a—x)"P contentae
per eadem duo pun&a A et B tranfibunt,

Coroll. 3.

4. Si in curua , cuivs aequatio y— X, notentur
tria pun@a A,B,C, quae tibus abfiflis x—o, v—a,
‘x=b conueniant , fimili modo infinitae alize curuae
‘exhiberi poterunt, quae per eadem tria pun&a A,B,C
tranfibunt , omnes enim hac sequatione generali contis
nebuntur y = X 4 x™(a - %)"(6-2)P.

Coroll.
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Coroll. 4.

5. Simili modo facile erit infinitas curuas inue-
pire , quae per quatuor pluraue punta data aatae cur.
vac y=X wanféant, i enim haec puna fint A,B,C,D, etc.
quae vefpoadeant abifciffis ;

xr=0, x—a, x=b, x=c, etc.

cune quaefitae hac comprehendentur aequatione :
y=X 4 a™(a-x)* (=2 (c-x} etc. P

dummodo exponentes m,n,p,4 etc. fint nihilo maiores,

aulhsque fatorum per indolem functionis P deftruatur.

-

Coroll. g.

6. Si erpo curia data fit circulus, in eiusque
peripheria  pun&ta quotcunque notentur , aliae infinitac
curuae  defcnbi poterunt, quae per omnia haec punéta
tranleant. .

Scholion 1.

7. Si coordinatac curuae datae per functiones
qdam nowe variabilis # dentur, ita, vt fit:
2=U e y=V
buiusqué cummae duo puncta A et B reperiantur fi po-
mawr ¥=—f et u=g, ita vt pofito u—f fiat x=o
et pofito =g fiat x=q; tum infinitae aliae inuenien-
fwr cunme per eadem duo punita A et B tranfeuntes,
Ope harum formularum ;
2=U--(f-u)(g-4)'P
P e#I=VeA-(f-u(g-u)Q
| quaes

L4
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quaecunque functiones ipfius # locd P et Q fcribantur
dummodo fiGorum nullus deftruatur , exponentesque
g, v,m,n nihilo fint maiores. Perfpicuura eft enim, five
ponatur #=f, five ¥=g, coordinatas »’ et y prodire
plane easdem , quaccunque functiones litteris P et Q
tribuantur.  Simili etism modo folutio adormabitur, I
curuze quaefitae per tria pluraue puncta %ata’ curuae
propofitae traofire debeant; atque etiam patet hoc mo-
do non folum curuas algebraicas, fed etiam tran(¢enden-
tes cuinsque ordinis exhiberi poffe, cum nihil impediat,
quominus pro P et Q ‘etiam finctiones tranfcendentes
ipfius # accipiantur. /

Scholion o

8. Cuique patet, functionibus P et Q eiusmodi
adiun@os efle factores, qui vtroque cafu propofito u=f
et u—g euanefcant, ita vt his cafibus , quibus oriun-
tur ablciffac x—o et x—a, pofteriora vtriusque for-
mulae membra ' euanefcant , indeque pro coordinatis
jiidem prodeant valores 2A=U et x=—=V, qui ipfi cur-
vae propofitic conueniimt. Haec ergo ‘conditio vt im-
pleatur , haec iftorum faGorum forma Yf-u)"(g-u)"
fimplicifima et commodiffima eft. vifa; interim tamen
occurrere poffunt cafus, quibus' haec forma idoneos non
fuppeditat fatores ;' welati fi alterum curaae punctum
. obtideatur ‘ponemjor z—oo, . ita. Vt fit, g== oo’ :tum
enim huius modi fiGtor (f-u)™.oc-u)" calculumi'maxjine
perturbaret.  Hoc autem cafi mon ' erit™ difficile eius-
modi formas excogitare ‘in terminis finitiy, quae tat?

cafu
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cift 4=f, quard caft ¥=—oo enanefcam: filicet huic

conditioni. Gatisficiet haec forma _';“' — dummodo  fit
)

n>m, quo cafa ¥ oo numerator prae denominatore,
etiamfi vterque fiat infinitus, euvanefcat; k autem ita capi
dcbet, vt npumerator €t denominator communem non
adipifcartir  dimforem. Ita Ti ambo puncta data pro-
deant ex walorlbus w—9 et ¥—ovo, faltores idonc§
emnt 3 o

u vl % _ va >
{‘k—,}—t? E+u A+Bu“+(?+1)u"ac
dummodo in denominatore altior occyrrat potc(’cas iplitw
&, qum el numerator' 4™,

- Problem a,, 2.
9. Infinitas inucnire Tin=2s curuas, quae non fo-
fum per data duo puna tranfeant, fed etiam’ in' his
pun&is communi gaudeant ungente. '

So]u tio. .

Sit vt ante y—=X " aequatio. pro vna curua, qme
datam habeat proprietatem, atque duo punéta data ori-
sotur ex valoribus ablciffae x7=o0 et x— 7z

Tam vt omnes coraac quaefitae per eadem pun&a
tranfeant, videmus eas hac contineri aequatione:

y—X 4+ x™(z—x)*P
exiftente P funttione quacunque ipfins . Tum vero,
vt in his pun&is omnes curiae communi tangente gau-
“Fom. V1. Nou.Com, B deant,
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deant , neceﬂ‘c eft, vt cafi viroque X=—o0 et ¥x—a' ,

valor ,,,; idem plane prodeat,. qui. oritur ex. aequation¢’
=X, feu vt is fit = = 4% Fiet autem inde:

}',{: dx+mx™ " (a-x}"P-na™qg-) )?“"'P-}'-x'"(a-_x)ng
vbi manifetum eft hunc valorem: redigii ad }’{ cafibus'
x—=o'et x—=ga, fi non folum 'ex'ponentes»' m et n, fed;
etiym m—1et n—x fucrint nihilo maioress  Quamobremy
aequatio’ | o

y=X-+x"a—-x)"P
etiam in ‘propofitis duobus pun&is: eandem tangentiumy
pofitionem praebebit , fi: exponentes- m et #' non. folumy
nihilo, fed etiamy vnitate: foerint maiores.

~ Simili modo fi ambae: coordinatae’ x et y per’ no-
vam variabilem « deatur,. cuivs: valores s —f et u—g:
data duo puncta exhibeant,, infinitse: curuae: quaefito fa~
nsﬁuentcs in his: formulis continebuntur,

- x=U(f—u)(g—u)P

et y=V - (f—u(g—u"Q
quaecunque fanQiones. ipfius u, fiue algebraicae; fiue trans~
cendentcs, pro P et Q fubflituantur; dummodo;, quae cau-
tio femper eft tenenda, neutrs fa®orem fibi adiunctumy
deftruat. Infoper vero ad communionem tangentium
in his pun&ls rcq;mmr, '¥e exponentes- m,n o,y fin~
gnli fint vnitate maxores» ,Qlomam enim tum vtroque;

cafu u__f et u=—=g fic § a;.._.d,, Tet ﬁ__:){, erit etiam-.

;i... 4¥ , qui valar a fancionibus P et Q neutiquam.
pcndct. , ,
\ ;. Comll.

J
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Coroll. 1.

10. Data ergo curua quacunque intra duo pun&a
A et B deferipta, cuius aequatio inter coordinatas x et y
eft vel y=X, vel his formulis continetur x—U et
_y =V, infinitae alise cormae exhiberi poffunt, quae non
folum per eosdem terminos A et B transeant, fed ctiam

_in his punétis communi tangente gaudeant.

Coroll. 2.

11. Quodfi exponentes in formulis inuentis ad-
Tibiti non folum waitate, fed etiam. binario, fuerint ma--
: jores, tum etiam viroque cafu x—o et x—=a, vel
; u—f et u—g, hoc eft in ambobus terminis, dlﬁérentmha
fecondi gradus inter fe conuenient. Scilicet in’ his pun-
&w non folum omniom curuarum inuentarum eadem
erit directio, fed etiam eandem curvaturam habebunt.

Scholion

12. Quemadmodum ergo ante vidimus, fi habea-

tor variabilis cuiusdam # talis fin&io 2, vt fit
z=(f-9"g—uf'P
vtroque cafa s—f et u—g fieri 2—o, quaecunque P
faerit fantio ipfivs #, dummoto’ exponentes m et
fuerint nihilo maiores: ita nunc porro- patet:
II. Si exponentes m et n fuerint vnitate maiores,

fore vuoque cafu u-"f e u=g

et z=oet =0 - S

S . Ba . IIl. Si
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HI. Si exponemes m et n fuerint binatio maiores,
fove. vtrogue- ¢afu u—f et u—g

az dd
et 0, et 3z =0 € F T =0

IV. Si exponentes: m et » fint temme maiores,,
fore viroque eafu #—F et u—g¢ ’
et z—0 et F=oetHi—g et =0 et
Perfpicanm. eft, quae hic de: duobus cafibus u=f
¢ 2—g funt aanotata,. etiam -ad cafirs tres, nempe:
s=f, u—=g, et u._.b exteadi ,, ﬁ acquauo ﬁlcnt by
jusmodi =
2=(f—u"(g—w)"(b—ur?P
odfi autem. i cafu duorum pun&orum foerit g— oo
tum loco factoris (f-u)"‘(g- )™ capi debet factor hu-

(f-u)"
jus formae it BP P ec. ita v¢ in denomitarore:

fammae  poteftatis exponens fit maior qum m,. atque
tum ex folo exponente m definietur, ad quemnam ve-
que ordinem  differentialia ipfius- 2 his- duobus cafibus

euanefcant.

Problema 3.
3. Per data duo- pun®a infinitas: diacere lineas
eunns, quac omnes cum axe et applicatis extremis
aequales areas includanr.

Solutio
Refpondeant punéa hoec data abfCifhs x—o et

#=a, ac pofita cuiusque curuae applicata —py, erit
b !
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sequatio geoeralis pro omnibus cwis per hace duo

pmca traofeuntibus: v
g=X+4-x™(a-x)"P

dommodo curua y=X per haec duwo puséa traafeas.

Cum iam area huius£uruae fic
Jrdx=fXdz—jx"(a-x]"Pdx

quin ea euanefcere debet pofito ¥—o , pofifo apterm

£—a aequalis efle debet fX dx, manifeftum eft, inte-

grale [x™(¢—x)'Pdxr euanclcere debere vuoque cafih

x—o et r=a. Sit igiwr
Sr(a-a2fPdx=x"F(a—xf"*'Q

quam formam ideo affumo, vt inde P fine fraétionibue

determinewac. Hiec ergo fiet

P=(m-1)la-2)0-(n-+ x)xQ«f—x(a-x)g%, feu

xla—x)dQ

P=((m+1)a-(mn+n-12)x)Q+—3;

Quare pro cumis quaclitis acquatio generalis erit
I=XA- (w3 )a- (m-+n+2)x) 2™ (@2 PQ 2™ (g ) D
quaecangue enimi pro Q affumatur functio ipfins x, dum-
modo cxponentes s et m fint nihilo maiores, omnes
curuac per data duo pun&z tramsibunt et cum axe et
spplicatis extremis, quae fcilicet ablciflis ¥—=o0 et =2
zefpondent , easdem includent areas, atque cumia aequae
tione y—X contenta.

-



g4 METHODVS INVENIENDI INFINITAS
. Aliter : :

Sit fjdx:z erit y=53=. Iam vt quaefito fatis~
fiat, pro z eiusmodi functionem jpfius x quaeri opor-
tet, vt vtroque cafn x==o et *=a, tam valor ipfius

2 quam ipfius 5% pro omnibus curuis prodeat jdem, id
quod cuenit, fi ftatuatur

2=Z+ x"(a—x)"P
dummodo exponentes m et s fing -wnitate maiores ,
quaccunque enim pro P affumatur fun&io ipfius x,
vtroque cafu x—O0 et ¥—@, tam pro 2 quam pro 7,
jiidem prodibunt valores. Sit Z —/Xdx erit
dz=X dx+ (ma- (m4n)x)a™ (a-x)* PdxA-x™(a-x)"dP

Pro curuis ergo quaefitis haec habebitur aequatio gene-
ralis;

J'-Xrl—(maf-(mﬂ—n)x)x"'"'(a x)"""P-{—x"‘(a—x)
dummodo numeri m et n fint vnitate majores, quae
folutio cum praecedente congruit, Pro numeris enim m et #
ibi viurpatis hic pofiimus m—x e n—1, atque Q

pro P.
Coroll, 1,

14. Data ergo curua quacunque y=X einsue
faltem portione intra abfciflas ¥=—o:et x—a contenta,
aequatio inuenta infinitas alias praebebit curuas , quae
non folum per eosdem terminos transibunt, fed etiam
intra hos terminos aequales areas complectentur.

Coroll.
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Coroll. 2.

15. Si in folutione pofterior¥ exponentes m et
ferint- non folom vnitate, fed etiam' binario, maiores,.
tum omnes hae' curnie etiam in vtroque termino come
munem babebunt tangentemy.  Quin' etiam' infuper com-
gounerr habebunt curuaturam, fi exponentes illi 7 et o
qtoqne’ ternirio’ esuné maiores.

' Coroll. 3

6. Si amwua damr_y X fuerit algebraica, noo?
flum infinitac aliac curuae algebraicas eiusdem areac
hinc repevientar, fed etiam infinitas curuas' tranfcen~
dentes  csdem  proprietatis: exhibere’ licebit , fiquidemy
yro P finienes teagscendentes' iplius x aﬂ'umantur

Coroll. 4.

.17 Sk pro P famaty qantitas conftans qt;ae-‘
emque C, hinc iam pro' infinitis ipfius C valoribus
infinitac mpcnentur curuae, cum' data y— X, tam €0s~

dem- terminos, quam’ candem arcam habentes , quac in
hic aequatione continebuntur :

J_X+C(m¢-(m+n)x)x""'(4-x)
exiftentibus numeris m et B vnitate maioribus.
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Coroll. s..

18. Si ambo tertnini A et B, qui abfciffis x=o,
et £t —a refpondent re€ta AB iungantur, erit haec
re@a omnium curvarum isuentarum corda communis.
Atque etiam areac, quas omoes hie curuae cum ifta
corda continent, inter fc erunt aequales, quatenus qui-
dem ad eandem cordac partem fiierint fitac; quac enim
portiones forte in partem oppofitam cadent, eac pro
negativis funt habendae.

Exemplum 1,

] 19. Propoﬁto circuli quadrante , inuenire infinitas
alias curuas intra eosdem terminos deferiptas, quae ean-
dem aream includant.

Sit radius circuli =4, eiusque aequatio y—V(aa-xx)
prodibunt quadrantis termmx fi pomatur ¥ —o, et x—a
et pofita x: 7 ratione diametri ad penphenam erit
area quadrantis ={maa, cui ‘aequales effe debent areae
omnium curuarum ‘per quadrantis terminos- duGarum;
Omnes ergo iftae curuae’ hac continebuntur aequatlone
y = V(aa-22)+ (ma-(mAn)x) i (a- X' P+a™a- AP 4x
vbi m et n debent effe numeri vnitate maiores.

Ut hinc curuam quamplam ﬁmphcmrem ehcxamus
ponamus m=—2; n=1 et P:C(a—i—a) erit dP
Cdx(a,—{-—x)' vnde fiet

' J=
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r- Y(aa=xx) 4 C(2a~5x)x(a+2)V (aa—x 1)
+iCa%(a—2)V (ea—xa)

(-.u J=Y(ag—xx)+C3(2 4a—wx)1"(¢4—x.x)

Ad homogeneitatem conferuandam fit C= %5 vt fia

(xa34-200% — sx5)Y(aq == xx)  ° .
A aa®

£ pomsmus m=3, n=1, P=C(a+a)} et C=2-

_(da+;xz) (aa — ;Qs
J__

\ Exemplum 2.

20. Propofitus fit femicirculus terminos fuos in dia=
metri terminis  babens., atque ‘inuenire oportet infinitas
alias curuas per terminos diametri tranfeuntes o quae
omnes cum diametro areas’ femicirculo aequales includant.

Sit diameter —a, erit acquatio y =V (ax— xx),
vnde cum fiat y—o, pofito tam x—o, quam x—a,
idem quoque in omnibus curdis , quae quaeruntur , eue-
nire debet; deinde, qia ctiam areae, earum diametro’
itfiftentes,” lpﬁ femicirculo aequales effe debent, ‘huic con-
ditioni fatisfiet hac aequatione generali :

y=V(ax-2x)+(ma-(m+n)x)x™ " (a-x " "P42™(a-2)" T3
dummodo pro m et 7 accipiantur numeri vnitate ma=
iores. Quoniam igitur etiam pro P fun&ionem quam-
cunque ipfius x affumere licet , modo ne inconuenienti
aliquoties memorato {it obnoxia , patet omnes OmRInO
curuas quaeftioni fatisfacientes in hac aequatione conti-

neri debere.
Tom. VI. Comm. Nou. C Vt

nd?®P
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Ut curmm quampiam {implicioremy eruamus, pow

mamus m=§ et 1=, vt fic

y= V(ax—xx)+(3 (.c-x)P-t-x(a'-x);—)V(ex_xx,
Ponatur P = 5 fietque

y= V(«r-xr)—f-(—zﬂ"(ax-xx)

fit s=vel y=C=1=2Y (ax-x2)
pro linea quarti ordiniss
Si iam fit 5—=—a, erit y=5% V(ax- xxY.
Haec ergo curuz, fuper diamvetro' femicirculi deferipts,
aream habebit femicirculo. acqualem.. Eadem: curus fitw
inucrfo prodit, i pomturb—a:

Scholion.

er. Prior huius: problematis: folutio: etfi magis
mturalis videtur, tamemr i problematibus difficilioribus
Jocum nomr inuenit: Hanc obr caufanmr adieci alteramy folue. -
. tionem, cuius fundamentum ir eo eff pofimr, quod
expre(lionemr areac integralenr [ydx aute ad' expreffioe
nem finitam reuocaucrim. Haec enine reductio omnino
necefliria deprehemditur, fi formulie integrales, quae
loco arearum fant confiderandae , magis fuerint complie
catze.  Veluti fi ommes curme per datx duo puncla
ducendae eiusdemr longitdinis effe debeant, itz vt iam
noo [ydx ed [V(de*~4-dy*) datumr valorem inter abe
kiflas x—¢ et r—a coutinere debeat; tentanti mox
patebit, formam affumtanr J:X—}—x"'(d—.x)"[’ parum
juuare ad idoneas funQiones pro P eruendas.  (uan.
qum ecnim arcus f V(dx*~dy'} fimili exprethune
' <on-
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contineri debet, Kilicet 'V (dx*4-dX ) +-aka—2Q,
ita, vt hoc pofterius membrum pariter vtroque cafis
X —o0 et x—ga <cuanefcat ,. tamen inftituto calculo ad
aequationem tantopere implicatam peruenitur, vt inde
nullo modo relatio inter funttiones P et Q erui pofle
videatur. Hoc ergo incommodum vt euitetur, coordie
matae x et y primum ita per alias formulas erunt exe
primendae , vt “inde arcus per formulam finitam ex-
preffus prodeat, id quod praeftari poterit per metho-
dum Diophanteae analogam in analyfi infinitoram s Cl=
ios noper quaedam fpecimina in medium attuli, |

Problema 4.

22 Infinitas nuenire curuas per data duo punéta
tranfenntes, ita vr -omnium arcus inter haec duo punis
«omprehenl fiat inter & aequales.

Solutip.
TPofitis coordinatis x et y fit arcus JV (dx* - dy?)
=s; iam vt hae tres quantitates per nouam variabilem
$ormulis a figno integrali liberis exprimatur, fit dy=pds

eritque
y=Jpdr=px—jxdp [xdp=y

: Y= . ?r
| erieam =T, vode fit drV (4 pp)=péy et Fﬁ@éﬁ
vbi s denotet funitionem quamcunque ipfius g. , Cum
igiur, fumto elemento dg conftante, fit dp — 1001

| Ca pes
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per hane nouam variabilem ¢ coordinatae x” et y cum®
arcu s ita- exprimentur,. V¢ fit- -

. 2
; — (dg? —dr®)y3
=T

| — dr(dg’ —drfs —

.7"-—-d ’dqdédr; q

s=Hgat  =r,
Sint iam f et g valotes ipfiss ¢, qui praebeant pro pui®
&is datis abfiffas, dempe ¥ —o0 et *—a; ac ponatur’

r=Q-+(f—4)"g—9)'2

vbi Q Ge functio data- ipius ¢, Z vero- fimGior quaex
cunque indefinita, ita vt, hac variabilitate non obftante,.
haec formula quaeftioni acque fatisfaciat} ac fi eflet Z=o.-
Nunc maniftftum’ eft, fi exponentes m et s fuerint bi-
nario’ maiores, tum vtroque caft ¢—f et g—g ,  non
folunr pro 7, fed etiam pro 5= et 755 eosdem prodire
valores, quaecunque fun&io ipfius ¢ pro Z fubftitatur.-
Hinc vtroque cafi x=o0 et x=—a, tam applicata ¢,
quam arcus S, eosdem quoque nancifcentur valores: s
atque idcirco omnes infinitae euruae’, quae ex diuerfitate
fin@ionis Z nafcuntur, non folum per data duo punéta
transibunt., fed etiam omnium arcus, ' inter haec duo
pun&ta intercepti, inter fe erunt. acquales.

Aliter.

Poffaat etiam aliae formulae a figno integrali Ka
berae pro x, g et s inueniri, quae ad folutionem fim=
pliciorem deducent. Ponatur filicet, vt ants, fxdp=g,

R vt

M ]
- N4
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# 6t x—3%, hicque walor in altera formula integrali
&b(htums dabn: : ‘ |

pdg qdp
h-\-pp) —-f («+2P) - ﬂx-l-??) j(l-i-PP):

_1._&.
Tam  ponafur | =7 emque 9= —5 , wbi
¢ fignificac functionem quamcuﬁque ipfius p. Sumto ergo

d'r (‘. + pp)’f

4y conftante, erit d‘q——“'(' = gt ‘= 3pdrY (1 -pp),
— 44 q-‘i_LG-s-_?Ll' : :_g_#v(:...m

ideoque ¥ =7, —
Tum vero habebitur y:px—qz P“..I‘ﬁ.i,ﬁﬂ?_,_(_tb.).d_ri(m
et s— __"_‘1.__1’_ -+ tﬂdt‘(l;-.PP) pdr(:+pp) -+ r

Ergo per hmc nouam variabilem p, cuius r eft finéfio-
quaecuiqhe coordinataé’ v, y cum arc § ita eruat’
expreflac >

x;_ddr( fﬁ‘..;,'l't'ﬂ"“’("':?ﬂ

¥y — ddr (s —1 [
,t__gi_?-_f-_’eﬂi_,_(np )drv(‘ 723

‘_&dr(l;pp)’+ffir(t+p_p)

“+r.

Sint iam f et g valores ipfius p, qui pracbent pro ddtis’
duobus pun@is abfciffis ¥=0 et ¥=a,. ac' ponatur:-

F=P4-(f—p"(s— P2
vbi P denotet fan&fonem ipfius p” dataii, Z vero in=
definiam 5 ﬁntque exponentes #7 et 7 bmarm maiores.
Cum jgitur ' quaecunque Z ﬁc functio” cafibus ¥’ =0
& X=4, tam pro 7, quam pro .55 ct 457 iidem prodearte
Cs valo-
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valores, ac fi eflet Z—o0 et ¥ = P, perfpicunm eft

etiam cafibus p = f et p—g pro x,y et 5 eosdem

prodituros cffe valores, fcilicet pro x valores 0 et 4.
Confequenter omnes - 1ﬂae curuae per data dud pun&ta
tranfibunt, euntque omnium arcus, -inter haec duo punQa
intercepti, €iusdem longitudinis.

Coroll. 1.

23. Si in folutione priore Q, in pofteriori vero
P, fit ‘fan@io algebraica, atque pro Z etiam funiones
algebraicac capiantur, Omnes curuze inde <Oriundae non
folum erunt algebraicae, fed etiam rectificabiles. Sin au-
tem pro Z ' fomantur funtiones tranfcendentes , ipfae
curuse fient tranfcendentes, earumque refificatio inde~
finita 2 quapiam quadratura pendebit.

Coroll. 2.

24. Sin autem in folutione priori pro Q, in
pofteriori vero pro P emsmodx captantur ﬁm&xoacs
tranfcendentes , ¥t ibi 4 ,,q , hic vero dp. fiant fun&iones
Aalgebraicac, infuperque Z fit fun@io algebraica, tm
curuae quidem erunt algebraicae, fed non redificabiles.

Coroll. 3.

25. Duo pun&a, per quac omnes curuae inue-
niendae tranfire debent, reperiontur €x binis valoribus
J et g, i ii in folutione priori pro ¢, in pofieriori. vero

| pro
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pro p, fubfticwantur.  Viode patet eandem (olutionem locum
habere, wbicunque duo illa pun&a affignentur.,

Coroll. 4
26. Affumtis sutemy pro nbiar his valoribus f et g,
vicifimi dwo illa pun®z ommibus curuis communia re-
pericoar ; atque, quo Boc facilive expediatur, fun&io
Z pro nihilo labeatur, quoniam, quaecunque fuerit hace
fndio, cadem lemper punds reperinntur.

Coroll. s.

2Y. Si Joco membrorum (f—¢)™(g—¢)*Z in priori,
wel (f—p)™(g—p)y* Z in poferiori, adhibeantur huius-
modi (f—qY" (g—q*b—¢* Z iz priori, vel (f—p)*-
(2P (I-p)* Z ir pofferiori folutione, tum omnes
Curuae in formulis inventis contentde, per tris dats
vtz A,BC mnfbunc, atque nom folum - omnes
srcus AB, fed etsme ommes arcus BC, ac proinde
ctianr A C, enmt futer fe longitdine aequales, dummo-
do cxponentes fingulk m,w, et . fuerint binatio

maaiores. .
Coroll. 6.

28. Simili modo infinitae curnae inueniri potes .
ot que per quatuor pluraue punda data tranfibune,
& qurEn omniuny arcus, inter bina quacque punétz ime
&xepti, finurs fint invicens aequales.

&h.
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Scholion,:

- 29. Formulae (f—¢)" (s—q*Z ita debent eﬁ'g“
comparatae, vt vtrogje cafa ¢ f e ¢—g non folum
ipfae in nihilum abémt, Ted efiaim earum differentialia
prima et fecunda, quod- viique- ewenit, fi exponentes

m ct-n fuerint bmamo mafores. Atque fi fetg fint
quantuates finitae, :in affsmtione hulusmedi formularum
nulla " ineft difficultas, Verum fi alter -valor g fiat in-
finitus , jdem remedium erit :adhibendum , quod iam
fupra eft indicatum , fcxlt;qt tum, formula ita debebit

mﬁrul i
AT e i
a—rﬁq"—f'yq etc. . - r ' :
vt fummae ;poteftatis in denomingtore exponens inafor
fitf quum m, hinc vero. m binario maiorem efle opor- -
tet. Atque: vt hoc cafu conditiones problematis adim~ .
pleantue , , wti .Z non d;qum efle debet per vilam
pogcﬂate_m ipfius f-4, ita etiam in numesatore ipfi 4 :
aequalem vel altiorem peteftatem indicere son. debet:, .
quam in depominatore, . Nifiergo Z it quantitss, con.
ftans debet efle eiusmodi fra&lo in cuius numeratore
variabilis 4 non ad a}sxorem Boteﬁatem exfurgat, quam
in denominatore.  Sin" autem €ueniat, vt ambo valores
J et g fiaat iofiniti, . veluti fimt oo’ e oo tim
manifeftum eft, . pro “illo' altéro ‘membro ‘affumi’ poflé"
fraltionem quamcunque , in -cuius :denominatore variabie -
lis g altiorem habeat potgflatem; quam-.in <snneratore,
Huiusmodi enim fun&tio, non folum euanefcet pofito
g=-90; fed etiam eius differentialia omnium graduum.
Proble-
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Problema s.

30. Data curua quacunque inuenire infinitas alias,
que eam in datis duobus punctis interfecent, ita vt
omnium arcus, inter haec duo pun&a intercepti, aequales
fint arcui cornae datae inter eadem pun&@a contento.

Solutio.

Pro curna data refpondeat abiiffae a applicata =),
quac ergo fin&ioni cuipiam ipfius x aequabitur. Pro
curuis inveniendis vero fit applicata abfciffae x refpon-
dens —y et arcus —§. Quoniam nunc €xX pracceden-
tis problematis folutione priore fequentes formule

ue —amt
X—= dqdd—r-)-
dr{d - dr’)

4 -—dr’
A="gar —Fr
fi pomtur r=Q—+4(f-9"(g-q*Z, pro variis fun&io-
nis Z determinationibus, infinitas praebent curuas per
duo pun&ta transeuntes, arcusque inter hacc pin&a ae-
quales continentes , quae duo punta ex valoribus g=f
et 4=g definiuntur, i modo pro m et m numeri acci-
piantur binario maiores ; tantum opus eft, vyt curma da-
12 in his formulis generalibus reperiatur.,  Efficiamus
ergo, vt hae formulae cafa Z —o, curuam datam pro-
ducant , _ et inueftigemus, qualis fun&io npﬁus q pro Q
ad hoc obtinendum fubflitui debeat, feu quia hoc cafu
et r=Q, quaeramus qualis fincio r ipfius ¢ effe de-
“Tom. V1. Nou.Com. D beat.

~



26 METHODVS INVENIENDI INFINIT 4

beat. Cum igitar pro curua data fit © applicata ree
fpondens abfciffze x, erit filum folutionis praecedentis
d .
ewlwndo p= 3z et ¢= fxdp=pr—o, ideoque
g = %22 - v, ex: qua aequatione valor ipfius x per ¢ defi-
d

nitar; deinde eft r= | 2P Ehn = 2 ¥ (34 pp) - fa V(1 44 p)
fea 7= de:'d” =)V (dx*+dv?), vnde fit, fi
elementum x conftins accrpiatur, a‘r:d—_r-f;(:,f—f_f_—’j—u—,) ; atque
fi hic pro x [ubflituatur eius valor per ¢ 1am Touentus,
apparebit , qualis fun&io ipfius g fit 7, quae deinceps pro Q.
feribi deb:t. Ambo autem pun&a data in curn pro-
polita reperientur, ponendo ¢=f et ¢=g,. vnde viciffim
ex datis punctis valores litterarum f et g elicientur,
Quibus  definitis i pro. Q fcribatur ille valor pro
inuentus ac per ¢ expreffus, pro Z autem funiones.
quaecunque ipfius ¢ fubflituantur, infinitae prodibunt [
neac crruae, per eadem duo puncta transeuntes, et intep

€2 parés cum curua .propofits arcus interceptos habentes,

Aliter.

. ) . . °
Si alteramr folutionem generalem problematis fupe=
rioris i fubfidium vocemus, quae pro curuis quaefitis
fequentes fuppeditauerat formulas ¢

2
i ddr(s 4-pd)a s p 7Y (1 4-1p)
X = - dp' + —Ld'p —

g
— pddr(:4pp)a Gpp—r)drvi *
= L.JF__ -+ _ZPL___HIP_"'_M
e ddr(i4=ppp Adr(s 4=pp) '
3= —dpzf‘a‘ -2 rd, Lo S
- - ponen~
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ponendo r =P (f—p)"(g—p)*Z, exiftentibus m et n
numeris binasio- maioribus : efficiendum -eft, vt-hae formu-
%ae cafu Z=o curuam propofitam exhibeant. Cum igitur
dv ;. . .
hoc cafu fit p— ;7 -hinc ‘valor ipfins x per p definia-
wr. Deinde ob g=/rdp—px—vertg=50 — v,
gdp

= |
ius .per p inuentus fubfituatur, habebitur pro r functio
ipfius p, quae curvam propofitam producit. Haec iam
fin&io ipfiss p pro .7 inuenta loco P fcribatur , ita vt

— 49
B P= o on
tribmantur, {femper ciusmodi valores habebuntur
pro r=P--(f-p)"g—pf'Z

quae infinitas pracbebunt curuas, datam in duobus pun-
¢tis fixis interfecantes, et cum data inter hacc duo
puo&ta aequales arcus interceptos -habentes. Quomodo
autem i illa pun&ta pro lubitu dentur, inde valores
debiti pro f et ¢ fiat eruendi, ante eft .expofitum.

quodfi erge in ¢ loco x valor

et qnaecimque fon&iones [itterae vA

Coroll. 1.

31. Cum in folutione priore fit 4— xde_o, erit
dg=%2  hinc cum Q aequalis fit valori ipfius
inde orto, -eric Q = f,.(d::’_f_’a,,,, At ob dp— 44z
ait quogre Q — [yGiEilss,, vhi tantum opus eft,
Yt pro x et @ valores €x aequatione q:——— -v per ¢

De exprefli
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expreffi fubftitwantur; hocque modo pro Q obtmebxtur
debita functio ipfivs ¢ in formulis fubftituenda.

Coroll. 2.

32. Pro folutione altera valor ipfius x per p quaes
ti deber ex hac aequatione p=47; vnde fi imul ob ae-
quationem inter ¢ et x datam, elicitur valor ipGus v
itidem per p exprefluis. Tum vero elabitur quoque
g=px-v per p, ideoque etizm fundio quaefita

_ qgdp  __ [(px—v)dp
Pl =t Gm)e

Coroll. 3.

33. Si linex propofita effet re@a, foret in folu~
tiove priorf ¢, in pofteriori vero p quantitas conftans,
hincque etiam ibi Q, hic vero P, quantitates conftantes.
Quia ergo hoc calr x, y et s per p definire non li-
cet, manifeftum eft, folutionemr non fuccedere. Hoc au-
tem per fe eft perfpicaum, quia fines re®a eft breuis-
fima intra fuos terminos, neque propterea inter eosdem
terminos lineae curuae retae acquales exhiberi” poffaac.

Exemplumn.
34. Sit curua data circulus hac gequatione ex-
preffus: v =V (@z-xx), erit 2 = jo=%7 ., et pro

folutione pﬂOﬂ q—ﬂaa-xx) V(aa"a'x)—-ﬂaa—ﬁx)'
1nc
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flinc x— X1=L et 0—==F. Vnde reperitur,

Q—f«mq‘-‘-’rn"‘-ﬂ—{:—“'i-mm fue Q=/5V(¢q-aa)

Quare 6 fatvawr 7 j—’V(qq—aa)+(f—q) (g-9rZ,
exiftentibus 7 et # numiéris binario maioribus , quae-.
cunque funchio ipfins g pro Z pomatur, fequeates for-
mule

x’:(—-“'—f;——dd i et ¥ = iy
infinitas exhibebunt lineas curuas, circulum in duobus
puntis fecantes, quarum omnium arcus inter haec puna
&a contenti, ipfi arcui cirenlari futuri fine aequales.
Hiec autemy duo pun&a in circulo definientur ex ab-
fiffs ¥ = LT o = 2¥i6="22)  Viciffim autem

-—qa

fi hae abfcifae dentur, erit f vel g ﬂaa_u,'
Pro: alers folutione erit p = jua-zz; y ideoque X

= sl et v s 5oy Vode fit g=px-v=aV/(x+-pp),

itz ve fun@io guaefita P hinc prodeat P= f 225 at-
adp

que 7= f:5. +(f-pP"(g~p'Z , et ambo punita
refpondebunt ableiffis x— _f_ff, et ¥= giem; Vel
ex datis his ab(clﬂ' s litterae f et g elicientur ex ae-
qmtronep_ v(aa—-xx)" ‘

Slt’ breuitatis gratia (f-p)™(g- p)‘ —-Z =V, v fit

dd
r-— ':%;,V erit
dr

it :’*P’+"adv
r___ e 2 @
I“*—-(x-w-pg?'*‘ D

3 Omne
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Omues ergo curuae quaefitae his formulis continebuntur:

~-20ap zap dd.V(.-o-pp)a 3P4V 4-DP)
e i R e

. =—20app atapp—1) ‘pddV (1 4=p p)n (zpp_,)dv,,,_.;m
J=vJGrph + VG ~+pp) + dp? +

S=-2ap-t+2 a_p+/%+“‘"_-_ttf)'+ 1pd V0 ___p&_v
fiue

d&V(L-I- * spdVY(14-p p) -
L vu+pp) -+ dp’?"g" + dp 28

pddvis (2pp=Dd V¥ 4P)
J’—V(1+PP)+ W& - (R 08T 40

adp’ ddV(x+pQ_’ 20dV (149 p)
p Tt T apr T4y e

c.

Scholion

45. Pro altera hac folutiope i valor ipfius 1). ad
zﬂterutrum punétum datem relatus et infinitus, que

(f-pZ
. a+ﬁ1»"+fyp'+ etc.
accipi oporterg vidimus , vt maxima poteftas ipfius p
in denominatore maior fit, quam eiis maxima poteftas
in numeratore , fequentem obfgruationem adiici conue-
nit, quie non folum in ‘hoc exemplo, fed in genere
etiam eft tenenda, Primo quae bactenus de hoc cafa
funt tradita -huc redeunt, vt pro V affumi debeat hu-
dusmodi  fraCtio, cunius numerator faGorem habeat
(f—p)", exponente m excedente binariom.  Deinde
vero requiritur, vt maxima poteftas ipfius p in deno-
dninagore fuperet maximam eius poteftatem in pume-
: .
Fatope

- «cafu pro V hniosmedi valorefn
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ticoté. - Vernm etfr hoc modo cafu g—co non folum

. C .. @V addy. , .
ipf quantitas V, ‘fed’ etiam g5 et 5 euanclcunt, tamed

ad focdtiones iplus p, per quas hiae qiantitates id
poftrie formulis font  multiplicatae ,  fpe@ari  debent
nc ob eas hsec euanelcentia tollatur. Quae circumftun.
tia vt probe obferuetur, pomamus in ea fratione, quae
pro’ V aflumitaf , p effe’exponentemn maximiae potéftas
tis ipfius p in- mumeratore , in denominatore  vero’ effe
p =+ v exponentem maximae poteflatis ipfius p. Tam
cafu p=—oo, quo inferiores ipfius p poteltates oinnes

p e . . A
prae mxima euanefcunt , erit valor ipfius V == —-

) dv B ', ddav. _ C —_—

ipfius Tp:r‘*‘ et ipfius iy — p c?.n. vtique
hoe cafir p— o> evanefcunt. Sed quoniam 1d noftris
Prmulis 5 per (2pp— 1)V (x —+pp) et per p(r —pp)
hoc eft cafu p—oo per p* reperitur multiplicatum , ac

45Y per p(s—+pp)° et (x 4+pp)" hoc e per p*, ve:

s 4V By
ceffe eft, vt pofito p—oco etiam 2—;5-— = -;I;
‘ddVv Cp* .

t p_dp — = ;{3— enanefcant. Vnde manifeftam eft
expomentem -y binario maiorem effe debere. Hinc ergo
conchdimus: (i due punéa data refpundeant valoribus
p=f e p—oo, pro V affumi dcbere huivsmodi
fatiopem , cuius . mumerator primo .faGorem habeat
(f-p)", in quo exponens m fit binario maior, deinde

maxuna
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maxima poteflas ipfius p in denominatore, non folum
maior effe debet quam in pumeratore, fed etiam ex-
ceflis maior efle debet, quam quadratum p*; ita ve fi
j» fit exponens maximae poteftatis in numeratore, ma-
Ximae potefatis in denomipatore exponens maior effe
debeat, quam g —-2. Simili modo fi ambo punQa
data conueniant valoribus p—=-o0 et p—=—¢v, pro
V quoque ciusmodi fractio afflumi debebit , cuius de-
nominator ¥ltra quadratum maiores contineat poteftates
ipfius p quam numerator. His igitur notatis, exemplj
propofiti fequentes euoluamys gafus praccipuos,

Cafus 1. -

86. Dato circuli quadrante infinitas a(fignare cuy-
vas per rius terminos tranfeuntes , ita ot fingularum
arcus jntra hos terminos comprebenfi, aequales fint arcui
quadrantis. :

Pofito radio quadrantis =4, ¥t fit 9=V (aa-xx)
termini quadrantis refpondebunt abfciffis x—o0 et x—g.
Cum iam fit p = ;5% , valores ipfius p erunt pro

~illo termino p—o, pro hoc vero p—oo, erit ergo
J=o0,; ideoque pro V eiusmodi affumi debet functio fralta,

cuius numerator faGorem habeat p, exiftente exponente m

binario majore, denominatoris vero maxima poteftas

ipfius p fupra quadratum excedat maximam poteftatem

in numerafore. Quibus pracceptis obferuatis formulae

ante datac omnes curuas quacttioni fatisfacientes exl;i“be-

o nt.

[}
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bont. Ex quibus ve fimpliciores eliciamus, ponamus

! 4 . . . o« .
V= c.'.f‘-;p‘)i , fit enim exponens maximae poteflatis, in
denominatore ternario fuperat numeratorem. Erit e1go;

av __3dpp—pY 4dV __ 6b(p— sp¥ <4 199)
B = G+ AP — T Gapp¥

qui valores in formulis noftris {ubftituti dabunt ;
__ap  3bp(2-7pp+pY
g ™ R CT T T
-4 36pp (1 -7pp+2p°)
y= V(x:pp) "'b . (: 99k |
adp p(6-23pp+6p°
=+ (—+ppy o

Aliter.
Obtinetur etiam arcus 90°, fi termini conflituane

tr x = 7 et x=— ,, vnde fit p—=—1 etp=+1,
ita ve pro his terminis it f——1 et g—=+1. Qua.
re V eimsmodi effe debet functio ipfius p, quae facto-
. rem habeat (x —-p)™(1 —p)", exiftentibus exponentibug
m et n binario maioribus. Hincque pofito
V=(14p)"(1-p"Z

formulae fuperiores omnes pracbebunt curuas quaefito
fatisfacientes,  Simpliciores ergo prodibunt ponendo

V=>5(x—pp)* vel V= b——-——‘,’:gx

Alio praeterea modo, idque generaliter, termini ambo
ita definientur , vt inter eos arcus 9o° contineatur , fi
Tom. YI. Nou Com, E ponas
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ponstur pro altero = -—ﬁnd), pro altero vero == —
cof.d. Cum 1gtmr pro illo fit V(a2 —x%) = a cof. P
pro hoc vero V(aa-xx)—afin. ermt ipfivs p va-
lores, alter p——tang.Q, alter p——-cot.Q, ficque
erit f—=—tang.Q er g=cot. O : vnde valor ipfius
V erit
V = (ung G+p" (cor. - rZ

ac fi m—=n> 2, pofito cot. ~tang. (D_,a, erit

V=(x+ap-pp)"2Z '

Cafus a.

347. Data femicircumferentia circuli, inuenire infi-
nitas alias curuas illi aequales, atque intra ipfius termi-
nos exiflentes.

Pofito " circuli radio — «, vt fit o=V (a2 —xx),
termini circumferentiae , quia in diametri extremitatibus
funt fiti, orientur ex valoribus abcifie x—2 et x
—-4: hinc autem ipfius p valores prodibunt’ f_..-oo
gt g—oo. Hinc, vii ante notauimus, .fonio V eius-
modi debet effe fractio, in cuius demominatore expo-
nens maximae poteftatis ipfius p plus quam binario fu.
jJeret. exponentem maximae poteftatis in numeratore .,
haecque fola conditio fufficiet pro cafo propofito. Cafus
ergo fimpliciores prodibunt ponendo T

b — B-cp
V=g=m vl V=35

Notandum autem hic eft, formam -5 non conue-
nire ) quoniam ex e coordmatae x et y in infinitum
effent



CVRVAS IISQMMAS &, 39

effent  abiturse . cafn p—é, ita vt curuae intwa datos
tmminos in infinitum excorrent ; quare pro V -cusmo-
di formuls secipi oportet, ¥t ‘nullo cafu, vel ipfa for-
mula V, .vel eins differentialia in . imfeinun abeant,
Sit ergo

v__(T?f)-r eritque

dv ___ bp4-cli —

»=- "—(x-o-m'm!

4dv —b(q—zoﬂ)vc(liz—l!ﬂ
ap — {1 4+ pp)*

hineome pro - conftruQtione curusam fequentes Obtine-
bunwr formuke : .
= ﬂf_ﬁ)_ib(l-—g”’_gcm_m

M+ 5
b1 et
-— - 130 P =—cli 4=y Pp—¢
J= Ya 4P
‘01‘ "+?p)i( - I W YR
.4 e | EP’-lc 2 — 2 g
/:—!—PP 4+pp)‘L‘

Omms hae curuae etiam diametro normaliter mﬁftent,
aque fi fit 5=o, earum applicatae maximae in cen-
trum circnli cadent, quia pofito p—o fit x—o0; ap-
plicata autem maxima erit —a4 ¢, atque ad vtram-
que - partem -curvac enmt -fibi-fimites. -Hue -ergo corwee
prac ceteris notatu dignae ex his formulis conftruenturs
y——2P _ _3°P(3-pp) |
~ Ya+rp) (; ~+pp);
R - . el _,'_m_m

=va +PP)+ Gl wvnde erit
adp _3cp(3—2pp)
Iq4pp +pp)
\ E e Hinc

s=/J
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Hinc -porro intelligitur ~capi debere  ¢<iz, fi 'enim
effet ¢>ia, tum famto p valde paruo, arcus s prodi-
yet negatiuns, arcusque idcirco alicubi negatiuos valo-
res mancifcerentur , contra paturam quac(tionis.  Perfpi«
coum enim eft, fi applicata media et maxima gz-¢
certum terminum transgrediatur , fieri plane non pofie,
vt curua vno traGtu procedens femicircumferentiae cir-
culi effet aequalis. Pro ¢ interim quantitates infinitae,
. tam affirmatiua¢, quam negatiuae, accipi poflunt, dums=
modo fatis fint paruae et quidem minores -quam ;e
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‘ DE
INTEGRATION
' AEQVATIONIS DIFFERENTIALIS.

mdx ___ l_dy
W=z — Yu—=9

Au&ore
L. EVLERDO.

§ 1.
Cum primum occafione inuentionum TII Comitis
F

agnani hanc aequationem eflem coatemplatus,
cinsmodl quidem relationem algebraicam inter variabiles
x et y clicui, quac huic aequationi fatisfaceret ; fed ea
relatio non pro aecquatione integrali completa haberi
poterat, propterea quod non compledteretur quantita-
tem conftantem arbitrariam, cuiusmodi femper in cal~
culom per integrationem introduci folet. Hinc enim,
wu fatis notum eft, integralia incompleta et particula~
ria diftingui folent, quorum illa totam vim sequationnm
differentialiom exhauriunt, haec vero tantum ita fatige
faciont , vt aliac infuper expreffiones aeque fatisficere
queant.  Criterium antem aequationis integralis comples
tac in hoc confiftit, quod ea quantitatem cooftantem
inolere debeat, quae in acquatione differentiali nam.
apparet. |

Eyg I § .
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ftet, inde reductio integralis ad quantitates algebtaicas

peti non poterit,
§. 6. Nihilo tamen minus obﬁ:ruam i propo-

fita fuerit huiusmodi aequatio differentialis

mdx ___ _andy
Yi—x9 — V(i=0%

etiam integrale completum , quod fcilicet quantitatem
conftantem arbitrariam inuoluat , femper algebraice ex-
primi pofle, dummodo ratio m:n fuerit rationalis
quod mihi quidem eo magis notatu dignum videtur ,
quod nulla certa methodo ad hoc integrale fum perdu-
&us, fed id potiss tentando, vel divinando, elicui.
Vnde nullum eft dubium, quin methodis dire¢ta, ad
idem hoc integrale perducens, fines analyfeos non me-
diocriter fit amplificatura ; -cuius propterea inueftigatio
Analyftis omni ftudio commendanda videtur.

§. 7. Completum autem integrale aequationis
iftius differentialis , quaecunque fuerit ratio rationalis
coéfficientiom m et n#, derivare mihi liqui¢ ex integra-
tione completa huius aequationis ﬁ,d_’_%) = 7259 hac
enim concefla methodum certam indicabo, ex ea quo-

que integrale completum huius acquationis multo latius

patentis ,,(,_d_:.) = v(."d*"—;) concludendi. Quae metho-

dus etiam in genere ad huxusmodl aequationum mXdx
— nY dy iotegralia inuenienda adhiberi queat, fi mo-
do integrale completurn huius Xdx=Y 4y fuerit erutum,
atque Y talem figoificet fantionem ipfius y, qualis X
&t ipfius x.

t - 5.8..
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§. 8. Exordiar igitur ab hac aequatione
cui quidem primo intuitu fatisfacere perfpiclum eft ac-
quationem x—y, quae propterea eius -eft integrale
particulare.  Tum vero -eidem .aequationi quoque fatis.
facit ifte valor algebraicus x—=—7V ‘=2 cum enim

Ty V-
— sydy i) — _2Y
fit dvr =+ G +9‘9‘)V(I—LYJXI+JJ) et vV (I ‘x‘)— 1497,

enit 7o = yo25y-. Hinc ifte etiam valor, feu
equatio xxyy-+Xx—+yy—1=—0 eft .integralis parti-
cularis aequationis differentialis propofitae. Vnde inte-
grale completum, quod conflantem arbitrariam inuoluat,
its comparaum fit necefle eft, vt tribuendo huic con-
flanti certum quendam valorem, prodeat x—y; fin an-
tem eidem -conftanti aliw quidem valor tribuatur, vt
prodeat x=—V T2 fen xxyytxx+yy-1=no0.

Theorema.
§ 9. Dico igitur huius aequationis differentialis
L S — .
Vo= — Y-y
aequationem integralem completam’ effe :

XX tyy-ccxxyy —cc+2xyV (1-¢4)

Demonftratio,

Pofita enim hac aequatione, eius differentiale erit :
xdx — ydy - écxy (xdy —- ydxy=(xdy-+-ydx)V (1-¢*)

Tom. VI. Nou.Com. F vnde
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erit itidem arcus 4 arcui AM aequalis : ficque in hie
curua a dato. quouis puncto 4 vtrinque abfcindi poteft
arcus dm et dp., qui arcui AM. fint aequales..

§ 13. Hinc ergo patet, fi arcus @d aequalis ca-
piatur arcui AM, few ¢—u, fore arcumh am duplum

arcus AM. Hinc fi ftatvatur gp—a2— "‘f’f,'_u. %), pro~

dibit arcus am—2arc. AM. Simili modo fi capiatur

arcus ad—2AM, feu c= "‘f_(;_',:l‘ i ftatuaturque 2

-— e V(i-ut)4-u v(1-c4) _
Trecau obtinebitur arcus gm=— 3arc. A M..

Ac (i ifte valor ipfius x denuo pro ¢ fubflitmatur , vt
‘fit ad=3AM iterumque flatuatur == "'"”""4('-0‘3

s =§=CCUU
nalcetur arcus a4m quadruplus arcus A M; atque mx
porro fuzceffiue. quaccunque multipla. arcus AM gem
metrice: afhigpari. poterunt.

& np. Sit arcus ad—=m AM ect ab==z; ita
vt rtf V(l-zO) —-—"/V(:-uO), atqlle ex his patet fi

—2V0 —ut) =2 V(1 — 24)
capiatur x= T ‘bre/ﬂn—x‘)—(”“”yvu-u‘)r
—UY) = UV (1 e ¥
fin autem pomator x— 2Y¥=0=sYl—20 im

dx rdu T
turum: efle. [ #'(Ti'?‘) = (m—1) S Q'Téu—‘)' Si igitur haec:
aequatin T = ;,(—5::"—5 fuérit integrata , debitusque:

valor pro z inde. erutus, etiam- integrari poterit haec:
— (n + -\du

acquatio ,(,_‘.; = ¥ 29, quippe cuius integrale erit
. \ —rh) - — .
g V=LA o2 Ac fi pro 2 aflumtus. foe-

%t eivs. valor completus, qui' fcilicet conftantem. arbi-
tmriam. inuoluat, enam. pro. x prodibit eivs. valon
eompletus.. .

. ) ' § rs.
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§ 15. Hinc igitur perfpicuum eft, quomodo ae-
qntio integralis completa muenm debeat quae conue-

d
giat huic aequationi differestiali 37— = ﬂ','_',“.) ; quo-

ties m fuerit numerus ioteger. Simili autem modo
_ o 8y . _mduw.
ﬂ(ﬁgﬂﬂﬂ- mtefit 7, vt ﬁt v(‘_’t)—-mﬂ, vnde fi
eliminando %, aequatio: inter X' et y quaeratur, €a erit
- . . . . mdx ___  ndy
integralis huius- aequationis y—_iej = g =% » qui-
puneri rationales: pro' m: ¢t ' fubflitvantur & at-
que vt hoc .integrale prodeat completum, fufficit pro
altera tantum: variabiliume & et y valorem completum
per # determinafie, cum hinc iam noua conftans arbi-
tria. in calculum introducatur.

§. 16. Methodus:, qua hic in- Theorematis de-
mon(taxione fam: vis, etfi non ex rei natura eft pe-
tita, fed indirecte ad id, quod. propofitum erat, perdu-
xit, tamen: multo latius patet : fimili enim modo colli
gitur , huius aequationis- differentialis

dx
T = T
integrale completum: efle =
o=ce-xx-gytncexxyy+exyV (@ +mectnct)
Vnde idem, quod aate, ratiocinium adhibendo, integrale

quogue completum obtmebntur huius aequationis:

—_— i ydy
YO -miznz®) — YO Fmyy 4y

fiquidem litteris | et v numeri integri defignentur.

§. 17. Inveftigatio autem huius integrationis
ita fe habet:. Fingatur primo pro arbitrio relatio intcr
wriabiles x ety hac aequatione contenta:

’ E 3 (1)@
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(1) axrt-ayy=2fxy--yxxyy+ 3
quae differentiata dat : :

axdx+aydy=Bxdy+Brdx+yxyydx+tryxxydy
wnde conficitur

(2) dx(ax—By—y 2y +dylay-Br-yruy)—0a
Deinde ex aequationc (1) eliciantuy valores veriusque

yariabilis :
By+y@ig-@P-aa—y8)yyd-ayyd

x= -

¥y
....ﬂx-—y'(df-t-(?'ﬂ—aa-‘vé‘)xx-a-a?m
.y. a—Yxx
Atque hinc obtinemus ;

(3). ax-By-yxyy=V (adH(BB-aa~y8yy+ays?)
(4) ay-Ba-yxxy=-V(2d +(@p-aay S)xatay )
qui valores in aequations (2) fubflituti praebcbunt

(5)- yw...(m—a:-mxx-f-mﬂ = ﬂas--mﬁ-aa—ww—*-wﬂ)
cuius ergo aequationis iutegrale eft aequatio (1)

§. 18. Quo iftas formas fimpliciores reddamus,
ponamus ad= [33 aa-yd=C; ay=E -
eritque 8——¢, 'y__. zetB= V(C-+—aa+“)

Quare huius aequationis differentialis
6 dx éy
() V(A+Cxx-|-£x0)-—y(A.'.cyg_*.}:Jf)

aequatio integralis eft haec :

(7 alxxty9)= s+z2xp+21V (CHaat+iy)
quac fimul eft integralis completa:

§. 19. Vel ponamus A"faa C=gaa e E
—hbaa, vt habeamus hanc aoquatnonem differentialem

ds
V‘f+3“+b.x’*). — Y(J+gry+hrY)

cuius
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uius propterea aeqhatio integralis completa erit :

xx4yy=f+bxxyy+2xyV(14-g -+ fb)
que etfi nouam conftintem inuoluere mon videtur, ta-
men efk- completa, cum in differentiali tantum rario
quaatiaatum f, g, et b fpectatur, ita vt pro fr 8 e b
fcribere liceat fec, gee et hec, vnde aequatie in=
tegralis manifefto completa prodit:

zx+yy=feetbeexxyyv22yY (1 4gcc+fbice)
el f(xxvyy)=fee+beexndyy+2xyVf(f+gee+ be')
pofo cc‘::}‘. . ‘
§. 20. Qlodﬁ ergo propofita fit hacc sequatio
differentialis -
: dx. dy

TG wgxrx bab) — iU-a-‘-snybq ) .
¥alor ipfus y per funGionem algebraicam ipfis & ext
primi poterit, ita vt fic:. o
e XV gectSheH) eV (fagrxfbxt)
y — . ’ 1 —-hccxx T
vely = = Vi A fgee-t-het) ey f(f4grx 4-bx¥)
ve.’—"‘ J—=beexx
Quodfi ergo’ fit g—%o , vt habcawr haec aequen
tio diffkrentialis
_dx . __dy
VIFFb5) — v+By% ,
valor integralis completus ipfius 7 -erit
— VRS ey f(f ¥ bxd)
J — F=beexx | o .
vode conftantem ¢ pro lubite  determinando, innumerk
valores particulares pro y deduci poffune.

§. 3.
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§. 21. Methodi autem, qua fupra vfus fom, bes

neficio etiam hvius aequationis:
mdax ndy
VU+gzx+bhxh) — v(f+8ry+ bt
i modo m et n fint numeri rationales, integrale com-

pletum, atque id quidem algebrarce exhiberi poterit.

§. 22. Quemadmadum in aequatiode fupra af
fumta, varigbiles x et y inter fe permntabiles funt cop-
ftitutae , vt ambac formulae inter fe fimiles enaderent,
ita omlﬂ'a hac limitatione ad formularum dlﬂérennahum
dnfpanum comparationem perueniemus. Ponamus ergo:

(1) axx+QBry=2yxy+0xxyy—+te

wynde fit
Yy+V(as—4-(YY—-Ie—aB)yy-+3y*)
X — a—0yy

V2=V Be-(yy—dt—af)rxt-abx4)
ety =~ youw s

hincque
(z) ax-yy-0xyy=V(ae+(yy-0 e—aﬁw+ﬁ3r)
). Br—yr—dxxy=—V(Bet+(yy-0 e-af)xx-+adx*)
at aequatio (1) differentiata dat:
dx(ax-yy- 3x_y_y)+dy(pj—'yx—5xxy):o
vnde conficitur haec aequatio dlﬂ‘erennahs
dx

. ViBed(YY —Stmal)xx+-ad x4) — V(ae-i—(w—ss-aﬂm
cuius propterea integralis eft aequatio affumta.

§. 23. Verum haec difparitas facile tollitur, loco y
ponendo zV g, cuius rei ratio flatim ex aequatione
affimta potniffet effe manifefta. Sed alia patet via ad
formulas difpares perueniendi, cuius hic exemplum tra-
didiffe fufficiat. Aflumatur aequatio : x*~-2axxyy+2bxx

=6 -
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~—c¢, cuius differentiale eft d;x(x»'-j—a X3y -+ b x)
~-axxydy=—o, fen o

dx ___ —ady
xy — xx4ayy+d .
Tam ex aequatione affumta primo determinetur xy per x
ficque fiet xy—=V eb=2 . wm vero ¥ x—-ayy—b
per y, at ob (xx4-ayy—+b) =+ (ayy 46y, erit
xx—-ayy b=V (¢t (ayy + b))

{Juocirca habebitur aequatio differentialis ifta
dxy)a —_ ady
Vic—zbxz-x*) — Y(c4-Db-20abyy+aayh)
cuips propterea integralis eft aflumta feu J:W.
§. 24- Etfi hoc integrale non eft completum,
tamen ex foperioribus facile completum’ reddetur. Po-
pAtOY €N ¢ .

-ady — ‘ads
V(¢ -85 + 20by)—4-agy?) — Yliad-bbt-20b224-aaz %)
ob f—cH-bb;, g=2ab;, h—aa, erit
o % V(crt-bb)c—p-bbpo aabee—-aaer ey (c~-bB)(c - Dbt 2052 24-qarrt)
j - C4-bb—ageezz
hic ergo valor aegualis ftatuatur ipfi l(c—’-;’;,";"’ﬂ, et

gequatio hinc inter x et 2 refidtans integralis erit coma

pleta huius acquationi differentialis
dxvaa — adz
V(C—2b%x —2%) — (¢4 bbi- 10022400 29)

Q]in etiam ex- allatis patet , fi haec bina membra ine
fuper per nume.ros.rationales quoscunque multiplicentur,
quemadmedurn integrale completum inueniri oporteat.

Tom. VI, Nou. Com. G §. 25.
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§. 25. Verum mifls membrorum difparitate for-
mationem parium membrorum generalius concipiimus,

. ponatar €rgo :

(1) o =a-2B{x-4y)4-v(xr-tpy)-+ 20217+ 2exy(x-y)

-+ 2.’ xxyy
vade differentiando obtinetur :

dx(B—yx+ 3y —+2exy -+ evy+Layy)+dy B-+-yr
“dx+42exy-+exa—-Jxxy)—o
ideoque
dy — dx
(2) (3+?x+6y+;exy+£x7+§m - (3+'Y)+6x+zex:v+axx+§xxy
Ex refolurone autem aequationis affumtae elicitur.

B8 x-txx = W(B3- oy 233 -t BY) eI -YY-05~:68)xx + o(3e-B-YE)x S (66-YO)x 4P

Y4-s3eXJx2
Ponatur breuitatis gratia

ay—A; Bo-ae- 3 |
ff—y'z_E ge ﬁ(’—ie“D 90-yy-ag-2fe=C

eritque

B-+dx-exx—+-yp-2exy+Gray=—+V(A+2Br4 Cax
—+ 2 Da*+Ex*)

8+9 1+eyj—[—'yx+2ex}+2:x}'J':¢V(A+2BJ’+C}’f
2Dy~ Ey%)

§. 26. Hinc itaque concludimus huius aequationis
differentialis :
dx dy
V(A 5= Bx-Cazt2Dx S -Ex#) — ¥(A-3By+Cyy-+:Dy +Ey*)

aequationem integralem eamqgue completam efle

o—a+ 2 A(x+y)+y(xx+ _yj)+28x}+ze.g&x+})+i?3’{

e
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adhibita Gilicet fuperiori horum coefficientium determis
patone. Primum autem definiatur 3 vel e ex hac

aequatione
BB{ee—E)—DD(EB—A) 2ADe—:BEB ___
Ae—EQ3 -+ Be—Dg ~ —
tum vero erit:
— Aee—ER3 . _ BB—A, y_ H—E
Y = B> G;B-a ~y 6= Ty €t .
.ee—E)-—De(3B—A) — B—4-a2
=RRTE N e d =y 4+

§. 27. Hinc ergo perfpicoum eft etiam hanc

aequationem differentialem =
dz -_— __ay
YA 3-1Dx%) = VA4 :Dy%)
integrari pofle: nam ob B—o, C—=0 et E—0 erit
1 3
R e ‘—35 —oleue = V,%Dﬁp(A-pp)
2t hinc valores mmis prodeunt ¢omplicati. Facilios negotium

abfoluvetur, refolucudo valores litterarum enauelcentium B, C

et E;mm E—o dat: J=%; wm B=odat: Sz 4%,

atque C—o dat 38 —yyzal+2Be = %' + 2 Be= %
%" coivs fiores funt BB=ay et ase—+ 2Bye=o.
At fi efler fB—uay foret A—o, fin autem effct e=o
foret et {=o0 et D=0, contra fcopum.  Fieri ergo
oportet az——2By; vnde fiet a——=7; d=—v;
e J=%5. Denique fieri debet BR+-28YY “Aet-2re
-—-E.;—‘:D. Inde fit e::j—gg; et ob "%’:—(ryy-rﬁe)
et 2y —+ Be:égf, erit 'V—;-):-%'; ideoque es=-"2
Eo 7Pk + 2=o.

G =2 §. 28,
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§. 28. Cum autem tantum ratio litteraruns
A et D in cenfum veniat, aeguatio vitima valori ab-
foluto ipfius A inueniendo inferuit, quem autem noffe
pon eft opus. Manebuat ergo litterae o et (3 inde~
terminatae.  Ponatur ergd v ==-Ac¢ et 3=Dg¢, erit

ee—DDce, feu e=Dc, hincque d —=Ac; Z,':-E_i’_i‘.f

et a—2Ac¢. Quare huius aequationis differentialis:

dx

__ax___ — ___4r __
V(A 42Dx%) — ¥(A~42Dy?¥)
integrale eft..

0=2 A+ 2 D(x+y) -A(xx-+1p)—- 242y 2 Day(x—+-y)
DD P
) . — A XXy
 Hoc autem integrale non eft- completum , tale autem
reddetur ponendo y—-—A et Q:Dco" R 'vnde fit.
ee—DDecc et e=Dv; porro-erit S=A; {=-"1;
a—2Ac; ita vt integrale completum fit:-
0— 2 A ¢+ 2 Dee (x-4y)—A(xx4yp)+2A27+2Dexy(x—4-y)
D cc
| _ — 2% xapy
ybi ¢ eft conftatis ab arbitrio pendens,. vnde fie
Dec - Ax—+Dexx+ Vi(2A—+- 22 ¢ )(A—-2 D)
A-2 Dcx—p—I_’%.“x.x,

§. 29. Hic cafis notari meretur, quo A — K
‘et D=1, vt habeatur hacc aequatio differentialis

_dx __ __dy

TG+ — Y0+ 9%) | _
vbi ad fraciones tollendas loce ¢ Kribatur 2'¢ eritque
‘jutegrale completum :

0= 40+ 40 (X +y) — X2 =gy + 2 294 2 e xy(x-y)—ecxagy
feu ¥y — acepafecxxtt Yol +0%K i 4-x7)
J = P 25 & =6 ¥

J =

integra-
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Litegralia ergo particularia erune

L & e—o; y=a; e
2 1s
H. 6 =00 y==337"7"
— . —_—t XXy -2
N fic=—1; j—n+z»+-x_£ — :—-o-‘x_‘

§. 30. Ex codem pnncipo fi it §. 29. loco
fittersum A, B, C, D, E, ecxdem per quantitatem
qumpiam p multiplicehcar , nthilo: minus' aequatio dif~
ferentialis erit ‘

dx NPT . .. dy .
VA28 xACxs-2DxS4-Ex*) = WA 4=2B)-=Cyy4-2D)*+Ey*)
¥ muenienfrque . '
___BBee—DD3' (ADe—BE3)(Aee—ERB)  C(Aee—ERD)
D= iBE=apD 4;3 2 (De-DgéBBE—Aﬁ'DT ~ BBE—ADD

. __AeER3 B3 —Ap, y__e#—E ,
d=y —"5‘3’: ia vt litterac 3 et ¢ maneant indetep~
ganatae, fietque propterea gequatio integralis completa:-

o = a2ty (xtpy)rad ey (-t HCazy

vnde fit: , ; .
__ —B—Sx—exx+v A 4y2Br4-Corxxi-1DxF4-Ext).
sy Yte28Xx—-Sx2

§. 31. Notandum denique eft, non folum hanc ae- -
quationem differentialern; cuius integrale completum mos
do exhibui, fed etiam hanc multo latius patentem

mdx —_ . ndy
A F-2Bx4-Crxtr2DiS~FEx?) — Y(A+4-2By-+Cyy-+2Dy°+Ey*)

femper algebraice et quidem complete integrari pofle ,.
diummodo coéfficientiumi m et 7 ratio- furit' rationalis :-
haec enim integratio fimili medo inflituitur, quo- fupra-
vios fim ad aequationem , quae’ mihi hic praecipue
et propofita , integrandam.  Methodus autem , cuiug’

: G 3 hi¢
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hic fpecimina attuli, ita mihi videtur comparata, wt
indolem eius diligentius excolendo , ad infignes vius
apa reddi queat, vnde haud contemnenda commoda
in Analyfin fint redundatura.

§ 32. Hic autem obfervo, formulam §. 2g afe
famtam latius extendendo , eivsmodi differentialia inter
fe comparari pofle, quae fint difparia, atque adeo
excmplum difparitatis §. 26. allatum hoc modo obtie
neri pofle; ita vt omnia, quae hacenus funt tradita, in
hac generali inucftigatione contineantur.  Fingatur fmh~
cet haec aequatio integralis :

(1)...00x)y 2 Bxxy+ 2%yt dxx-tey+2dayt oy

ﬁt 20y 4-x—0
€x qua .
( 2 q Bxx—fx—-—ﬂ-l-‘\l((ﬁxx-l-fx—6)"——(axx|-l-¢‘yx+£)(8xx+,_yxm
) AXX A2 Y L —g=E
(3 ) = xy—éy—n—v«w-c-fy+m’—(a§y+ :By+8Xeyy+a0n4x))
Ponatur iam breuitatis gratla‘wﬂpﬂ-
App= BR-ad | Ugq= vy—ae
2Bpp=28Z-20v-27/3 12Bgq=2y-200-20¢
Cpp= {8+2p30-ax-de-49ym| €99=4i+2yn-ax-Se-409
2Dpp=20-2yx-2ey j 2 Dgq=2 -2 Px-23¢
erﬁzﬁ: 00-ex | €g9¢9= m-ox

{1). pV(Ax++sz’-+ C.xx-al—er-}-E)__axxj
~+2yxy e+ Brr—+-Sx-+ 0

(5) =gV, + 2B+ €+ 2Dr+- €)= aayy
-’ .+2ﬁxj+6x+1w+g’y+n

- 33.
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§. 33- At fi aequauo mtegralw aﬁumtz differen-

tietur , fiet

(6) . . dx (axyy+ 23 + Yy +O x4 )+ dyaxxy+ Brx
-2y y—+g-+4r—-6)—0

vnde fi iffoumx faQorum valores (4) et (5) rcperti fub-

ftituanwur, orietur ifta aequatio differentialis:

qdx
' (7) * WAx*4—Bx34-Cxx4-1Dx+E) ~ — YWy By +%vy_+zm+?f

cuizs propterez integralis eft aequatio affumta (1).

Cuom auters fuprz habeantur 10 aequationes, coéfficien-
tiom autenr & 3, v, &, etc. numerus fit 9, quorum
~wous pro lubits affumi poteff, octo: remanebunt litteras
determinandae. Porro autemr infuper definiendac acce-
dunt binae liwterae p et 4, ita vt munc decem quantie
ates 2adfint incogunitae, ex quo cotfficientes vtriusque
formulze A, B C DE e¢ ¥, B, €, D, E videntur
pro lubitu aflumi pofle. Verum perfpicoum eft, cum
alteri iamr fuerint ad libitum affumti , alteros non
omunino ab arbitrioc noftro- pendere, alias enim quaeuis
formula ad algebraicam reduci pofier.

§ 34. Hinc autenr aliae datae formulae trans-
mutationes pon  inelegantes obtineri poffunt, fi Joco
y alii valores fubftituantur.  Veluti i ponatur € =g,
ferx yw=—Jx, fatuaturque y—zz fequens prodibit
zequatio differentialis.

(). -+ T e eD = TR T

cuius propterca integralis eft aequatio affumta, fi ponatur

J=2z%, flatuaturqac My -—6‘x, ac reliquae litterae rite
deter-
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determinentur.  Integrale etiam completum nulla diffi-
cultate reperietur , nam etiamfi fortaffe integrale inuen-

tum nouam non inuoluat conftantem, ponatur
qdx qdu
V(Ax* 3= 2Bx¥ Cxx+sz+E) = 4(Au4+zBa‘+Cuu+zDu+E)

et huius aequationis integrale completum ex anteceden»
tibus affignare licebit ; atque hinc integrale quoque coms
pletum  aequationis ex formulis difparibps copftantis cof-
ligetur.

§. 35. ‘Qucmadmodlum‘ huius sequationis  diffee-
gentialis , vt a ﬁmpl'cxﬂimxs incipiam ;

mgx) = v7 +s.'f)
integrale completum eft;
g&(xx —-1y)— 28y~ 2ccg(x+j)+c —4¢cfze
Deinde vero huius aequationis differentialis
da ™ d
v -:sxx) — r'(f+);w)
iptegrale completum eft ;
xx—+yy— 22y V(s +fged)—coff =0
Tertio vero huius aequationis differentialis
dx d
I = TI469)
integrale complctum eft
S (v )+ 57 xapy-goay(a-ty)—2 fry—gecx-ty)-2fizo
Quarto porro huius aequationis differentialis
_ d= dy

Y4 gzh) ~— V(f-!-gy‘)
integrale completum repertum eft
I @x -y9)—fec-gecxxyy—2xyVf(f4ge*)=0
Ita




AFQVATIONIS DIFFERENTIALIS.

Ita etiam integrale completum huius aequationis
dx

Ki+s 6 — V(f+&;>‘J
feperiri Potcrlt

&7

§. 36. Determinentur primo in §.- 33. valores,
ita vt prodeat haec aequitio
d x
K Firgz) — v(fy—igy-‘i
.cuivs integralis completa reperitur:
’dxr._l.__w) 300~ ~tr sFdrr(-- ’v) OO —fo-In 1))
—tfice =9
Pounstur nanc x::a et ‘y::::w, ¥t. pnodcat haec acquar
tio differentialis
at du *
VA9 — TU+ i) ' ‘
cuius proprerea iutegrahs completa erit ‘

BEHu') 488154 fg ec ztuu(ti—[- uu)-2gg 1 un - fg‘p

Co ()t foe=
vnde notari meretur cafus-.ex hypothc.ﬁ ¢=0o rc(u}-.
gans, qui dat 4gftuu(tt—+uu)=f.

Tom. VI. Nou. Com. ' H OBSER-
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DE COMPARATIONE
ARCVVM CYVRVARVM ‘

. IRRECTIFEICABILIVM.
Auctore
L EVLERO:.

Speculatmnes- mathemancae y fi ad earum veilitater
refpicimus , ad duas elaffes reduci debere videntur,
ad priorem referendae funt eae, quae cum ad vitam
communem, tum ad alias artes, infigne aliquod commo~
4 pretium ex magnitirs

Altera autem claffis

que etfi cum mullo

, tamen ita {unt com~

. omouemdos, viresque in-

genit noftri acuendas occafionem pracbeaat. €um enim
plutimas inucfligationes , vade maxima vtilitas expecta-
ri poflet, ob folun analyfees defe@um deferere coga-
mur, non minus pretium iis fpeculationibus ftatuendiims
videtur , quae haud contemnenda analyfees incrementa
pollicentur. Ad hune astem fropum imprimis accom-
- modatac videntur eiusmodi obfermtiomes, que, cum
quifi cafo fine fitae, et x pofteriori dete®tae ,, ratio ad
easdem a priori, ac per viam divectam, peruemeadn mij-
nus, vel peutiquamy, et perfpedta, Sic enim cognita
' . iam
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am veritate facilius in e2s methodos inquirere licebit ,
quac ad eam dite&te fint perduurae , nouis awem
methodis inueftigandis analyfcos fines non mediocriter
promoueri , nollum plane eft dubium.

Huizsmodi autem obfernationes , quae nulla certa
methodo fint faGae, quarumque ratio non parum ab-
foondita videtur , nonnullis deprehendi ia- opere ML
Comitis Fagnani nuper in lucem edito; quae idcirco
ompi attemtione dignae foot cenfendae, neque ftudium,
quod im vieriori earum inueftigatione confumitur , inu-
vliter coliocatam erit iudicandim.  Commemorantur
autem in hoc libro quaedam eximviae proprietates , quin
bus curuae Ellipfis, Hyperbola et Lemnifcata fant praee
ditae , harumque curuarum arcus diuverfi inter fe come
parantur: cum igitor ratio hagum proprietatum maxime
occulta videatur, hasd alienum fore arbitror, fi cas
diligentivs examinaunero, ¢t quae mihi infuper circa has
curuas elicere contigit, cum publico communicauero.

Quod igitur primum ad has curuas attinet, no-
tum eft, earum re&ificationem omnes analyfeos vires
tranfcendere , ita vt earum arcus non folum non alge-
braice exprimi, fed etiam nequidem ad quadraturam
circuli, vel hyperbolae, reduci queant. Quare eo magis
mirum videri debet, quod IIl. Comes Fagnani inuenit,
Ellipfi et Hyperbola infinitis modis eiusmodi binos
arcus cxhiberi poffe, quorum differentia geometrice
affignari queat ; in curua lemnifcata autem infinitis mo-
dis ciusmodi dari arcus binos, qui inter fe vel fint
acquales , vel alter ad alterum rationem duplam tepeat,

H 2 vode
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vnde deinceps modum’ colligit -in -hac cuiua etiam eius~
modi arcus afﬁgn:mdi . qui 'aliam inter- fe rationem’
teneant.-

Pro Elhpﬁ quidem et Hyperbola nihil admodam
mihi praeterea fcrutari licuit; vnde contentus ero faci-
liorem conftructioneny eorum arcuum dediffe , quorumy
differencia, geometrice exhiberi .queat.. Pro- curna autern:
lemnifcata iisdem vVeftigiis infiftcas, mivieor plures, imd
infinitas , elicui- formulas , ‘quarum beneficio non {'oium? |
infinitis, mindis eiusmodi binos acus definire poffiom, quj'
jnter fe vel fint aequales, vel rationem teneant duplamy
fed etim qui fint inter I‘c m rauone quactmque  nomre~
ﬁadnumetum.- o T -

I. De ‘Ellipﬁ.

r. Sit' quadrans ellipticus ABC, euius centrum in?
€, ciusque femiaxes ponantur CA"“: ‘et CB=cy
famta ergo’ abfciff’ quacmﬂque CP"“x, erit applxcata
ei refpondens PM—y—¢ V(¥ —xx); - cuius differentiale’
cum fit dy = — :-«x i':), erit abfciffie CP—x"arcus el
lipticus refpondens B M= f Az ¥l —0 =2 =9 Ponatur
breuitatis. gratia 1 —ce=n, vt fit arcus BM=fda VT
fumtaque alia quauis abtfclﬁ'a CQ=y, _ent fimili modo
arcus ei refpondens BN = f4 w’V"‘"""‘. His pofitis.
quaeritur , . quomodo hae dme abithe % et 4 inter (&
comparatae effe debeant , vt arcuwgp fomma

BM+BN=fdxVESHE 4 fitu v et

1= X% 1 — uu

imegrabilis epadat féu gcéﬂaetnce -exhiberi” queat.. -
Z. Quae~
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. 2. Qumaeftio ergo’ huc. redit, vt determigetur,
@iwmodi functio ipfiss x loc'o u {nbftitni  debeat ,
formala  differentialis dxVi=% 4 duV ST intew
grationem admittat. - Facile autem perfpicitur , .fi:-haed
quieltio-in genere confideretur ; eius folutionem vtrius-
que formuli€ integratione inmti ;. ideoque aeque’ analy-
feos fines transgredi, atque 1p(afn ellipleos re&nﬁcatlo-
pem.  Cum igitpe folutio geacralis' nullo modo expe~
@ari queat ; in folutiones pamcuhres crit mqmrendumz
quie Vi nu\la certa ratione reperici poﬂ'unt y ita etiam
vrimum cafii et coniectura¢”erit tribuendum. ; ex quo
éirum verum foadamentum enamﬁ 1p£xe fint cognitae. :

3.. Primunt quidem flatim’ Occatrit cafiss 4 =>— x)
quo formula nofted diffcrentialis in nihilum- abit ; fed
qwa hinc duo’ Ellipfeos' arcus aequales et fimiles oriuné
tur, vei hic’ cafiss' nimis eft obuius, ita etiam quaeftio-
ni ptopoﬁtac minime ftisficete’ eft - cenfeadus, . Cum’
igitur tentaminibuy cotum rtegotium’ abfolui debeat fins

garr V'3 —H—-:au, et o jta concipiatur, v{ ¥icifm'

3 — XX

fat V=i =~ax’, fic enim - habebitor BM--BN
—adfudx -+ a[xdu axu—+ Conft. ommnino-~ti poftu-
btur.  Pro valorg" antem ipfius o habebimus' tam
I—grx— aamt—i—dauu.x‘r__o quamx-'-:n"uu'—dame'

—i—aaxxuu:ZO* vpde pitet; fratui-debere aa Zn¥ta=V} ri;'
it ve a= Vi ey BM+BN xm+cbnﬁ

4. Eti avtem” hoc modo quae(’noni ﬁltlsfiléfum
videtur; - tamen iftae > determinationes in Ellipfi -locum

labere peghéunt. “Nim%um fit 71 quia, #SIX T
H 3 €rit
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erit n—nav<r—nxx ideoque #> 1, abkifla ergo
CQ femi axem CA fuperaret,, eique propterea arcus
jmaginarivs refponderet ; ita vt hinc nulla conclufio con-
formis deduci poflet.

" §. Tentemus ergo alias formulas, fitque tam

VE%?"—'—‘E» quam Vi==*—2 vode ob aa—aaxx
— QU+ NXXUUT—0 €t Oao—ooUl—XX—+NXXNUZ—0
colligimss a=—1x, ita vVt fit X—uu-xxrtmxxuu—o,
ideoque ¥—=V-=%. Hinc autem prodit BM-+BN
=/ & ir—f “d"x’—*—'u"—.f"”—‘. Verum aequatio uu—t-xx
— 1 -+ nxxvuy differeatiata dat :

xdx f-udn

- wdxtudy—=nxu(xdytudx) fen =3 = = n(xdutudx
vode concludimps BM—-BN—=nf(xdu + udx) = nau
~ Conft. |

6. Haec folutio nullo incommodo laborat, cum enim
fit n< 1, erit 1-NXX>1-xx,ideoque ¥ < 1; vti na-
tura rei poftulac. Sumta ergo abfciffa quacunque CP =z,
capiatur  alters CQ=u=V {5;%, eritque fumma ar-
coum~ BM—+BN=nxz—+ Conft. Ad quam con-
flantem definiendam fit x—o, vt fiat BM—o; erit-
que u=1, et arcus BN abit in quadrantem BMNA;
vnde fit o-+~BMNA=o0+~ Conft. ficque haec con-
fans erit —BMNA. Quo valore eius loco fubftituto
habemus BM +~BN=—nxz+BMNA , ideoque

. BM-AN=nyu=(1 —¢)x2u—BN—~AM

7. Dato ergo in quadrante _elliptico ACB pun-

&o quocunque M, aflignate. valemus glterum  pun-
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amn N, ita vt diffesentia arcoum BM-AN, vel que
buic ¢t aequalis BN—AM geometrice exprimi queat.
Quod quo facilius pracftari poflit, ducamus ad Elkipfin in
pmn&o M nonmalem MS, erit fubnosmalis PS—=ccx,
et ob PM=¢Y (s—2x) ipa normalis MS=¢V (1-xx
—-}-:exx)-:cV(n-nxx)', ideoque pro altero puncto N
sbiifls erit CQzu= xe-CA- Vel in normalem MS
produtam  €x C demittatur  perpendicularis CR, qmue

producatur in V, vt ft CV=CAz1. et ob R E% .

et L= €E-L V. Qmre X pm&o V inaxem CA
ducatr perpendicularis VQ, quae punétum Q, et pro-
du@a ipfam pméum N defignabit.

g. Cuom 6t PS=—cecx, erit CS=x—ccx=nx,
deogpe CR=FGI=* = nux. Hoc ergo ipfam

ndiculum CR differentiam arcoun BM ~AN fen
BN-AM exhibebit. Ascoum ergo hoc modo defi~
gnatorum  differentia  erit —nxV "oz, quae igitur
emnekit tam cafs ¥=—0, Q@M x¥=1; quibus puncta
M et N in ipa pumcts B et A incidunt. Maxima

qutemm  haec differentiz emdit , fi #x*-2xx-41=0; ‘

Boc eff 6 ¥= gig» quo cafy fic ¥=u, ‘et amibo
puncta M et N in voum pm&um O coéunt : eritque
hoc eafu differentia  arcoum BO—-AO=nxx=1~0,
ideoque ipfi femiakium differentinc CA -CB fiet ae-
quualis: 'ita vt fit CA+4-AO0=CB+1BO. -

9." Si punéum M ia iplo hoc punéto O capiatur,

st fit CP=x= 355 it PM=305, & PS=qsd

hinc.

~a
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hincque MS=¢V¢, vnde variis modis -fius pun&i Q
commode definiri pment Cum amtem fit CM=CQ

= 3(,”:0)’ -"V(r—c—’;—cc) V(x “+cc—2¢cc0(.60%),

vnde ‘facilis, conftruétio deducités fEquentia ergo Theo=
femiea * fnbmngerc v:fum cﬁ ) quafum dcmonﬁratxo px
alatis et manifefta. ~ 7 - . -

Theorema T, -

" Tn quadrante elliptico ACB, ﬁ ad pm&um

n"(\f‘llls M dubntﬂl‘ tqngens HMK quac cum a‘tem axe
CB'in 'H coﬂcurr‘lt euxque alten 1emlaxx € A acquas

capiatur ,« vt fir HK= CA 4 tam vero .per K axi CB
parallela agatur KN ellipfin’ ﬁecans in N; arcaum BM

et AN differentia BM—-AN geometrice affignari po-

tent demiffo enim ex Centro C in tmgentém per-
pendlcqlo C T, erjt 1ﬁa arcuim dxﬁérenm B M—A N =MT.

Figaets.  Demopfiratio "éx’ figira fporite.” patet ; ciim = fan-

-

Fig. s.

gens HMK' fit refae illi CRV parallela ét aequalfs, -
tom vcro ‘perfpxcunm e, efle MT=CR.
e Thepre ma 2
. - —q Sx fupq; Auadrantis euipﬁq ACB altero fc-
miaxe QA triangulum aequll,ucrum CAE conftituatur,
et in eius farere AE portio capiatst” AF=CB, iun-
&aequc CF aeqmlla apphcetur in ellipfi reta CO, pun-
&um, hanc” h,nbebnt propnctatcm, vt ﬁt C A—i—arcu AQ
-l—arql} BO. - .

Demonttatio ex §. o. euiders eft. Cumi enim fit CA

=%, AF=¢ et ang. CAF*Go tem CF"'V(x+rc- ¢cof 60°)

ldcoque =CO0.
x1, De
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I. De Hyperbola.

x2. Sit C centrum hyperbolac AMN eiusque Tab. L

£miaxié tansverfus CA — 1, femiaxis coniugatus —¢,
erit fumta abfcifla quacunque CP—x, applicata PM
IS 3 - d >
—¢V(xr—1), einsque differentiale =y—ay; vode
d ' — e
fit arcns AM =1 "s(;i’ff 2} Ponatur breuitatis

XX ~—

grtia 1 +cc=n; erit AM__.[d Y 5o—'. Simili er-
go modo fi capiatur alia quaeuis abfcifla CQ—u, erit
arcusei refpondens AN=[duV =

~ r3. His pofitis ifta nobis propofita fit quaettio ,
¥t dato pon&o M alterum N ita definiatur , vt fam-
m2 arcum AM+AN feu expreflio fdx ¥ ="
- fdu Vi =L dfolme integrationem admittat; quod
quidem cuenire cafp s—-x {poute patet; verum hinc
mihil ad inftitteme noftrum concludere ficet.

24. Ponamus ergo V2ii="=yV'm, cum hine

wicihm fiat V>5;=—"—xVn, vtrinque enim prodit
haec aequtie nuuxx—n(wu—+xx)-+1—o0. Falta
autem hac hypothefi prodit fimma arcoum AM-+AN
=/fudxVn4[xduVn—uxVn-Conft. Haec ergo
integrabilitas vt locum habeat, oportet fit u= Vs =%,
wvade cum ob n3>:x prodeat quoque #> 1, ex dato
pmo M femper alterum puntom N  affignari
poternit. :
xs5. Ad conftantem definiendam patet cafum x—x,

.o pmm@um M in verticem A incidit, nihil iuuvare,

am inde oriatur ¥—oo, pon&umque N in infinitum
Tom. V1. Nou.Com. remo-

Fig. 6.
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remoueatur.  Quocirca. vt: haec: conftaps. debite determi-—
netur, alium cafum confiderari oportet ;- potior- autem .
non occurrit, quam is, vbi puo& M. et N in voum:
coalefcunt , feu. quo fit u—x, et nat—2nxx—+ 1 —o,
Hinc_aytem. oritur. XX g et x=V (14 VT:_-—“))f

16. Sit igitur, @ hoc pun@um ,, in. quo ambo,
puntta- M ¢t N. coalefcunt , ductaque applicata O1 erit:
abfciffa Cl=VY.(1.+4g5s et 2A0=c+V (1 4¢7);
—~+-Conft:~ Hinc. ergy obtinemus conftantem . quaefitam,
=2A0=c~V(14-cqp. 0b. Va=V¥ (1 +4¢c)..  Quos
valore. fubgitutos erit. pro. quibusuis. pun&is. M_et N
diverfis, ita; fimtis,. vt fit =V ;oo—- fumma. arcnum;
AMA AN=yx Va4 2A0~—c—V( 4-¢ ¢)° feu:
QN-QAM==uxVn—¢~V(1+cc). Sic igitur duos;
arcus. nadti: fomus ON et. OM', quorum . differentis.
ON-OM geometrice. affignari poteft..

17. Quo autem facilius. pateat, quomodo tamn
pun&m O, quam ex pun&o:M pun@um. N definiri;
queat ;  erigatur- in, A. perpendiculum . AD =—¢, eritque:
reta CD. hyperbolae: afymtota ;. tum: pofitis CP=ux ;:
PM —y, ducatur; tangens- M T, erit ob y—=¢V(rx-1)-
et dy-:,,""ff,’f;’-_ (abtangens PT=YYZ=0— "y — 1. et:
CT=2:; et ipf tangcns.M'l‘.::’~"—"%f:.~'.;. Hinc pro--
dit. V55 = B ideoqueu=ryqm—c e r=CQ.

BX X3
" 18. Ducatur ex centro-C’ tangenti T-M: parallel .
CR =CD, demifloque. ex R in axem perpendicylo RS, |
erit. CS=%2:2% ideoque CQ= Cr.  Quare. CQ can .

MT
pienda: ent teatia. proportionalis ad. €8 et €A, Com:.

Poodins




ARCVYM CVRVARY M TRRECTIFIC ABIL. -6+

modis -aukem :res -fequanti -modo fine tangemmm ad-
‘miniculo -expetherur: ™m cum Iit RN — = ”n
erit PM.QN —-;/(,+cc)='— C% vel demiflo ex A in
afyatotam  perpendicuio AE -erit PM..QN=AD. DE
wb DE—= %—%’ , vnde fequens Theorema counficitur.

“Theorema 3,

79. Exifteite AOZ hyperbola , C eius centro,
A -vertice, ‘et CDZ eius afymtota, ad quim ex A
-axi perpendiculariter ducta fit Te&ta AD, itemque AE
:ad alymtotam perpendicularis ; ‘fi applicata conftituatur
10 media proportionalis inter AD et DE, atque
vtrinque applicatae PM et QN ita flatvaneur , v inter
eas fit 1O media ypropaionalis ;- tum arcuum ON et
OM differentia ‘;geometrice affignari poterit. Erit enim
‘ON —OM — ’cr.co_c—zcnc'r.
Demonfiratio ex §. praec. -eft maniftfta. Com -enim
pun&is M et N in O coéuntibus fit 10. TO—AD. DE,
ent 10 media proportionalis ‘inter AD et DE; hac-
que inuenta effe oportet PM. QN = Ol OT. Tum
vero cx §. 16. intelligitur eflt ON-OM=(CP. CQ
—CLCI)Vn, et ob Vu—=CD, erit homogenclta-

‘tem implendo ON—-OM = (CP.CQ-CI. CT &y
At eft 5 = CE, ficque conftat theorematis veritas.

II. De Curua Lemniscata.

20. Haec curua ob plurimas , quibus ‘praedita
elt, infignes proprietates inter Geometras €ft celebrata,
1a im-

Fig. 8.
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Tib. 11 impritis aatem quod -efus arces arcubuis caruae elaflicae
Fig. 1. fbat acqualkes. Natura autem buias curuze ita eft com-
parata , ¥t pofitis coerdimatis orthogonalibus CP—x,
PM—y, ifta aequatione exprimatur (Xx—-y)*=xx-7-
Vnde patet hanc curuam efie lineam quarti oxdinis
quae in C, quod punctum eius centrum dicitur , cum
axe CA angulum {emirectum conflituit, in A autem
fumta CA.— g, axem normaliter traiicit.  Figura
autem CMN A quartam partemn totius lemniscatae ex-
hibet, cui tres reliquae partes circa tentrum C aequa-
les funt concipieadae; id quod inde liquet, qued ifioe
abfciffa x, five applicata y, fiue vtraque, negatioun wile~

gem induat, aequatio eadem manet. |

»1. Quod igitur 2d exprefionem arcts «citsque

CM homms curnae attinet, i commnediffime €x corda
CM definitar.  Si -enim hanc cordam  ponamus
CM =z, ob xx—yy—xz habebimms:

ZHTS XX =YY 1T 2 XX — IR ZX— 29y
wode elicimos

x=ViEER @ y =2V 2
et differentiando

e o B2 %) — 212w
dz"’Vn(!-l-zx) a ‘27—~v=(.-zx)

Hinc ergo elementum arcus CM colligitor

"/ 2 2\ —— £1=22)(1 - 122231 - 22) (1 e 2P
VY(dx +Jj)~d§:: q--yza)(.-—zzow‘-

Gue V(dx* +dy)y = To—2%

| 22. Si ‘ergo corda ‘quaecunque ¢x ¢tentro C -eda-
Qa ponamr CM =2, ecrit arcus ab e ubtenius
CM=
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CM:f-;(;éfgq- - Simiki ergo modo fi 4dlia -quarmis
<orda 'CN dicatr —wu, «rit arcus ab ea Jfubtenfus
CN = [ 7c sy, cuins complementum ad totum qua-
drantem eft arcus AN.  Jam L. Comes Fagnani de-
<uit , <cuinsmodi m&io ipfius 2 capi debeat pro u, wt
-vel arcus AN acqualis fiat arci CM, vel wr araus
CN 6t duplos arcus CM , vel etiam vt arcus AN it
sequalis duplo arcui CM. Hos ergo cafus primo .expo-
mam , -deinceps autem , quae mihi «irca alias huivsmodi
. arcoum propoutiones exuere contigit, in medium i
=Yawrus.

Theorema 4.

=m. 1o conm lemmiscata haltenus deleripta, &
sspplicetur .corda quecinque TM — = , -aliaque infupes
applicetur o wgmae Gt CN—u—WiZ3 ; -erit arccos CM
scqualis anci A, wel etiam -arcus CN aequalis arai

A M.
Demonflratio.

Corn B -corda CM ==, erit arcos CM= R
@t 6b cordam CN=—u erit arcas CN= [y M
€t 5=V *52% ; ¥nde /fit dz::ﬁﬁ%‘_—;—r 'P,;z'a:.
gerea vero eft 4= i, ideoque I —# =5
et V(@ —u) = +22. Quibus valoribus fubftitutis ha-
ibebitur -arcus CN== - ;,(.f'_——‘%;-,f:-- arc..CM 4 prn&.
1 vt it arc.CN - arc. CM = Conft. .Ad hanc
«onflantern ~definiendatn ‘perpendatur cafus quo 2 =0,
deogue et amuws CM =0, ‘boc amem -cafu fit corda
‘ 13 CN=
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‘CN =y =1 =CA; ideoque arcus CN_abit in qu3-
.drantem CMNA , ex quo habcbitar ‘pro hoc cafu
‘CMN A-l—o_.Conﬁ Hoc ergo .valore .fubftituto :pro-
.dibit in genere

arc. CN—)—-arc.CM*—"am.CMNA - o
‘hincque arc. CM—arc. AN, ‘et 2ot MN. ‘verinque
.addendo arc, CMN=arc. ANM. Q. E. D.’

Coroll. 7.
* 24. Dato ergo quoctingue arcu CTM in ‘centro
«C terminato , cuius -corda .eft CM ==, ci ab altera

parte feu vertice A abfcindetur arcs aequalis AN , fu-
mendo cordam CN=—u¥=V:;%: feu CN= CA
VNG » lhomogeneitatem dupplendo wper axem

CA=1.
Coroll, 2.
Y-l

25. Cum fit #=V 553, erit vicifim 2=V’ =55
wnde cordas CM et CN .ioter fe permutare licet, ita
vt- fi - ambae cordle CM =2 ‘et CN—=u ‘ita foerint
“comparatae, vt fit 4u¥z-t-uu—-2%—1,; etiam punta
M et 'N inter fe permutari- queant , indeque prodeat
tm arcus CM = arc. AN, quam arc. CN= arc. A M.

Coroll. 3.
26, Cum fit ‘CN-u_V :+::, erit Y t12 """'
= &t VS5 = 5.5 Vnde cim ex na-
tura curuae lemmiscdtic pro puncto N coordinatae fint

CQ=uV 12 & QN=zu¥ =2, erit CQ= 7o)
€t
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& QN= 75575, ieogue 33 =2z Quare fi in A.
2d. axem. CA. erigatur pormalis AT, donec cordae CN:

godu&&e.occmt in. T, erit AT__.q_.CM

Coroll.. 4..
2v: Ex dato ergo'puno M alterum ponGom N
ifa: facillime definitur :: capiatur tangens- AT aequalis-
erdie CM , du@aque: re®a. CT. curiam in pun&o.
efito: N. fecabit.. Ob eandem. aptem. rauonem patet, .
fi: corda CM producatur, donec tangenti.in A. occur,-
watiin. S, erit. pariter. AS—CN..

Corolll. s..

2% Manifefum: etiam: eft: punéta: M’ et N i
wnumn. punétiim O coire  pofle-, . in. quo propterea . totus s
quadrans- CO A- in. duas- partes - acquales . diuivitur..  Ine
venietur. ergo hoc pun@um O, fi ponatur. = 2, vnde:
fif: 24—+ 222— 1, hincque. 224 1=V 2 ; prodit ere
goscorda- CO=V(V2—1), cui fimul tangens AL
erit. sequulis, vnde: fimul. poﬁno huius - pun&i O, ficile:

aflignatur,.,
 Coroll.. 6.

29:;. Notato- ergo hoc punto O,.quo totus qua:
dians- COA in. duas- partes- aequales CMO ¢t ANO
dwiditur, - erit. quoque pun®i: M et' N. per regulam ex-
pofitam- definitis- arc: MO =arc. ON :.ita vt idem:hoc:
punctim. O. omones: apcus- M N - in. duas. partes: acqualw

sdippicat..
Theores-
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Theorema. s.

T, 1L 30. In coruz lemniscata cuins axis CA=—y,

Fig. 2. fi applicata fit corda qmaecunque CM =z, aliaque in-
fiper chorda applicettr CM*—«— ’z‘,'_‘,'_;w , €rit
arcus 2 corda hac # fubtenfus CM* duplo maior qmm
arcus ab ﬂia corda fubtenfus CM.

Demonflratio.

‘Cum fit cords CM=z, erit arcus CM= [ s

fimiliterque ob cordam C M':u erit arcus CM*= “,‘:.‘q

. 2 -
Quia autem eft 3— YT erit auz HES S

- — -— { 4
ideoque V(1 —uu)=t 2202 et Y (x o)z T

— Z¥ L] .
wnde fit Vir—a)="T"as. Tem vero difieren-
: . . d —z ) 4d gz td 2(1-2)
thando colfgitar du = : mle=-2 s _‘,_"‘124)’;‘;(,*'_‘2.,') oo

— 2dZ—1222%42 - 22%d2 2d % (s — g 24 42t
fer du = = iV —w . = (ezaivi—29
& d
Hinc ergo nancifcimur ,(,_"u,, = ,,(f_zz.l et inte-
ando arc. CM*—2 arc. CM 4+ Conft. Cum autem
g

pofito z—o fiat etiam ¥—o0, ideoque ambo arcus CM
et CM- ewnefcant, conftans quogue in nihilum abit.
Sicque famta corda CM:* —u— 2YU22) erit arcus

CM'=2 ar. CM. Q. E. Dv
Coroll. 1.

3t. Si capiatur corda CN=V 5=, erit ar.
~ews AN== arc. CM, hincque etiam arcus CM* erit
=2 arc. AN. Simili modo fi eapiatur corda CN®

=V i3uu» et arcus AN*= arc. CM, ficque etiam
a ver-
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a vertice A erit arc. AN*=zarc. AN. Hoc ergo
modo obtinentur quatuor arcus inter fe aequales fcilicet
arc. CM, arc. MM+, arc. AN, et arc. NN

Coroll. 2.

u— 2
32. Cum amem fit u= =220 V(1 —ui)
p—} -— p—x
—1=222 2 o V(1 4-uu)= i, hae qua-
wor cordae ita habebuotur expreflae vt fit:

s /12T, — 223V —2% Ap,_1-222-2%
CM——zg CN—V 14232 C Mz_ L= 2t 3Ch_""‘:+:zz-—z‘_‘

‘Coroll. 3.

33. Conueniant ambo pun&a M* et N* in cur- Tib. IL
vae pun&o wedio O, pro quo fupra vidimus effe cor- Fig. 3.
dan CO=V (V 2-1) aque hoc cafa tota curna COA
in guator partes aequales difpelcetur in punctis M. O
et N. Hoc igitur euenit fi it CM>=CN:=V(V2-1):
ita vt pofito breuitatis gratia V (¥ 2 —1)=—u, habea-
mus ¥ -22Z-2"at2azz—az feu zv= ZEREREIE

—_—a
—(4-a)tV2( +aa) —1—Y(¥ ‘l—f’_l)-l-fﬂ'n
1 —a

ct 2= vel 22= Ve T
Vnde colligimus CM —z =V t=2i¥tlte2 ¢ CN

3 =
-— -V—l—l-d-i_-v?(l-*l—ﬂ;{)
—_— A -

Coroll. 4.

34. Coalelcant ambo pun@ta M* et N, et pun- Fig. 4
& M et N* pariter coibunt, ficque tota curua CMNA
,0punctis M et N trifariam fecabitor.  Pro hoc ergo ca-

. -— — —22T-2%
fo habebitur vel 22022 — v 1222 vel 2z Thin
quaum pofterior dat 1 —3-2 22—223~2'—+-2"—o0,

Tom. VI. Nou. Com, K haec-
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haecque per 1+ z diuifa 1-2%-22'~2*=o0; cuins
concipiantur factores (t -2+ 22)(1-¥2-+22)=0,
eritque p 47y = 2" €t y=-2; vade fit pr—v=2V 3,.
hincque p=1-+Y3 e v—1—V3. Erit ergo

z = mR¥sEvid: —CM, etobzz= - Vet s (v Ay I,

’ 4
. —_—2%__ o)1V . —
orietur CN.-V - ek h S-S TR SOLLL VI L A’ |

.+zz.‘-v++vvv, (1= V3V +Vy
5, — sy V3 —_—y. Y29
Ett itaque CM—=— = e CN=¥- 55

CoroH: s

Tab. IL: 35: Dato etiam quocunqué .arcu CM*, inueniri
Fig. 2. poteft eins femiffis CM: fi enim arcus illius ponatur:
cordi CM*=1; et arcus quaefiti-corda CM =2, erit

z (v — 2 X1 on 428 o
u= 2T et - SR 22" A+ =0, ar

ius fa@ores concipidntur (i - m22z3—2%) 1—r3Z— 2‘)":0:

vode obtinetur vz 5 et- vy =4 erit ego m -v

=4V ( Fo—1= 3% V(1 -u") hincque = 1oyl —u)
T (Mot M o= ) - 4 LR § Y

vode: pro z-.duplex valoe. realis- eliitur: .

V- Vireu) A= Vo (1 = v —u?)) _ Vi=v{i—un) (v{g-uu).
alter z= 14 o)) i)

u

altey z = YVl zu) -V 20 V(s ~u) _ Yook lound) Wi

€Coroll. 6..

Fig. 5. 36. Duplex~ hic- valor- reuera  lécunr obtinet,
cum- enim eadem: corda-C M? et.Cm? duos-arcus di-
verfus CM? ‘et- C M*m*- fubtendat, alter valor ipfius z
praebebit - comdam arcuss CM, qui eft femiffis arcus CM?,
alter autem- valor-ipfius & dat cordam arcus CM , qui

: ‘ cit
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‘ot femiffie arces CM*m*: ac prior quidem valor .pro
illo - cafu , -pofterior vero .pro "hoc locum habet,

Coroll. 7,

37. Hoc modo etiam demnifcata CA “in quinque Fig. 6.

+partes aequales diuidi poteff. Sit enim ¢orda partis fim-
-plicis C1—=z; corda partis duplicatae C2 — ’—z,";(}-;'.-”
=u, eri: zcm‘da partis quadruplicatae C4 — ’—",i_(,_f‘—"‘—)

=V i3, quia-et A4—Cx1; vnde corda 2 de-
fnitur , qua inuenta -cum fit C2—=A 3, erit.corda Cg3

1-—un
—m— —_—

d— x-j-—ﬁ_l‘ A i

Coroll. 8. |

38. Cum hinc pofita corda cuiuspiam =2,

«geperiri poflint cordae arcoum dupli , quadrupli, o&tu-
pli, fedecupli, etc. manpifeflum et hoc modo etiam
Jemnifcatam in tot partes dividi pofle, quarum nume-
rus fit 2" —2" In hac autem formula continentur
fequentes numeri |
1,2,3,4,56,8910,12,16,17,18,20,24,32,33 €tc.
Verum hinc non femper omnia divifionum punéta as-
fignare licet.

Scholion.

-39. Haec igitur funt, quae IN. Comes Fagnam -

de curua lemnifcata obferuauvit, vel quae ex eius inuen~
~ tis derivare licet. Eti enim tantum propofito arcu
quocunque eius duplum affignare docuit, tamen ‘hunc¢
acum iterum continno duplicando, etiam ‘cordac arcuum

K2 quadrupli,



76 OBSERV ATIONES DE COMPAR ATIONE

quadrupli, oftupli, fedecupli etc. inde colligentur. Nam-
que fi corda arcus fimpli flatuatur =z, arcus dupli —u ,
quadruplt — p; o&upli — ¢, fedecupli —r ew. eit:

2 V(1 — 2¢)
==
au Vi —u¥) 4,&(;-1—'?“\(1-—6%“4-2')1/(1—-2"
p* ' i-u‘ - (4 2 16250 — 2* &
— 2PY (=Y, 21 ¥ —q¥
q——- l_'_Pla. 9. r—" .+l§~ CIC..

Aliorum autem arcuum. multiplorum cordas ex His afli-
gnare non licet. Quemadmodum ergo arcunm  quo--
rumuis. multiplorum: cordae: exprimantur-, hic foucttiga-
bho.. vt hoc argumentum , quantam. limites analyfcos id:
) ‘ ] . naly
quidem permittunt, penitus perficiatur:  Pricoum qui-
dem tentando. olicui, fi arcus fimpli- cordx fit == 2,
. e — 2{s— 2% —2")
tum arcus. tripli cordam fore = 755 5. S5 vem.
poftea rem. fequenti modo generaliter expediri poﬁ'c. ins

tellexi.

‘Theorema 6.

. 40.  Si corda: arcus. fimpliciss CM fit ==z, et
corda. arcus m cupli CM*—u-, erit corda: arcus (n-+- 1),

.Vl—llu § —— %
cupli CMr++ =2

Fig, 7.

ER T TY
—uu)(1—2zz)

r—u2V (14 uu)(s 4= 2 2),

Demonftiatio.
~ Erit ergo. ipfe- arcus. ﬁmplex CM= _[ ‘,(,‘ff’;‘) s et ar-

cus. # cuplus CM*= /’,y(, s = Vi ideoque ha-‘

bemus du_-"%'f,-‘-f';; - Ponamus breuitatis gratia 2V 1z

=P, et 4Y = =Q,. vt fit corda pro. arcu: n+x)-
cuplo:
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ciplo exhibita CM*+' — T2 quie dicatur =5 at.

quedemonﬂran oportet, efle arcum huic cordae refpon-

S (n=1)iz
dvem J e = (14 3) g G g = Bk
Cum autem fit s— | _5q erit ds= ‘,’_"'PQ,‘,'"' X

tum vero repentur
r-l’zL)'-—(P-o-Q.)‘* (14-PP-+QQ4-PPQQ ). -PP-0Q-+PQ-4-PPQQ)

TS TRy QQ) (L —PP-02
t 1 1 - —_—
ergo V(—s 7—¢ -l-—Pl’)( —+ Q(;—rq_)?—l +PQ4-PPQQ)
¢x quo elicitur &
1 £ Q 1 =4=PPF
ds dPV _,_,,,+JQV Tl

Y(1—s9— V(1-PP-QQ-4PQ+PPQQ)

cuius expreflionis ergo valorem: inueftigemus :

Ac primo quidem eff r 4 PP """:"::;"“z'
v AUUFTI=UUZD 1P P _ 1423
et I-\-QQ—- 1z 3 ita vt it TQQ — 1484 )

ds 4PV 5% Yy 122
idcoque‘ . ~ +ZZ+dQ 1Huu
V(z-s5°) V(L-PP—QQ—},—PPQQ-:;.PQ)

Deinde- vero ob )

_ eI Z AU T T+zz—uu+unzz
s—PP— TR et 1-QQ="—75%

erit

(£-PPXx-QQ)= £ ~PrQri- Qe "t
et +PQ= Tt o s hincque concluditur de--
nominator V(1 -PP-QQ-1+-PPQQ-4PQ)

('-‘z"—“‘-“¢”“zz+u‘z‘~4qu(,_zi)(,._w))
V(!—z‘)(A-u‘)-ﬂflz*-zle—'_uu) ) .
- V(x—]-z z)(.+u u) y €X quo obtinebitur
P(4-u W44 Q1 - 22)
‘V(z-s‘)—" V(,_zt)(,_u4)__,uz A
Iam: vero differentiando elicimus-
dP— sz 1—uu 2zudu

1 +u: =) V(x-u‘)
—_ 1 r—B 2 zu 2
dQ-— duV L 2% K( 14-22)¥(1=z%),

3. quare /
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— ndxny{ —u* .
quare ob du_.—;(.—_—;z.%) , erit

AP—=dzV Tt arueds

1 UU - (|+uu)V(1-—_z_B

N ndz Vi —ut) __ 2uzdz
d Q‘—' =23 (422 —2*)

vade conficitur numerator dP(1 —-nu) +dQ(1 <+22)
= dzV (1 —-w)-—?}%—%ﬁ +adzV (1 -ut) = JEELE fue
AP (1 A-ud) +dQ+23)=(n+a)dzV (1 —u‘-)-—’f—",%_’—a’f'z?—z

= LV (1 -2) (1 — )~ 2u%)
vnde perfpicoum eft . effe

_ds_ . _(a4=1)d
V-1 — _y(."_'—z,,—f et arc. CM**+*=(n41)arc, CM

Q E. D.
Coroll. 1.

41. Si a vertice A ablcindantur arcos Awm,
Am", Am"+* arcubus CM, CM% C M=+ refpettive
aequales , erit C corda -complementi arcus CM,Cm
corda complementi arcus CM*; Cm*+* corda com-
plementi arcas CM®++.  Erunt autem ob cordas CM=z,
CM"=u; CM"+« =y, complementorum cordae

—y 1 —22Z, Moy 1 —BY RPN VA Sumihd
C'm-——- ‘,+z'z_, '-Cm-——.‘v‘_‘_uu’ Cmn+ ._VL-}-SS.
) gV L—uE gV =22 P
Cum autem fit s=— il A "““”——”:—-—g erit

T —zyYi—uw (—z22) 2-PQ
(Tet-un) (1 A= 2%
v == —y1=FP—QO—PQ+P7I0Q V(1 =24 (1 —ut) —aus
YT R (1 +PP)(14+QQ) — U2~ NUT D

quae ad hanc formam reducitur

-— (1.— 2% 2) (s —~uu)
! {:c._-— (G =2 2) (1 <= un) /-

4855 Tt — 22) (G —ua)
1445 1'.*‘“3‘74,4-%,(....“)'

COROL.
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Coroll. 2.
42. Si igitur ponatur-:
corda arcus fimplicis — 2'; corda’ complémentl = 2.
corda arcus #- cupli — u ; corda complementi =— V.
wiit Z=V iz ¢t V VI it
corda arcus. (n—+ 1) cupli = 2THAE
Z—V2zu

corda oomplcmenn = T—=muzv*

Coroll. 3.
43. Inuentio ergo  cordarum areunm- quorumuis-

nmltiplorum vna cum cordis complementi ita fe
Habebit:

Corda axcus corda - complementi
fpli. —a - - - fimpli = A
dpli =6 = 25k - dopli= iR = B
Le 4y, bA*~ -—a :
wpli- = == 2% - wipli= 2232 —C

quadrupli = 4= $£52; quadmpli = 25555 =

N —ad
quintuplic = ¢ = =48 quintupli == O e

Coroll. 4.

44 Simili-modo fi corda arcus m cupli fit = 7, cors
di complementi — R;. et corda arcus » eupli — s
cisque corda. complementi =S, vt fit R=ViE
et S.—V ‘_,_,:, erit corda arcus (m-+n) cupli =

—TS+sR
l—rsb
Se=1rs

. R
¢t corda complementt — ;. Quo evam umeha.
do pro 7z ‘mamerum negatiuum , quia tm corda s abit
in
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in i negatiuum , corda differentiae illorum arcoum ex-
hiberi poterit , -erit fcilicet corda arcus (m — n) cupli

rS—SR RS-rs

= ;rriks €t corda complementi eius — = 5.

Coroll. 3.
45. Sumtis ergo denominationibus , quae in <o-
roll. 3 funt adhibitae , erit quoque

__ 24B __ BB-j)
=188 D=3 wmBs

bCH4+<¢B BC—i4¢
¢=1=4eBC ¢ BE= 708

Coroll. 6.
46. Ex his colligimr fi corda arcus fimplicis {ta.
tvatur =32 ; valores cordarum in coroll g adhibita~
rum fore

1—32%
a= Z, 1 —4=22
2 V(1 — 24 — — z*
b=20 B—1+12’;-v
—2 (3 —62% —29) C (1+z4)3—.,zz(.—zzP Vq—-u

T e 624 w128 ’ . ((z* 2 gz 1—22)? | 1z
d=: Z(1—4-24( ~c244-28W[1-24) D (1-624—4-28)2— 32201~ 14241
=T (12t e i—z ¢ — [i~6z¢ 3z Pruz2( =2 K 124

Scholion 1.
rS<-sR

47. Ratio compofitionis formularom —53s

et f‘f,_,,—f.s‘ imprimis ideo notari meretur ; quod fimilis

et regulae, qua tangens fummae vel differentiae duo-
rum angulorum definiri folet.  Si enim f{it 7S —tang.a,
et sSR=tng.@ erit =22 —tang. (a-+B), et pro

diffe-
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differentia in coroll. 4 exhibita 75 72R — tang. (a—g).
Similique modo fi ponatur RS—tang.,y et rs=tang.§

RS = RS—-rs

crit 23 — tang.(y —8) et 2500 = tang.(+9).
Commodiss autem ifta compofitionis ratio repraefenta-
bitur , fi ponatur

Corda arcus m copli r—Mfing, corda complementi
R—Mcof

Corda arcus 1 cupli s=Nfiny; corda compl. S=NcoL.y
fum enim erit

Corda arens (w—+ ) cupli = —aidmatd

Corda eins compkmenti — ;—;;’;‘rs,“m‘w‘ ,':,7———1_;1,,!,

Carda arcos (m — #) cmpli = *pﬁ%p

Corda eins complementi — ,_;Nﬂjﬁ}:‘u:q[.zmﬁv

Cum autem fit 1 —rr~RR=rrRR, erit 1 —MM=Ms
fin p*cof u? ideoque M’ﬁnp.cofp. Y(r—MM)
ct N* ﬁnycofy__l’(r-NN), vnde iftaram  formula-
rum denominatores abibunt in

1-Y(1—MM) (1 =NN) et 14V (1—M2)( -NN)
Praeterea wero ex illa aequatione 1 — MM =M*finp.*caf.
g fit g5 —i+iV(@E4fn2p, ﬁnzp, ob finap

—zfinpcofl . Verum hinc illae formulae non concia-
niores cuaduat.

Scholion o

48. Ex his obferuationibus calcalus integralis nom

contemnenda augmenta cenfequitur , ﬁqmdem hinc plu-
Tom.VI. Nou. Com, rima-
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rimarum acqutionum dificreritialium integrales particula-
res exhibere vglemus, quarum integratio in genere wix
fperari poteft. Sic' prepofita aequatione differeatiali
du__ __ dz_
Y (x-ut) — V(1-z%)
practerquam  quod cafds integralis =2 per & eft ob-
vius, nouimus i quoque fatisfacere & —— “Fa: In
genere igitur cum jotegratio conftantem arbitrariam pu-
ta C inuoluat, erit # aequalis fun&ioni cuipiam, quan-
tiasum z et C; quae tamen nihilomims it erit ‘com-
parata , ¥¢ pro cereo quedam ipus G valore fiat 42,
itemque pro glio guodam iptws C valore, == V.-
Duo ergo ‘dantur valores , quae conftanti huic C trbuei
fandtionem illam in expreffionem algébraicam adeo fim-
plicem conucrtunt. :
Simili modo propofita hac. acquations - .
du - ads
—f.(x-a‘) — Y~ 2
“8uos ‘habernus valores > quos ei fatisfacere nonimus:

22‘17(1—2‘ _1 s
Y i ) et u'— R e bl
Itz I1+4-233—-23°%

pariterque geminos valores exhibere docuimus , qui in
genere huic aequationi fatisfaciant
mdu wdz

._7:(-‘ ) = Y ..i:;)
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vode via ad harym formylsmm integralia geueralia in-
venicnda non parum praeparata videtur,

'

Deinde ques fepra ' de- SMliph ef- hypprbqla ﬁm al-

lata, Yequentes aequatlonum dxﬁ'@tmgal,mm u;\tegaqom
fpeciales fuppeditant.

Propofita enim €x §. 3 ha aeguauone

nuuy

drVIEEE A d“‘( R, (#d%ndaé?‘n
ponimus ¢i fatisfacere hanc aequationem integralem

I —RXX—nun—+-nuuxx—0

Ifti autem aequationi ex § 5 Fetitae
dxV e VT = *du-tudy)

LB, AT TR o4 G it L.

facisfacere inuenta eft haec aequatio
I—XX—Uy~+RUUIX =0

Deinde fequenti aequationi ex hyperbola §. 14 petitae
AxVEET ] - duV = — (vdududx)Vn

fatisfucit quoque I — NxXX — Nuy —}- nuuxx — o0, quae

quidem cum priore ex ellipfi petita congruit cum fit

XX =y ,—nxz
V XX— 3 —‘V ;_—xx

Hinc autem facile concludcre lxcct hmc aequanom
Jfo-—-s-__ :;; -+ da Vf — gux (xdu+ wdx) V3

D~kuu

fitisaicere hanc integralem fpecialem

Ls  fh-gh
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fh—gh (xr—4-uw) - gkxtuy — o
Iti antem aequationi alteri )

AxVEERES + dViZHY = (ndut-wdi) S
fatisfacere hanc integralem fpecialem

1b —fk(xx =~ us) 4+ gkx xuu = o:

Haec igitur ideo proponenda. cenfui , quod anfain mihii |
pracbere videntur- fubfidia Analyfeos viterius excolendi.
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mnia problemata, quac in Analyfi Diophantaex'
propoai folent , effe indeterminata, vel ipfa rei
pawra declarat ;. etfi enim plures ciusmodi quaeftiones-
occarrant , quae non nifi vnicam folutionem admittunt,.
velnit §i quaeratur cubes, qui vnitate autus faciat qua-
dratum, cui quaeftioni praeter cubum 8 alius nullus -
tisficere repentur ; tamen ne tales quidem quaeftiones:
sd problemnata determinata referri conuenit ,. propterea:
quod methodus eas refoluendi tota ex ratione problema-
tum indeterminatorum- eft petita , atque cafui potiffi-
mum fingulari tribuendum videtur, fi vnica folutio tantumy:
locum habeat. Quemadmodum etiam non defant’ eiuse
modn quaeftiones , quae plane nullam folutionem: admit-
tunt , quae tamen nihilo minus quieftionibus indetermi~
natis ree annumerantut : anté’ enim quam’ cestiores®
fuerimus A&i, nullam dati folitioem’, id quod ope-
natio viosque methodotum demuim declarat cas pro’
indeterminatis' omnino- habere - debemus’, noﬁramqnc in.
veftigationem perinde’ adornare’,- ac ﬁ infinita: folutio-
sum. multitudo’ darstus:- Ita fi- qoaeri debeant: tia - quas
L g drics;,
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drata , quorum fumma ficiat feptem , nemo dubitabit ,

quin haec quaeftio indeterminatis fit accenfenda , etiamfi

deinceps inueltigatione pera@a  impefTibilitas {ohmoms

manifefto fe prodat. Quando igitur -hic de problema-~

tibus indetermioatis tractare cooflitwi , quae plusquam

determinatd videantur ; ne quis putet haec inuicem pu-

gnare , fierique non poflfe , vt quod indeterminatum fit,

idem plus quam determinatum videri queat, inftituti

rationem clarius expoai -opostere fgutio.  Ac primo

quidem nullum eft dubium, quin cuilibet quaeftioni Dio-

phanticae ciusmodi infuper conditiones adiici queges,,

quibus ea non tam determinata, quam impofibilis sregr

ditur.  Veluti fi quacftioni , qua duo quadrata petuntur,

wn , iofupet haec condmo

1adrat0mm dxﬁ'ercnua quoque

jua€ primum _ erat maxjme

ondttione adiun@a fit impos-

o plusquam detcrmmata ha-

quadrata quaerere, ig grqgre;—

eﬁ mdetermmatum et mnu-

ftatim vero ac’ quatuor

gref{' jone requiryntur, problg,-

e - prqrfus fit impoffibile et plys
quam determinatum,

' "Ex his exempfns manifefurn et quae{hencm in-

‘determinatam per additionem vmcae conditionis reddi

‘pofie plus quam determinatam , ideoque. impoffibilem.

E contrario  vero dantur Cmbm0dl quoque quacitiones ,

gquae iam tot congitiongs contineet , Vt, Voica nous

'condmont; fpes addxra. pari, jure, 3¢ commemacatas, plus-

: . quam _

.
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quam determinatae fieri debere videantur, quibus tamen
nihilo mioos non vna, fed plares, faepe conditiones adiuri-
gi poffunt, ita vt iis non -obftantibus infinitae adhuc
folutiones ‘exhiberi queant; cuiusmodi cafus ¢x hoc pro.
blemate charfifime intelligetur.

Quarrantur tres numeri'y, UVt binorum produ&'m
addito tertin fias quadratum

Scilicet 'vocando hos ‘tres oumeros %, , > 2, requiri-

tur vt fit -

xy -+ 2= Qumdr. xz4-y=Qu. yz-+x = Qu.
Baec guaeflio tentami , mifi fingularia artificia adhibean-
tur, iam -folut. tam difficilis - apparebit., wt i nom
conditio fuper adderetur , de folutione plane fit: defpera-
turgs. ‘D1 enim pomat .xy +- 2 =az, vt ‘habeat
£ =aqa—-1y, ambae mhqnae ﬁnmulae quadratum effy
-ciendae erunt :

aax —axxy—+7 . &t ady~xy] +»
quar'm priorem fi pomit =45, habebit quidem

aozx —bb ; at hoc valore in tertia lub(htuto quadra-

— XX -

tum reddi debébit haec expreflio
X—2x'-aabbxx—(a' 4+ b*—1)x +adabb

que certe iam eft tam complicata, vt omnem foly.
toris follertiam requirat , neque de nouis conditionibys
infiper adimplendis fit cogitandum.

Interim tamen huic-quaeftioni has infuper eondmones
adiicere licet , vt binoram pumerorum produ®um cum
corundem f{umnta quoque faciat quadratum , feu vt fit:

Y4 X-+7=0; %3+ x4-2=0; y34+y+2=0




a8 DE PROBLEMATIB. INDETERMIN ATIS

Quis igitur non putaret; his tribus conditionibus ad~
#eltis, problema propofitum iam per fe fatis difficile fiexi
jplus .quam determinatum ? Interim tamen certum eft , et
hoc cafu problema,adhuc efle indeterminatum , atque
adeo in numeris integris infinitas folutiones admittere.

Quin etiam infuper hae conditiones adiici poflurrt,
manente folutionum numero, et quidem in numeris inte~
gris, infinito: i°. wt fumma produtorum ex  binis fir
quadratum , 2°. vt eadem fumma produ®orum ex
binis vma cum ipforum numerorum fumma fiat qua-
dratam, ‘ '

. Nec vero nunc quidem conditionnm muyltitudo
sexhaufta eft cenfenda ; nam poftulari infaper poteft, vt
trivmn  quaefitorum numerorum wel vaus, vel adeo duo,
4int ipfi quadrati, et quidem integri. Quodf autem
<omnes tres debesnt cfle quadrati, ne nunc quidem pro-
blema fit plus quam determinatum , fed infinitas adhwe
folutiones , etli non in numeris integris, admittit ; ae
fortafle adhuc plures conditiones addi pofient, quibus
quoque fatisfieri liceret. :

‘ -En ergo protfems, quod merito cuique plus quam
‘determinatum videri debet.

Tnucnire tres numesos integros X, 'y, z, ot fequentes
Jormulge omnes fiant quadrata :

Xy-+-2—0; Xy+2-+y=0; ay+arz+yz=n

A2+y=0; ¥2-+2+270; yiaztyztaiyten,
gR+2=8; y2~t+y-+2—0,

suius ﬁmpliciﬂima folutio fine dubio eft;
E=1,0=4, ¢t 332
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snm +vero -ctiam Tequentes {olutiones im promptu fimt:

AT ) X4 X4 ) XTI G XTI XT4
JT125,9=9 ; JT/I2; yT24 5 J=40; Jy=38
Z2=—24; 2—28 ;.2=38 ) 3=40, =60, =64
Weram fi haec -conditio infuper fit adie®a, vt ipfi
res numeri quaefiti debeant -<ffle quadrati, in fracis ecce
has fofutiones
s=2; x=8; =% ==
I=% I= =0 9=8
 2=E; a=i2y ez o=
Hoipsmodi autem quaeftio , inquam, merito pro plus-
«quam determinata habetur , has enim conditiones non
pro achitio adiecimus , -atque 4in ipfa indagatione huius-
modi conditionom, quas indoles problematis patitur
praccipua pars artificii continetar.  Namque 6 quis ad
arbitrium conditiones fuperaddere vellet, admedum pro-
babile efiet, problema, vel wnica adie®a, re vera fied
plus quam determinatum ; quam ob rem talia problemata,
tot conditionibus onerata, recte ftatim tanquam plus quam -
determinata {pectantur , 1ifi aliunde conflet, conditiones
cas ab infigni artifice effe- adie@as.
Talia problemata antem iam in ipfo Diophaato
‘occarrunt, quac  commentatoribus non parum negotii
fecerunt, -com  quaedam tantum conditiones calculum tane

~&opere occupent, vt reliquarum ratio neutiquam haberi

poffe videatwr. Praemitmotur sutem eimmodi  proble-
matibus certae quaedam propofitiones, quae ibi Poris
Mmata vocantur , in quibus tota folutionis wvis continetur.
Oftepditur fcilicet, fi quibusdam conditionibus «certo
. Tom. VI, Nou.Com. M _ quodam

-
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quodam modo fatisfiat, tum fimul aliis quogue condi- -
tionibus quafi fponte fatisfieri , ita vt non opus fit cal-
culom feorfim ad eas applicare. Ita pro quaeftione
exempli loco allegata, qua tres numeri x, y, et =
quaeruntur, Vvt condifiones praefcriptae impleantuy, porise
ma praemittendum ita; fe. habet:

Si quacrantur duo numeri X et Y, Vi XY +X+-y
fiat quadratum , puta —uu, aique tertius mamerus
ita capiatur , vt fit =1+ %~y 1 2u, lum non
folum bae formulae,

XZ4+X-+7 et yz+y+zﬁent quadrata :

fed etiam bace

Xy—+12; xz+y e yz+x
una. cum iftis

Xy—+txz-+yz et xy+xz+yz+x+y+z
Jponse fient quadrata.

Cum igitur. huic wvnicae COndxtnom qua for-
mula xy4x-+y quadratum reddi dcbet facillime
fatisfiat , ope huius porismatis quaeftio tam mul.tis con-
ditionibus circumfcripta , vt plus quam determinata vi-
deatur , nullo plane labore infinitis modis refoluitur , et
quidem in numeris integris.

Ponatur enim . xy -t -}-y—uu, et cum fit

8y x—+y+1=(x+1) (4 1)=uu+t1-
pro uu tale famatur quadratum , quod vnitate- auctum
habeat faltores; fit fcilicet uy t-1:=mn, et numeri
problemati fatisfacientes erunt. : ‘
. X=m—3x;y=p—1; ¢t =m—4-n—x-+ 24
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In hpiusmodi igitir problernatibus totum negotium
vertitur in  inuentione idoneorum illorum porismatum,
quibus tota folutio ita -contineatur , vt flatim atque ali-
quibus cenditiopibus fatisfccerimus , fimul reliqugs adim-
pleverimus.  Cum igitur rato talium porismatum 8
nemine adhuc fit explicata , fi eam accuratius expofue~
10, DOD exiguum incrementum vniuerfa Analyfis Dio-
phantaca inde accepiffe erit exiftimanda. Tcota autem
horum porismatum ratio fequenti lemmati per fe per .
fpicuo inniti videtur.
Lemma.

. I. Si inuenti fuerimt walores Bterarum 2.y,X eke.
quibus aequationi W —o [atifiat, exifiente W funilione:
quacunque illarum litterasum 2, y, X etc. atque P, Q, R etc.
eiusmods fuerint quantitates, vt P+ W,Q-+W,R+W
k. fiamt quadrata: tum iisdem wvaloribus pro z,y,X ele.
affumtis, fient quogque quantitates P,Q R, etc. quadrata.

Ratio huiss Jemmatis eft manifefta, quia pro lit-
teris 2, y, x etc. tales valores afitni ponuntur , vt fiat
W =o, ideoque § P+ W, Q4+ W, R4+ W fiat
quadraa , etiam quantitates P, Q, R, ipfae quadrata fint
necefle eft.

Coroll. 1.

2. Formilae quogque P, Q, R etc. reddentur qua-
drata, fi foerint P+ aW; Q +3W; R+yWete.
quadrata, vel etiam generalivs, fi iftie exprefliones:

- PaW4IW' 5 Q+BW-+HyW™ 5 Rty WHIW*.
foerine quadrats. | '
Ma Coroll,
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Coroll. 2. .
5. Viciffim ergo- etiam fi litteris z;y, x etc: tae
Rs affigmti- fiierint' valores , vt fist W =0, tum etiam:
omnes huius_generis formulze PPH-aW;, QQ+pWS,
RR -y W etc. fient quadrata..

€oroll. 3.

4. Quodfi ergo. acquationi W'—o0" infinitis divers
fis modis fatisfieri queat, tum iisdém modis ommes huins:
generis formulae PR+ aW ; QQ+BW'; RR 4+ Wretc:.
quadrata. efficientur: -

Coroll 4.

s: Cuom igiter oumerus huiusmodi Hrmularum:
in_infinitum aogeri poffit, manifeflum eft, quomodo et-
jag- infinitae' conditiones' praefcribi” poffint, quibus ommis
bus fatisfiat , fimul atque vnicae conditioni:, Rilicet:aequas
tioni. W'=—=o0, fueri¢ fatisiGams

Coroll. s.

6. Simili-modo-Koc Iémma- ad cubos alizsue’ pos
teftites altiores. quascunque- extendetur.- Si enim fiGume
fuerit W =0, tum quoque omnes huiusmodi- fornm:
lae P*+aW- fient cubi, et hae P*4-aW biquadrata:
‘et ita porro-,, .quaecunque etiam. quantitates: pro. B accis
_ piantur. . ‘

Scholion:. .
7- Ratio.quidems huins: lemmatis tam- e obuis;
vt id. nihil in recefla habere videatur : £ enim . P, Q, R,.
. " A etc.
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oc. cam W fuerint functiones quaecunqgue' litteraruny
z, 7,  etc.. harumque ¥aloses' quacuntur,. quibus fequen~
ees formulae :

PP+aW; QQ+4-BW; RR4+- ¢ W etc.
fiant qmadratx, ftatinr vtique in oculos incurrit, his
omnibus comditionibus fatisfieri , dim modo- haec voa:
W —o- adimpleatur :- verom plerumque ratio talis com-
pofitionis in formulis propofitis tam eft occulta , vt dif=-
ficilimum fit eam quamtitatem W affignare , qua dele:
ta partes refiduae formularum’ fponte fiant quadrata:
Quin etiam’ non adeo foret difficile hanc' compotitiones:
ita ablcondere , vt eius inueftigatio iam per fe arduum-
problema. conftitueret.  Vicifim autem data aequatione:
W—o , operam haud inutiliter collocari- arbitror, fis
formulre fimpliciores inueftigentur’, quae tum in qua~
draza abibunt; hoc enim modo plurima infignia et.con~
ciina- reperientur problemata:, quorum folutio erit im-
promtu, cuiusmodi eft id, cwius fupra mentio ¢ft facta.
Hanc: in- finem aequationem W.—o' talem affumi- con=
wenict ,. vt listerae =z, y, etc. in eam aequaliter- ingre=
diantur , atque inter fo. permutari patiantur ;. R epime
fi PP eiusmodi fuerit quadratum , vt fit PP—4-a WK
quadratum ,.  perroutandis litteris 25 y, x etc. in' PP,

vnde prodeant QQ, RR ew. etiam QQ—+-aW ,. et
RR - aW fient quadrata:

Scholion.. 2.

8. Duplex. ergo hinc nafcitur tradatonis- noftrae
partitio, primam fcilieet conflituet litteratum 2, y, & ete

M3 circz
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cirea quas quaaﬂio ‘Vﬂ‘l’ﬁltm‘, mimerts s Pl‘Ollﬁ duo, vél
tes , vel plures ‘quaeroutur nuneri , qui datis conditio-
nibus (int praediti. Alteram partitionem fappeditabit
dimenfionum numerus . ad quem litterse -2, y, x etc.
in aequatione "W —o "aflurgunt ; quae aequatio cum
ita debeat effe comparata, vt refolutionem admittat, nullius
quantitatum altior poteftas quam fecunda occurrere debet,
quia alioquin refolutio in numeris rationalibus abfolui
non poffet. Quare generalis forma aequatxoms W=o,
quam hic tra&abimus erit:

o= a-B{zty—+a+ etc. )+ y (2r+zr+yx+ etc.)
“+0(ZzHyy 4t ec.) +e(25y4-2yy+ 22x
—-zxx4-etc.)+ g(3y X+ etc) +m(zzyy+ 22 ax

—Jyxx +-ete.) 4§ (2392 + 2yyx -+ exc.)

etc. -

quandoguidem numeri 2, 7, X, etc. in ea debent efle
tabiles. Secundum haoc duplicem ergo partitio-
nem feguentia problemata contemplemir , ab iis incho-
ateri, in quibus duo numeri 2 et y quacrendi pro-

ponuntur.
Problema 1.

9. Propefita bac asquatione refoluenda :
a=f(z+y)

" inuenio formulas fi impliciares , quae per eius refolutionem
redduntur quadrata.

SOLV.
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Solutio.

’ Cum huic aequationi a—(z-t-y) fuerit fatis-
_faGum , manifeftum eft, fimul hanc formam generalem
PP+M(-a+B(r+2))

fieri qudratum, quaecunque quantitates pro P et M dc-
cipiantur. Quia @ euanefcere nequic, ponamus 3—rx,
w inter y et z haec fubfiftat relatio y+2z—=a, ﬁ,que'

PP+ M(y+2z—4a)= Quadrato
wnde fequentes cafus notatw dignos euolnamus.

1. Sit M—2 erit PP+ 2y 22~24= Quadrato,
Capiatur P—y—1 erit
1) yyr2z4-1-24=[7T et permutatlono alta
2) zz+42y-1-2a4—[].
.Capiatur P—y—+-2z—r1- erit
3) (7427 +4+1—24=0.
.Capiatur- P—y—2-1 erit
4) -2+ 4y+1-24=0.
5) (r-2)+42+1—22=0.
1. Sit M——2 vnde PP-2J~2z+24=Q|admo.
Capiator P—y 41 feu Pizz—4-1 erit
© 6) yy—2z+4 1+ 22a=0. |
7) 2z2—2y+1+2a—=0
Capiatur P—y 2z -1 erit
8) (y +2+1-+2a=0
Capia

[ 3



96 DE PROBLEMATIB. INDETERMINATIS

Capiatur P =y -2-+4 .erit
9) (y-2)1—4z2+1-+2a=T].
10) (y-2)—4y-+1-+2a=[1
TIL. Sit M—z2n, vnde PP—t-203—-243-21a= Quadrate,

atque non folam farmulae praccedentes, fed infinitae aliae,
orlentur

Capiawur P—y—n ot P—e—n erig,

11) yy—+2nztns—2na—1].

12) 22+2ny+nn-2na—[].
Capiatsr P—=y-21 ¢t P—z-21 erit

13) yy-eny+enztq4nn-2n8a=[].

A4) BZ—28Z zny.—;——f;nu-zzxa:u
Lapiatur P—y+2-n erit

15) (+2f+nn—2ne =01
Capiawr P—g+2-28 erit

36) (y42y-2n(y+3)-+4nn- zna_..n
" Lapiatur P=y -z -2 erit

37) (-2)~+4n3-4+nn—20a=[]. -

~ 38) (r-2Ptanytna-2n2a =01
1V. Sit M=-y ynde PP-yy Jz—i—ay:@adrm

Capiatur P—y -erit

19) —y2-+ay=0.

20) -yz-+a%=0.
Lapiatur P—y-1a erit

21) ~y%+;44=0D

. - Capis-
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L3

Capiatur P—y-1-2, erit .
22) z22+y2-t+ay—0
23) yy+yz-t+az—0
Capiatur P—y +2—}a, erit
24) 23 4-y3-+iay-i424-%aa=0
25) yy+y2+iaz—iday+kaa=no
V. Sit M=-2z-y, vnde PP-(y+2)" +4 (J'+z) Quadrato.
Capiatur P=y4-2, erit
26) ay+ae¢2—0
Capiatur P=y+2-a, erit
. 2%) aa-ay—az—0
Capiatar P=y—-z, et
-28) —4y2+a(y+2)=0
Capiatur Pzy-2-5a, erit _ \
29) —4y2+2a2+3iaa=D
30) —472-+24y—+-3jaa=0
Capiatur P=y-; @, erit
31) -32-2y2+ax+;44=0
32) =yy-2y2-+ay+iaa—0
V1. Sit M =(y+=2+a); vnde PP4( y+z)‘-a¢::Qndmto.
Capiator P=y z — 1, erit
33) vy22+yy+22+1-aa=o0
VIIL. Slt M=n(y-+z+a); vnde PP4n(y+2)*-naa=Quadrato,
Capiatur P—y 2 - m, erit
34) JY22+nyy+ 22 -4-nn-naa=n
Tom. V]. Nou. Com. N VIIL
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VIIL Sit M=(y ~+ 2+4)(y-%+4)(z-7+4), vnde fit
PP—y —z4-—a‘+zjyzz+zaws+-aaazz—Quadtato.
Capatur P—yy—22, erit
'85) 2yy-+22%2-ae=0
Capiaur P—yy-t-22+4aa, erit
36) yyzz-+aayy—+aazz—0 :
IX. Sit M=3(y +42-+a)(r-z-+a)(27-+a), vnde fit
P P-3 y*-32+~34*+-6yy22-+6aqyy+-64azz= Quadnato,
Capiatur P—2yy 4 222-1-244, cit
37) -2+ 14y y23-1-144g)+14aa23%-1-0* — 0
Capiatur P—2yy—~+-222-244, erit
38) y'+2' a4 14973%-244yy~240a25=0
39) '+ +at-2yy22+414aayy-24428=n
40) y*+zt+a*-2yy23-28a)y+14aaz3—n0

X. Sit generalius M= (s 8—1)(7-+2+a)(y-2-4a)
(2—y-1+-a), vnde fit

PP~(nn-1)(y*+2*+-a*-2yyz2- 244)y- 2442%)= Quadratq,
Capiatur P=n(yy+22-1-aa), erit
41) y*-2'—=a'+-2(2mm-1)(y22+aayy+aazz) =0
Capiatwr P—=n(yy--22—aa), erit
 42) patd e (2nm-1) ez -2aay 20032 =
43) y-2t—a*—2pyz2-2(2m-1)aayy-2aa8z—0
 44) )2 -at-235-2aay-+2(2nn-1 Jagaz—Q.

COROL.
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Coroll. 1.
ro. Ex his fatis intelligitor infinitas exhiberi
pofic formulas, quae omnes per eandem relationem
sequatione y - 2-—a contentam in nameros quadratos
abeant. Quotcunque ergo formulae proponantur ad
quadrata reducendae , dommodo illae in his erutis con-
tineantur, omnibus fimul fatisfiet poneado y +-z—a.

Coroll. 2.

11. Itafig fit —1: fequentibus formulis omnibus:
Jy+42=0; g3y +2=0; y+2=0; 5-y%=0
22—+ 4y=—0; 22-2-+y=—0; (r-+2)!—1=0; 2-y2=0
Iy22-yy-¥22—0; 2yy-+223—1—=0 fats fit
ponendo y—-2=1 feu y—=1—2. :

Coroll. 3.

12. Imprimis hic notanda eft forma yyez—-yy
“-zz, quae in quadratum tranfit, fi caplatur y—1-2,
vel magis generaliter y—- 1 4 2. Solutio haec apud
Dmphantum frequentifiime occurrit, cuius fundamentum
in porismate quodam conftituit , plumque affert proble~
mata, quae eius beneficio refoluuntur

Coroll. 4.

13. Simili modo hsec forma latius patens
Jy%Z%—-aayy—+aazz redditur quadratum , ponendo

J=-4a—-+ 2z Atque haec eadem pefitio facit etiam
- N 2 hanc .

-




100 DE PROBLEMATIB. INDETERMIN ATIS.

banc formam yyZz—-nyy t-n3%-t-nn—naa qudra-

tum , quicunque BDumeris pro 7 affomatur.  Vnde

fi a—r, haec forma yy22+-nyy - nII-+An—7n

Gue haec: (yy—+n)(zz--n)—n, fic qudratum, po-

nendo z2—=y-+ 1. Quod etiam eft infigne porisma

Diophaati. ‘
Scholion.

14. Omni attentione vtique digaum eft, quod
tam leui opera pluribus conditionibus fimad fatisfierd
poffit, cum quaclibet conditio peculiarem operationem
exigere videawr. Quin etiam hic .ciusmodi formulae
occurrunt, quae fi folae proponerentur , per methodos
confuetas non nifi difficulter refolui pofent, cuiusmodi
eft haec : ‘

P a 14221 4aayy+142a3%= Quadrato,
cuius folutio fi more confiieto tentetur , non exiguis diffis
cultgtibus implicata deprehenditur: €x quo fi practerea
alize conditiones praefcribantur , quibus fimul fatisfierd
oporteat , quaeftio non immerito plus quam determinata,
ac vires analyfeos transcendens videri debet. Continetur
ergo in euolutione huius problematis iam porisma am-
plifimum , quod in Amalyfi Diophantaea fummum ha-
bet vfum, quod cum natum fit €x pofitione . fimpli-
ciffima z-+y=a, ita formulae magis compofitae nos
ad profindiora ac magis recondita porismata manu-
ducent. ‘ '

Problema 2.
15. Propofita hac acquatione refoloenda: .

yz—a(y+2)+b=0
inue-
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inuenire formulas notabiliores , quae per eius refolutios
nem redduntur quadrata.

Solutio.

Sumta relatione inter numeros y et z ex hac
aequatione |
yz—a(y+2)+b=—o0
haec forma genenalis PP—+-M(y2-a(y + 2)~4-5) ems.
_ det quadratum : cuius ergo fpeeies mnotabiliores euol-
vamus. .

I Sit M—a, vt habeatur .
PP4-2yz—24(y~+2)-+26= Quadrato,
Caplatar P—y—2z, eritque
1) yy—-22-24(y—4-2)-+ 2b=0
Capxatur P=y—2+4-a, erit . -
2) Jy+zz—4.az+ zb—i—aa._
3) yy+22—44ay+2b+aa=0
Il. Sit M—=-2, vt habeatur _
PP—2yz4-2al(y~-2z)—26= Quadrato.
Capiatur P=y -2, erit =~
T 4) 23 za(j—}—z)—éb:::n
Capiatur P—=y+4-2—a, erit
5) 17+ 3%-+aa—2b=0 | |
III. Sit M == 2 », vt habeatur .
PP—4-2nyz —2na (y-4~2) ~-2nb= Quadmto.
N3 Capia-
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Capiatur P—yz—n, erit
6) yyzz-2n-a(y~+2) 4+ 2nbinn—n0
Capiatur P—y—+-2--na, erit
7) 4+ 2242 (n-+1) y2-+maa--215=0
IV. it M—yz+a(y—+2) - b, vt babeatur
PPyyaz-aa(y+2)-Hb—b) y+alb+ b)(j-l-z)-bb- Quadrato.
Capiatur P—=m(y—+2) + n, vt fit
_yj,.z—i—(mm-aa)(_y+z)’+(b -b) Jz+ 21mn( y+2)+nn=Quadrato.
+-alb—+b) y4-%)-bb
Fiat mp——ia(b-+-b) et 2 (mm—aa) ~+&—-b=0, five
n—2(aa—mm—>5) et b—b-4-2 (mm—aa), erit
s) y - (o = aa)( 35 -+ 22 H =g a6+ (aa-28)
(aa—mm)) —o.

Coroll. 1.

16. Hinc in aequat:onc ' canoniica y% — @ ( y+2)
~}-b=no litterac @ et & ita *determinari poffunt , vt
haec forma

yy 2%+ ce( 3y -+ 23) fiat quadratum.
Capiatur enim mm=—aa-{-cc, ¢t fiat bb~i-2bcc—aacc=o
feu b=—cc+cV(aa+cc). Quare pro @ eiusmodi

fumatur numerus, vt 24—+ ¢¢ fiat uadratum , tumque
erit

yz-a(y-+2)—cc+cV(aa-t-cc)=o, fiue
(7—a) (z—a) =aa—-cc+ cV(aa—l—-cc)
At vero hinc conficietur : :
V(yy2z oy +eczz) = (y -+ 2)V (qa—+-cc)—ac
COROL.
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Coroll. 2.

17. Ad formam ergo IyZZA-coyy +eczx qua-
dratum reddendam fumatur primum numerus g, vt
Y (aa—+-c¢¢) fiat rationale , eritque tum

ay+cc—+ cV(aa—¢c)

——— J—C .
Haec autem folutio fimul praecedentem eiusdem -formae
in fe COmple&nur , cafu, quo @ capitur infinitum, tum

cnim oritir z—=—y—-¢, omniao vt ante, ideoqus
hacc folutio latius patet quam, illa.

2=

Coroll. 3.

18. Si in fomna (8) nulla Kepitatio ﬁit, ita vt
aequatio propofita y2—a('y + 2) b=—0 geucmum va-
leat, ea etiam ‘hoc modo refersi ;poteft” =~ . -
(-+mm-aa)zz+-mm-aa)-22= iny- aa-+b)'=Quadrato.

Quare pofito mm-ae—p et b~p=m=1V(aa-+p), hacs
aequatio : (yy—-p)(224-p)=V V4 p refoluetur

* bac determinatione y z- a(y42)—p+Vaa+tp=—o

dummodo pro g talis acc:pxatur numerus , qUO 449

fiat quadratum. ‘
Coroll. 4.

19. Si ftatuatur zl“}‘,,'—f:q feu b=-p-+4V(aa+p), vt fit
JZ-a(y+2)—p-+qV(aa+p) =0

hac
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‘hac determinatione , § modo aa ~p fuerit quadratum,
fatisfiet huic conditioni

APz =VV +p4q
erit autem V_-(]+”)V(aa+p)—aq

-~Coroll. s.

20, Hinc fi dato numero p quaerantur numeil
y-et & vt fiat (yy—+p) (23— p) — Quadrato , pofito
¢ = 0, huic conditioni fatisfiet ftatuendo 72—a(1-+2)

—p=—o0, exiftente 24-i-p numero quadrato. Sen fu-
matur (y~—4) (3—a) =aa-+p, vnde fi aa—+p in
faGores refoluatur , commode ambo numeri y et 2

| deﬁmuntur. |
" Coroll.. 6.
" e1. Si fit @=o, forma (8) fiet:
yyzz—mm(yy—+23)—bb-2mmb—n

que conditio ergo adimpkbitur hac aequatione y21o-0.
Fado ergo b=—2amm, ifla formula

9y3%—~+-mmyy--mmzz reddetur quadratum,

fomendo yz—2mm, quod quidem per f eft ma-
-pifeftum.

Problema 3.
22, Propofita aequatione refoluenda
yyt+z2—2nyz—a—o

. Tnuepire formulas notabiliores , quae per eam redduntur

quadrata
SOLV-
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Solutio.
Hinc ergo ifta forma generalis erit quadratum

PP4-M(yy—+22—2nyz—z) = Quadrato.
I Sit M——1 et P__j-l-z, erit -~

1) 2 (n+1) y2-+ae—=0O

2) 2 (n—1)y3-t+ae=0
II. Sit M—=m et P—yz-+mn, et

3) Y122+ MYy mEI—ma—+mmun—g
111. Sit M=2nyz et P—2ayz, erit

4) 2nyz(yy—+223)—2nayz=—0
IV. Sit M——zz et P=zz4-nyz—ia, erit

) (nn—1)yyz2-+nayz—+jaa==0

Coroll I
23. Si pomamus a—mnn, pememmus ad hane
formami:
I+ myy-t+-mz2 ' : -

quae ergo redditur quadratum , per hanc aequationem :
Jyt+22—2ny2—mun=—o
vode fit z2=ny+ V((ﬂﬂ—l)_}'j-{—ﬂﬂlﬂ)

Quare pro y talis numerus aflumi debet , vt (nn - 1))y
—+ mnn fiar quadratum.

Coro]l 2,

24. Quoniam hic  numerus » arbitrio noftro re.
linquitur , fumator talis, v¢ ms—x prodéat quadmtum ,
Tom VI. Nou. Com. . (0]
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fic enin commodifime forma (nr—r1)yy—+mnx ad-
qudramm reducetur : capiatur ilicet a=224%,

Scholiomn.

25. Hifce formulis , quac duas indeterminatas ity
_voluunt , fufius non immoror, quoniam ex allatis per-
fpicum eft , quomodo huiusmodi formularumr inueftiga=
tiomern im infinitumy €xtendere liceat.  Pergo ergo ad
tres indererminatas , vbi plurima egregiz porispata oc—
amruut , quorum praecipua hic explicabo.
Problema 4.
a6. Propofita hac aequatione refoluenda :
e=x+r+z '
&finire formulas motabiliores, quae per eius refolutioneny
gudsata redduntur. i
Solutio.
Qudratum ergo gemeratim erit haec formaz
. PP4+M(x+y—2—4a)
Sit M—z2n, vt flar
PP4-2n(r+y-i-2)-2na=0
Capiatur P—x—n, erit -
1) xx—+2n(y—-2)+nn—-2na=0
8} gy-t-zn(xr—+ 2)-nn—2zna—0
3) zz-2n(x—-y)--nn—2na=0
Capiatur P—x—+y—n, erit
4£) (x+y)4znz4-nn—2na=0
5) (x+2)-t~znyt-nn—2ne—=—0
€): (2=~ 3) - 2nx - AR— 2080
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Sit M—a2nxy et P—xy—nx-ny, erit
7) xxyy+ 2nsz+mx.f+nnjj+znnxj-cnax;:u
8) xx2z+2nxy2+inxx+anzz+42n(n-a)xz=gq
9) _yyzz-t—znxyz+mgyy+nnzz+zn(n-a)yz—
Sit M—~(¢+-x4y-42) et P=x4-y~z, ert
 10) 4a—4XZ—4y2—0
11) 34— 4%y —4y2=0
12) @aa—4x)y—4x3—0D
Sit M—-n(e+x+y+2) et P:xj+xz+yz+n etit
13) (r+ax24y2) ~n(xx+yy+22)+antnaa=0.

Coroll.
2. Sit #=24; et 4=}, atque his condi-
tionibus =
*x~+y—+2=0 (r~4y)423=0
Jy+x+2=0 (v~ 2)+4-y=—n
2¥+xr4-y=0 (y4-z2)4-2x—0
fatisfiet ponendo x-}-y4-2—1.

Coroll. 2.

28. Sit n—=1=—g, atque his conditionibus s
rYayy—t2xy2-+xx-4-yy—n
1x232+28y2+2Xx—4-22=0

jjzz—l—zxyz—l—y_y—i—zz.._u
fatisfiet ponendo x—+y—4-z—1.

O 2 o Coroll-.
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Coroll. 3.

" 29. Sit a=—2, atque his conditionibus
t—xz—yz—0 '
1—xy—yz—0
1—xy—x2—0

fatisfiet ponendo ¥ —-y—+2=—2.
Problema s.

30. Propofita hac aequatione refoluenda
tytxz4yz=a(n-y+2)-+b
definire formulas notabiliores, quae per eius refolutionem
redduntur quadrata.
Solutio.
Erit ergo in genere haec formula:
PP+ M (xy+ %24y 3) -a (% + +-2) -4) =Quadrato,
Sit M— 2, vt habeatur:
PP+ 2 (xy+x349%)-2 a(x +y+2) -2b=Quadrato.
Capiater P=ux ~-y -1+ 24, et
1) 22—y 23 +4 (17 4-22-1y2)+aa-26= Quadrato.
Capiatur P=x+-y —z-+-a, erit -
2) xx+jy+zz+4.xj—4az+aa-zb::n
3) ¥x-yy 22+ 4x2— 48 -aa—26=0
4) xx+y_7+zz‘++_yz—4-ax+aa—zb:0
Capiatur P—x ~y, erit
5) xx+yy+2(x+y)z—-aa(x+y+z)-zb:u
6) xx+42z2+ z(x+z)_y—za(x+y+z)-zb::c1
7) W35+ 2(g--z)x—2a(x -y +2)-26=0
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St M\——2 et P=x 4y +4-2—a, erit
8) xx-yy-+323+aa+t26=n.

Problema 6.

sx. Propofita hac aequatione

x4y +22=2xy 122+ 2y%-}-a _
definire formulas fimpliciores, quac per eius refolutionem
quadrata redduntur.

Solutio.
In genere ergo haec formula erit :
PP+ M(xx-tyy+2%- 22y -2x2%-2y%-a)=Quadrato.
Sit M——1, ac ponatur P—x -y -2, erit .
1) 4%y -+ 422442+ a=0
Sit M—=—1 et P=x - y~z, eit

2) 4x9+a—n
3) 4x2--a=n
4) 492+ae—=n0

Sit M——1et P—x—~y, erit

. 5) a+2(x4y)z—22=0
6) a-+2(x~2)y—yy—n
7) é+2(y+2)r—xxr=n.

Coroll. 1.

32. Pofito a—4n, vt fit Xx-+yyt22=2xy
+2x2+42y%-4-4n, fient fimul fequentes formulae
quadrata.

03 xy-i-8
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xy+n=0
xZ-4-n—D0 €t xj+xz+jz+n_.u
y2-+4n=0D
Vnde haec elegans quaeftio Diophantea” refoluitur
Dato numero quocunque 0, inuesire ires mumeros ,

ot produila ¢x binis figula, 1110 numero auita, fiant
uadrata , quibus conditionibus adiungi poteff baeg , o€

mma produllorum ex binis eodem numero aufla quogue
Jiat quadratum.
| Coroll. =2
33. Cum enim ex aequatione fit :
z=a—+y + 2V (xy 1)
famantur pro x et y tales numeri, quibus xy-4-» red-
datur quadratum, puta xy-+-n—uu; indeque elicietur

duplex valor pro numero s, fCilicet 2=x—+y—+ 24,
quorum vterque cum X et y omnibus conditionibus -

aeque fatisfacit,

rd

Coroll 3

34. Cum autem fit V (xy - n)—=y, crunt, fumto
tertio numero z —x-+y-+ 24, reliquac formulae

Y (xz—-n)=2F2=) — g4y
V(yz4-n=2t3=2—y-u
Y (xy+xz4yz4n)="FIE = x -y 40

Problema 7.

35. PrOpOﬁta hac aequatione :

xXxX-tyyzz—2xy -+ zyz+zxz+2 4(x+j+z)+b
definire
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definire formulas notabiliores, quac per eius refolutionem
sedduntur quadrata.

Solutio.

In genere ergo quadratum erit haec forma :
" PP+M(xxtyyizz- 2xy-2y%-21%—24(X+y-+2)-b)
Sit M——1 et apiatwr P=x+4-y4-2-4-a, et ‘
1) %Y+ 432t 4y3+4a(2 by 4-2)-aa--b=0
Capiaur P=2—+4-y-2—g, eric
2} 437482+ 4y2-+aa4-b=0
Capiatur P=x—4-y~%+4a, cit
3) 4xy-i-4a(x4-yy4-gaa+b=0
. A) 4X%4-4a(2~4-3f+aa-b=nO
. 5) wr24-44(y+2%)aa-+b=0D
Capiatur P—x-y—2z—a, erit
- 6) 4xy-4az-taa+b=n
7} 4x2-+4ay4-aa-4-b=—0
8) v3-+4artast+-b=n.

Coroll. 1.

36. Ad formulss has facillime folendss, pons.
tur tertia 4xy-q4a{x-fyPi-aa4-5, aeqmﬁs* qua-
drato cuipiam uuetobg(x+a){,y+a)_uu-b+3ac,

feu (x+4-a)y4-a)y=%(uu-b-+-3aa}
Ex fa@oribus muperi }(uu-5- 344} commodifime de-

fmjuntwr pumeri duo x et y; testius sutem 2 colligion
x
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ex formae tertize radice quadrata x—+y-z-+a, quae
ergo ¢t —u, vnde fit 2—x—+y—+a-tu

Coroll.
37) Si fit b=-aa, per refolutionem huius ae-
quatloms
xr-hyy--2r= 20y +2y5+ 2x2+2d(.x+y+z) ~aa
fequentes formulae omnes in quadrata abibunc:
2y +a(r—+y)=0; By-+az= o
xZ-+ax+2)=0; x24+aqy—=0
- y24a(y+2)=0; yz~4-axr=0
£y gz 3=0 |
xy+xz+yz+a(x+y+z)::n ‘
Satisfiet autem fumendo : )
s=r-+y+4-a+ 2V (ytaaty))=r-+y+at-2u
pofito (x+a)(_y+?): uu—-aa.

Coroll.

38. In hoc Coroll. continetir iflud ipfum Pro-
blema, cuius initio feci mentionem ; fi quidem ponatur
e=—1. Atque ex iisdem fbrmuhs folui quoque poteft
quaeftio, ip qua ipfi numeri x, .y, 2 quadrati efle de-
bent , cuius folutiomem hic fobiungam. -

" Quaeftio.
39. Immure tres mumeros quadratos, ¢ ad

| produllum binorum , fue edrumdem famma, fiue reliquis -

addem‘ R quddratum prodeat , “atque ot injuper tam
- Jumma
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fumma productorum ex binis ipfs , quam cadem, fimma
numerorum auila, fiat quadratum.
Pofitis ergé rx, gy, 2% quadnatis, qui .quac-
guntur , fequentes fornmlas quadrata reddi oportet.
xxyy—xx-t+yy=0; Xx¥y-+4+22=0
X2z xx—+-23=0; *xX2Z-+yy=—0
Yy B2y —+22=0 ; yy2%-+xx=0
XXyy—+ Xx22-+yy2z—0
XXy - XX Yy 22 x-yy - 23=0,
His autem omnibus fatisfit, dummodo flatuatur
zz=xx-yy 1 4 2V (825y 42 2-1-3p).
Supra - awtem vidimus, formam xayy-t-xx--yy qua-
-dratwm fieri, G ponawry —x-4-1. Sit igitur y =x--13,
cntquc
zro2xxtexde 42V (x*2 x* & Jxx-f-2x41) fou
22— 4(x X4 x4 1).

Taotum ergo fupereft, vt xx-4-x-}-1 reddatur quae
dratum, quod pofita radice - x+¢ praebet

— tt=q . — i-‘-f-{_—_l
X=omy et Vixxtxt-1)=— 7

vode fit 2=2V {ax~ x4 = "i%:_?-,'-')

Quadratorum ergo trium quaefitorum radices funt

r— tte—1 — 2t attedesteea
— iy = Ty B T

Vel quo facilius pro # fraliones capi queant, ftatuatur
t ==, eruntque hae radices
x___sqq-{-zgr—rr . Tr—2qr——34q9, P rr4-13199

4qr ’ - “9qr 9y 9= agr

Tom. V1. Nou.Com. P | vnde
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commode in vlum vocari poflunt, quando is integralis
tantam valor inueftigatur, cum variabili valor quidem
determinatus tribuitur. Neqte vero hunc valorem pro
lubitu affimere licer, fed potius ita comparatum efe
oportet, vt iam in formula differentiali fingulari gau.
deat proprictate , dum eam, vel’ad nihilum, vel ad in-
finitum, redigit. .

Huiusmodi autem cafus jam ptae ceteris motatu
inprimis digni , atque in applicatione ad praxin o
tifimum quaen folent, ita vt plerumque quaeftio vere
fari foleat in_ valore integralium pro huiusmodi quodam
caﬁl inueniendo. Ita ﬁ de circuli quadramra agitur |

vel, huiny formulae S5t valor defideratar; cafa, quo
¥s—1, vel huivs formulae /- _:_“, cafir, quo x = oo x
ibi autem hoc cafu differentiale ipfum euadit mﬁmtum,‘
hic vero euanefcit. o

Quo igitur rem generalius compie&ar , duplicis.
generis formulas integrales hic euoluam quae fint

Yol

d
f m-—tdx(l__xn)i ctf(x1+x”)"’ quarum vtramquc i

integrari affimo, Wt euanefcat pofito x—o. Tum ve-
yo prioris integralis /x™ —*dx(1—x"* eum tntum va-
Jorem determinare in animo cft, quem accipit i po-
'dx

patur x = 1 : pofterioris vero integralis j o
illum valorem , quem eafu x—oo fortitur , tantum m-
veftigabo.  Euidens autem eft hos integralmm cafus

prac reliquis tali eminenti pracrogativa gauderc y W ine
Primis euolii mereantus.
‘ Qu-
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Quanquam hic elegantise confidens coefficientes
omifi, tamen perfpicoum eft, ‘has formulas aeque late
patere, ac fi tales cocfficientes effent adie®i. Formula

msmque  huismodi  fyy™ dy (a=@y"),  pofita
E;Zh: +* manifeffo ad allaam fx™ " 'dx (1 —x"¢ tre-
ducitur , neque propterca latius patere eft cenfenda , at

M |d
fmili redu@ione haec formula f X — 3.

@y o e

B —dy
f x(—————fl +:,, continetur , vude omuino fuperfluum effet,
loco formularum noftrarym fimpliciori fpecie exprefia..
rum , has magis complicatas adhibere velle.

Verum etiam alters formularum fumtarum in altes
1 continetar, ita vt fofficiat alterutram tantummodo ,,
qum fum traditurus , tractaf. - :

- X . T
Si enim ponatur x.—__*&-z_q—:;,,)f,,.. erit r-—x":;:—l_}-;:
- - . dx dy . C
V= ————m et — = —— :  quibus valori-

G 7 sa+m T
bos fubftitutis obtinebitur« ™ = .~ :
ay Tl rd .
m—ld —-— ﬁ': J -y i
iz = = ey

his integulibns ita fumtis-, - vt enanckant pofito x—e
et y=o0; quae conditic hic femper fubintelligi debet.
Cum' igitur pofito y—oo, fit x=rx, habebimus fe~
quens. Theotema. . . .

.“P.\a':‘.‘-l. P Theol‘\‘
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Theorema 1. |
I. Vabor formulae integralis [x™—'dx (£~ 2o
#afu x =X , .acqualis eff valori buius formulae integra-

m—-ldy
b — .00
‘ 'f G prvs w cafiy=

Cuius aequalitatis ratio .eft , quod iilla forma aftu toans-

L . 7
mutatur (in hanc , i pamatur w= - oy
‘Seduens ‘Thearema, «quod per fimilem reductio.

flem oritur , non parum quoque vilitatis habebit , quod
ideo ‘cum fa demenfiratione .apponam,

‘Theorema 2.

, 2. Valor huius formulae integralis fx™ = 'dx(x-x*}t
cafu x.—1, aequalis eft valori huius formulae integra-

lis [y*k+r=1dy(x—y") 5 etiam. cafa y=—1.
- ~Demontftratio,
Ponatur ,x:;(xn—j")“, vt fit 1—2"=)"; a®™=
I N

=" : - "__ > quibes valosibus bl
tutis habebitur..

xm-:d.‘{,,__xn)l-— 71*4-:—.4’(!_
Sit Y'= [y"t+"—1dy(x~y*"F", integrali ita ﬁvmto "
cuanefcat. pofito y—o ; tum pofito y—1, abeat Y in

A. lam' cum illas formulas ita -integrari 0porteat ’ AL
cuanefcant pofito x=—o0, quo cafu fit y—1, erit:

AP (1R =AY

Pons-
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Ponatur nunc X=1, quo cafii fit y—o ndeoque et Y —o,
et formula noftra: mtegrahs fiet —A: feu integrale
S —rdx (v—=2 cafu x = sequale erit integrali

fjnk-i-rl-'ldj (I —*y')m.: lcaﬁ] j:lo Q E. D.
Coroll. 1
3. Cum igitur hae- tres: formulae - ,
m- x'd' .
I femde(1-a) 1L f— L [k
(I +J")k+ 1 +—

(1=2")"= ia a fe inuicem: pendeant s VU prima

tranfeat in- fecundam: pofito’ ¥=—= ——— 0 + ,‘),', at vero po

fito 'c._(t-z“) ea abeat” i tertiami- negative fumtam, .

manifeftum eft, quoties vna: Karumy fieritt abfolate: inte-
grabilis , toties et binas- reliquas: fore- abfolute intes
- grabiles. ) )
Coroll.. 2.

- 4. Prima autem: abfolute eft ‘integrabilis, vti per-

fe eft perfpicum-,, fii fit' £° numerus  integer affirmati-
vus : quicunque: mumerus pro m: ftatuatur..  Excipintur
tamen cafus,. quibus- m. aequatur cmpum numero huius

progreﬂioms. 0y, =Ny —2W). —8M3 .o v « . —kn;

his enim cafibus- pars .inn:graljs- pcndebit' a logarithmis.
Cafus ergo hi- excipicadi huc redeunt;. vt integratio abfo-

luta fuccedat , exiftente & numero integro affirmativo - nifi :
— 3 fit numerus integer affirmatiuus, vel minor, quam®

E, vel ipfi k aequalis. Vel nifi k=3 fit numeius in-
teger affirmatiuus non maior quam k.
‘ Coroll.
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" Coroll. 3.
5. Simili mpdo forma fecunda erit integrabilis |
m . . .

fi —k—1—7 fuerit numexus mt_ege.r afﬁrm:tums,_ pu-
ta i; cafus autem excipigntur, quibus — 3 pariter eft
oumerus integer affirmativus non maior quam i. Vel
fi denotet w numerum quemcunqgue affirmatiuum  inte-
grum ex hac ferie :

O, I, 2, 4 o v o & - 1,

cafis excipiuntur, quibus — T — w.
| Coroll. 4o

6. Tertia autem formula abfolute -erit integra~
bilis, i =7~ fuesit numerus integer affirmatiuus, puta 7 ;
excipiuntur autem cafus, quibus ~k-1—uw, denotante e
numerum quemcunque  integrum  affimativum, non
maiorem, quam J. ' '

Coroll s,

4. His ergo notatis formula fx™'dx(x —a"t
abfolute erit integrabilis, cafibus fequentibus, ian qui-
bus { numerum affirmativum integrum quemcunque de-
notat, w autem quemlibet numerum integrum affirma.
tiuum ipfo 7 noa maiorem.

L Si k=i ~ meque tamen ~ 5 = .
IL Si k-1 — 3=/ neque tamen -T=u(vel-k-1=w)
III. Si =~ =i neque tamen -k-1 =:w.

Coroll. 6.

_ . 8 Manififtum autem eft, hos eosdem integrabi-
litatis cafus locum effe habituros in formula bhac latwss

paten .

\



[
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pateste f 2™ ~'dx(a-+-52"", pro quo demonfiratio pa-
n modo adornatur. Atque ex his tribus conditionibus
cafus integrabilitatis omnium bhujusmodi formularum di-

iudicari folent.

‘Quanquam 'haec 2d meum jnftitutom non perti-
nent, tamen quia tam ficile ex binis Theorematibus
praemiffis fluunt, non incongruum eft vifum, es his ad-
dicere.  Nunc dgitur ad verum fundamentsm dicendorum
progredior , quod Tteductione integralium ad alias for-
mas npititer. 'Quam quo diftin®ius ‘exponam , hanc
formam  algebraicam contemplor : 2%(z ~2")Y=7P, qua
differentiata obtineo : _

AP = ax*dx(x - 27T -y na S 1y (1 g

- «uae adhuc aliis modis in duo membrs difpelci poteft,

weluti :

AP—aa™ 1 dx (1 -2 (a7 ) 42— (1 - 37 ¥
Tum vero, fi in membyo pofleriori pro 2" (cribatue
1 —(x —a®), prior forma. dabit

dP = (oY m) a* ' dx(1-2"Y - mat—d x(1-27)¥
pofterior vero eodem redit. Vnde integrando obtine.
$:ls .

P=afa a1 2" —ry nfa™ 4210 1 (1 - gV

P—afxdx(1-2"'—(akym) [x et (1-27)Y="

P=(u-yo)fx*—dx (1-2*Y—ynfa2-1du(x-am) V-
Quae integralia cum evanefcere debeant pofito x—o ,
neceffe eft, vt eadem cafa Px*(x-x")? evanefcar, quod
quidem femper fit, fi a fit numerus pofitinus -quicun~
gie. Iam fi oy quoque fuerit numerus pofitinus, eui-

Tom. V1. Now. Com, Q dens
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dens eft polito ¥—1 , et hoc cafu fieri P—o : vnde
fequentia elicimus Theoremata :

T heorema. 3.

9. Si a et o fuerint numeri pofitivi, ac poft
integrationem ponatwr x—1x, habebuntur fequeates for-
mularum integralium aequalitates.

L a/x*—'dx(1-a"Y=r nfxst"—1dx(1 - 22V

. afx?~dx(1-2%)""=(atyn)[x*+dx(1-2")T"*

L. (at-yn)fx*dx(x-2")Y = ynfx*"du{x-2*)*-",

Demontftratio.

Cum enign poft integrationem ponatur ¥—rx ,
pro hoc cafu in fuperioribus formulis fit P—o , inde-

que aperg fequuatw.  sequatiopes hic ptopoﬁme.'
Q. E. D.

Coroll 1.
. re, Hgrue tram aeqoationum quaelibet jam
in duabus rehquls continetur , vnde eac in hac forma
- comprehendentur :
S x-at = e da( -2t o e de(a-a)
feu fequentes tres formulae integrales inter fe aequa-
byneur :
Jx“’*‘""dr(x )Pt = (s == e da (-2
fi quidem a et o/ fuerint pumeri pofitiui. ‘
Coroll 2
xr. Cum ﬁt per Theor. 2. fx™dx{xr—a")}

""jx""""""dx(_x -x") 0 pofito itidem x—=1, aecqua-
: litas

-
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lizs habebitur inter fx foquentes formulas integra-
le,s: 7

L an.-pn-: dx(x- )'Y"! n," % dx( r-—x")" III .,,_ x“‘dx( I—.‘l‘" )'Y"

lVJx"""dx(x-;‘)u, V. .,,,jx"’“""dt(x—x")"’ VI — a-wu x"”"dx(x-.z." o
dummodo exponentes a et 7y fuerint affu'maum

Coroll. 3.
12. Si =« fuerit numerus infinitus,
erit [x ¥ dx(1— N =[x d % (1 - P
_atque ob eandem rationem ,
erit ffH-zl-'dx(I ) Liats e fxu«l-‘t—'jx(x - 3;)7-:...- fx"" a2 -2V
vnde generatim colligitur fore fx*~'dx(x - x" ¥ =[x 'dx(n- x" ”~
dommodo . ‘foetit aumerus finitus gnﬁgnte o iofinito. .

Coroll. 4 ,
13. Parl modo fi 4 fuerlt numerus infinitus,

erit

Jdx (1 =2 = fa='dx (1 —a" ‘
eodémaque modo erit fx*'dx (1 —a" Y+ = fx"‘"'ix(zvx")?,
vnde generatim colligitur fore :

Ja=dx (1 — g — far'd x (1 — 1)
fiquidem @ fit numerus finitus exiftente ny infinito.

Problema 1,

‘14. Si m et k fint numeri poficivi, atque i
denotet numerum _integrum affiymatijump -quemgunque ,
definire rationem formulae [x™—'dx(1-—x"*"" ad for-
mulam fx™'dx(x-x")M cafu x—1.

Q2 SOLV-
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Cum fit f x""_"dx('t -r= %%ja,“""dx(x.. X ¥
erit ponendo m & k pro’ & et ': o Ce
Jam—rdx(x— ) =Myt (i — 2
§ nunc manente a="m pouatur Y=k I erit
multo magis: numerus affirmativus, cum k fitc. talis;, ideo-
que pari modo habebitur '
f m=1J (L xn)ﬁ__ '"_"_'(_ﬂ“l!l‘xmd:m(t_ xu)k.q-z'
- JamTdx (LX) — T e SR )
ac pari moedo ptogrcdtendo . {grlt:
. . ‘l‘__—”‘+ ~1) C . e . X
fa™dx(r— Yet- — e Jamdx(r ~— 2
Hinc ergo ingenere concludituc fore,, denotante. £ nume-
. UM fntegram. quemcimgue: - _ ‘
ﬁ Mt—xn) ’ oy EE ¢ muknopn* mopknpan o s mpknjein

. ﬁmdx(‘l_xn)k—h.—"’ku.'“m.. * “Rafr2n- ’ ka4rsn. ey
Q.. Er L vt - “” ’
v ' Con 0.}4[ [ L n'
r5. Com it [ dx( e =5 dir-2") ™ ideoque etiam:
jg}:'""-"dx(i-:b?*)*+‘;::j,‘x’.'"*""‘"”“dx(}p-n!')-"7.,, etit quogue:

AT ) T e madibn minbon m sty

ﬂl—“?" ha- .—'Eu.“a‘.—'.‘ kl‘l an? e eeTee W h T 2

facwinwida( ) @

€Coroll, .
6. Sihic ponatur kn=p. yet F=2, fum=2x75 |
jom ve jam e et a< fine. numeri. affirmatini, habebitug
Haee redudtio.: ‘

ﬁx..
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. — T
A fxl”-‘dx( T X ) _Npen femain pienion B—-Xn-poin!
ﬁ-u+m-.de xns-'- we popm 0 pepen * Y e

feriptis autem pro [ et x litteris met k; erit:
fr =t dx (2 — 2T
e it Mk m+kn-apqn M—plngifit:

ﬁw—ﬂdx(;-x_ﬂ}-l"‘ Wt meen T T M vt upia

Coroll. 3.
r7. Si haec expreffio- per expreflionem’ it prex-

blemate inuentam dinidatur, prodibic -
fxmd*(x-f)k« kn kngin knjon khgin.
ﬁmm"dx(l.x"F“"m P Mpozni * 0 FMpuin

in qmbus faiGoribus tam numeratores quam  denomina-
tores- in arithmetica- p:ogreﬂ':onc progyediuntue 5, cniug
diffcrentia. et —n.

Problemz o
1§ Valotemn formulae [2"—~'dx(x -2, quétid

gecipit caft =, per: fakores infinitos exgnmene »
figuidem exponentes m’ et k fint polfitiui.-

Solutio.

Statuatar in’ forma praecedentis: problematxsr‘ it

merus ¢ infinituy ;- et habebitur
N Ry

frde(a-amfer m+lm tiA-kn-tn-mi-knian m+k#+3#x ot it infiatur:
BV -2 T ke Tn—n kiton knpan
Tam manente i eodem' numero- infinito’,, loco’ & alius
fomatue numerus: finitus. % quiculigie’; et habebitur
fimili. modo-:

Qs ey
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fx"‘-'dr(x-x")""’ mi-t-xn m+xn+n m-+xn+-2n m+xn+3n ete
Sede(x - xn o xn—-n | xn—+-2m " an-+3n
vbi numerus faGorum aequalis eft pumero fatorum
prascedentis :expreflionis , wtrinque . fcilicet infinitus
—i-}1. At ob i infinitum, eft vti §. 13. notaui-
mus [x™"dx(x —2")+i=[x"—dx (1 —2"*+ quare
priori forma per pefteriorem -dinifa orietur :
Semrds(x-xp x(mHon) (e 1) (msn) (v-re)(m+-kn - +-21)

S da (-2 k(mt-en) (k-1 \mametn) (%-;-2)(m+xn+zrt)
ftacvatur jam ¥ — 1, zritque Ja™ ' da (1 = ?—::3-

. n2m
pofito x—1x , wnde fet

ey u(-..phn) 2(MAuhtidet))  (mpdenagrn) d(metknd=smy o
{{M‘g(‘ -Ix e Knn) (Ret=] Mt 2m) (ke mtesn (hetes omed-an) e

Aliter.
Tra&etur fimili modo forma §. 16. inuents, fta.
tuendo / numerum ‘infinitum , eritque :
Jrmdx (=2 mtln m+b¢+n miknton mikntgn
Jamridxa- P m m-n m42n m-+3n
Iam pofito pro m alio numero finito, p erit pari
modo
‘[x'*"'a'x(t-—x")"-'l w+kn y.+bl+n p-btan Wtbrtan
B e S T T e T I e a1
Cum autem fit ob ;i numerum infinitum :
Jamin=ida(x-a? e = fab iy g - [ (1 -aty
euanefcentibus quantitatibus finitis prae infinitis ; et quia
vtrinque idem factorum numerus habetur, formam prio-
rem per pofteriorem dividendo orietur :

-etc. _

Ete.

=
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- de(1-x)e — * u(m-Hkn) (o) (m--nktn) ( o) (pu—t-kn-2n )
Jx"“dx(l-x)" “w(tn) (m--0)( et kn-H0) (m-H2m)(a-Hen 4 2 1)
—-x"
flatuator iam pw=mn, fiet fo*—"da(1-2"—"— —'(; . f
integratione ita perata, vt "emanefeat pofito x—o0, Po-
fito ounc =1, ifte valor abit in %, vnde obti-

nebitur:

s 1ot (mgku) oAm-kn—ien) s(m—hin—i-:
[+ dx(‘ AP =gy mG—+k) - (""+'X2+:) (Swl+c'ﬁ; etc
En ergo alind productum ex infinitis faoribus con-

ftans, priori non admodum diffimile, eique adeo aequa-
‘e, quo valor quacfitus formulae integralis propofitac ex-
primitur. QE L

Coroll. 1.

19. Has antem duss formas in infinitum excurens
tes inter fe effe aequales, per fc perfpicuum eft : pofte-
riori enim per priorem diuifa, ob fingulorum membro~
THA  bumeratores -aequales, pmdxt

— M kmpn) (kg 1) 4oap) My N
T =% mk41)- (M—t=ie) (k= 2)° (%lTl-_zxn)(k-l-s) etc.

At duo fa&ores primi dant ,,(,,_,_','); tres ,.(;:_’,) y qua-
Meder 2

wor ;o5 et infiniti dane ToEIS — bR

n(Rep=i) ™ in-j-kn ——

Coroll. 2.

20, Huiusmadi formae fatorum infinitorum in-

numerabiles formari poffunt, quarum valor =1. Cum
enim ft

4



s23 DE EXPRFSSIONE

.Hq-P_’_zqo?_'_;q 'P+4‘1"""_"P+‘1—_3ﬂ
43 To28 T3 TS o s R
7 TopSs " T3S ‘rgegs *r0— r " ¥

snultiplicande " has dugs formas babebynus

—qr pr49 (g (r-=25) (P29 (r4s9) etc.
B335 2 rPard) * Frb)(primed * (T 25hPors O

Coroil. 3. .

' 21. Si ergo valer farmulag integralis ‘inuentus
per hanc exprefiopeqy — z mnultiplicetur, prodibic ex-
preffio fatius patens eidem aequalis, feilicet:

sz

—gqr Amadkmp(rogs) a(mpknan)Xfa-qXrooas) fmatkneisni(ph Qrte) o
Thnts (kede )T P—4q)* (M) kb2 ) (P Nprt2) “ (1 wt=2BKE 4 KT 25N pr3q)’

vbi pro .p,,q,'r,: numeros qupscunque  aflumere  dicet.

‘Pluribus medis ergo #ta accipi poffunt, yt quilibet facar
ad formam fimpliciorem xedigatng, -

_ ' Coroll. 4

22. Sit p—m, et 4—n, eritque *

Srda(x-2 g

—

T aimadnlrags) ambknan)ries) dmgdniemirdosn oo
* (neny (Rt )r ‘(MzﬂXE-i-,aYrﬂ-S) (Mo gt} et )(r g=25)"
. £ porro pomtur r—Fk, et s—1, erit,
k—r — 1 ilmikn) o (mepknden  g{m—-kng-an) A
ﬁm—'dx(l 'nv ) ' -~ m '(".‘* ﬂ* ';mnik*l)o(wxnxi_‘_i’. etG
quae eft. expreffio primum jnuenta.  Sin autem £
r=m-kn, et s=n, erit,

g™ dx(x-x 1

n\k—1 T —-kn ."(17!-4-'"1:1_—_3) 2 tet-Tng-2n)  s(m—4=RnA-3n) etc.
= mka (mgenXkg-1) " {(Mmg-2n)iRede2) " (Mo s8YR4-3)"

| Corolil. 5.

25. Siponaturp—rh-4-x, et g—1, erit: \
ey T a(merpker (7e4-5) Am kN 4-n)rmd=:5) (MRt 2 XX —435)
PRl L O s iy i v e i o o e G
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fit porro r=—1, et s—1, erit

ot - 1 s{m—-kn) s(z‘"‘-—!—?m-q—n) il
ST XX T e (o) (o) I"Tnxk_._’f,etc.

fin auten ponatur r = m—kn, et s=—n, erit:
_mog-kn a(mphrien) Amoplnig-an) 3(m—t-kn- g
ﬁw-,dx(!-x.).-’-ml)m' mk==2) (m-n)(odes) ('m..*.a)(k.*:‘- ctc..
Coroll. 6.- - - - /

24. Si manente exponente k reliquos exponentes \

m et s mutcmus , habebimus

Wu=thy) 2 (4= kv4-) 2 (Lg-kvd=2y)
Je dx(x- VL G i) k) 2C

dummodo w,» et k fint pumeri affirmativi. Divifa ex«
go illa forma per hanc obtincbimus : .

ﬁw dx(:-x" "- (pt-vXm—4-kn) (n-v—,.xm...km) TS S
frdx (-2 )" =3 (A i) * (28 Kmomir) © (&::T.,.‘.‘«)f'm,;,—,; etc.

- Coroll, 7.

235. Sin autem etiam in aitera forma k in X
mutetur, habebitur : .

;" N l“x')h-‘ ’ . )
- J_M) (x-i-lb-i-n)(mq-bmt_u_) 2 3V MRt
Ir"’dx( 1 xu)x-x-—m (Mg Xpppek¥) ' (R 1) (Mg 21) (Hd=rtvi-) * {k-ﬂ-,% m‘.;;nxﬁ;“‘x,_,_:—’g. etc.

pofico poft integrationem x=1, et exiftentibus ommi-
bus txponenubus m,nk ac p.,v,n aﬁrmnnms. '

Scholion.

26. His conuerfionibus formularum mtcgralmm in
faltores infinitos expofitis , videamus viciffim quomodo
propofita huinsmodi expreffio infinita per faktores pro.
cedens, ad integrationes formularum cafu, quo ¥—r1,

Tom. V1. Now. Com. R reduci

\



.
e FIN

L acfaFn)ct-1)(f4-1) (a+h){c+z)(f+2)

wa  oDR AXRRESFIONE. -

reduci debeat.  Hic autem ante omnia fpe@ari deben
membra, quae illnd produttum infinitum conftituont,

ex quot illa faQoribus fint . compofita: -quae "membra.
primum ita ‘comparata éfle. "debent ,- vr- ipfinitefima-
" in, ypitatem abeant In bunc- fidem ermt. fracta, et

€X certo, tam numeratorum, quam denominatorum, nu-
mero conﬁabuut et 7¥vtrique ‘patr fmgula membra I’ccun-
dum grogre(ﬁgnem atithmeticam procedent ,.. ita vt in
illis cadem " habeatur differentia ctiamfi enifm variae
partes diuerfas obtineant, dnﬁ’érenuas 3 eae tamén ° facile

- ad eandem reducenfur. Cum igituf nihil ‘obfter, quo

minus --haec. differentia - voitad: - adqmﬁs:'oonﬁimntm,
pro diverfo factorum - cuiusque 'membsi oumero, . 6

quentes humsmodl. ‘p:odu&omq\ infinitorum:  ordines

habebimns 2.

a a+41 a+2 a+3 a4 a5
D bt-1bt2"b+8 b4+ >5
ac (a-1)fer-1) (a-2)p4e) (a2+8)(e4-3):
be (b41)(e+1)  (b+2)e+2) (64-3)(z4-3)"

. etc,

beg (b-+1)(e+1)g+1) (b+2)e+2)(g+2)" Gec.

acfh (a+z)e-tp)f+i)b+1) (a4-2)e4-2)f+2)( b+2)
begh (bre)ets)gts)k+3)" (bra)et 2)g+2)k+-2)’

Quomodo ergo cumsque ilorum produ&omm valor pex
lbrmulas intcgrales expnmendus ﬁt, vxdeamus.

-t . . -
LI .
L . ' N

“~em
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» Probléma - 3

i1 oy Per formuls mtégrafes defihire” 'v:alorcm hu-
ios pibdu&l §finiti ex’ ‘friembris’ fimplicibus conftants :
PSRN BELAE N e
Solutxo.
Denotante i ntménim infinitum vidimus effe:
S A1 e m-}.h-s.um.t.un.md
Ja AT ™ R TR
-tquse formd ad propofitam reducetur poncndo N=x;
m-- kg, et m=b, e it k=@—~b. Cum ﬂgo
Qdebeat effe.nomerus . affirmatiups, £ fuerig 2> 4,, erig
P= jx”—‘d,x(t -y fx“'b"'da(t-—x)”"‘
T r A s T TR da( —x)‘
fin autem fit 45 a, ‘erit inutrfe 2 -
P Jeda(n — g [aBeip(i =g E I
‘fz"—‘dx I x)"’“""-ﬁé"“"’"d-’-(l ) Q

—Corollarium.

8- Manifeftirn autem elt, fi fit @S5, valorem
P fore infinitam, fin autem:fit S, fore: P—o. Cifa
autem @—& fit P2= x:-quj .cafis. cum ad vtrumque
expofitorum aeque pertineat , - dens eft, -effe

x*—'d x'd
S ; =S ks 7 e integralia calt w1 wique

. e

fint  ita mﬁmta, yt ratxonem acc% ahtatls obugeant.

x*—dx T 'dx _
Eft amem. in geﬂenef{—-*—*-’f-—j el

R 2 - Proble-
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Problema 4.

29. Per formulas integrales definire valorem huo-
ius producti.infiniti ex membris duplicatis conftantis:
a¢ (a-+1)e+1) (a+-2)c+-2) (@+4-3)Xc—+-3)
be (b41)(e+1° (b—l-z)(e-l-z) (6+3)(e+3)

P=- . etc.

Solu-tlo.- -

Cum fit per §. 24. desotantibus m, m, E, p.,
numeros pofitinos
i x"‘"Jx(x -x")""
%n)  (ud-3)Xm—-kn-3-n) —n f
?MEZ),EEI_:W) (u:i-zmt-i-hr-i-u étc. —7- f,t“"‘d,x(x -x}**'
ponatur n= 13 ¥=1; p-1=a;m-k=c,m+i=h;
prhk—ejeaitp—e—1;m=—j—1x ;’etk:c—b+x
—e¢—a-1. Quare, quo haec forma ad propofitam
poffit reuocari , necefle eft , vt fit c—b=e—a; aif
enim haec condmo locum habeat, valor produ&i pro-
pofiti P effet vel infinitus, vel euanefcens. Quod in-
commodum pe locum habeat, fit c—b—e—a, feu
a-c=b-2; atque dum finxt g—1; b—1; etc-5,
vel e—a, numeri affirmatiui, erit:
b—1 [—dx(1—xy—?
a—3 ' [x*"dx(1 —xy
Vel confideretar haec forma:
' ™ =td (1= g2 ft—s
kn-8) (W3- m-a-fen) e T
BB el T kv [ (<
quae ex ilfa luculedter nafcitur, ac pomatur #==1; ¥y=1,
p....a : n::b‘ r...m+k-—x -3 e.....p.—[—k—-t
.. €rite

P—
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aitqe k—1—=¢-b—¢—a¢; iteum ergo eflc debet

#-+¢=4-ec. Nunc ergo, dummodo fint a, 5, et

6—b—+-1, vel e—a -+ 1, numeri pofitiui , erit

p—° D—dx(1~xf

T e (1 —xf
Quoties ergo fuerit @a—-c=b-t-¢, valor qnaclitys P
-eft finitus: ac per has formulas integrales cafu x=r1
fnnotecit. Q. E. I

Coroll. 1, | .
30. Cum fit 24-c=b4-¢, £ fit ¢S5, erit
quogie £>4, et @ et b in primo membro 3 deno-
tant fiores minores numeratoris et _denominatoris, -

. Requiritr aotem tantum, vt ¢—J5—4-1 fit numerus po~
fitious, Quare fi etiam ¢—e—-x fit numerus pofiti-
vus, alio infuper modo valor quacfitus P exprimi po-’
®crit ; fcilicet permutandis 5 et ¢ hoc modo: .

p—° S dx(x—x)=e

T b dr(—a—

Coroll. 2. |
31, Atque quaclibet harum formnlarom locum
habebit : ' T
ps AU ¢ fitrdx(v-xfd g [rda(r-xpt _a fid(1-xpd

b -x e (a0 b (1 e fedna g
Quaram prima Jocum habet, fi ¢ -1 Tb—B4-1
fit > o, fecunda ﬁc-b+x:e~a+x>x,tprﬁa \
B a—et-xizbh-¢c-1%50, et quaita, & a~b4-1 ' -
St 50: e T
- .3 R 3 Coroll,
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‘_.,”s) CO‘!’@H’ 3u,- . :: ¢ —-' < .‘\‘-. h)

nooed L b T
3§r ana. forma /;t gngrga _ﬁmql, vak.mm, f\
differentia inter 2 et b fit.. - voitgte,  minpy, .A:deoquc et
inter ¢ et e. Atque opes quattor, iyl 1 loafln ha-
bebune, 6 mfuper dxﬂlrcnm inter 'q et ¢ fuerit 15)1-

wy A

tate inidofs’ ':' I
RS R A5 R 1 -f' RS ] NS
COI’O L. el O aZicen

33. Si ergo-pomfifr @ sp-t-m; b=p-n;
c=p—m et e—p—n, vt fit a—l-c__b-—l—g::.zp,
ﬁlentque m—+-n< 1, eru: '\.
pebom [qii i pepdidsfs ok

- p-t-u:rﬁ #ALI x)'l‘"‘. D AT Ay e "“‘"‘
podE IR o et 2 e
P T Al -x T p ot m faP gy x~§r)"‘—“°
Atque hae: quatuor- formulse qmén Y-y aoqules.: ..

- )

u\ .

Probleﬁla, 5'

34. Per formulas ingegrales. expnmerc “valorem
huius produ@i infinitt' ex menbris eriplicaus conftantes.

(T aefl (AR=EYELT (Fidl) {odeaV o403 Y- 5)
1"’8 ("'1"1)("'*‘1)\5—*-1) (b-l—* (e—+—z,($—t—z)

~ ;,‘,-1" '.\""". r, JSQlut"Ot -,-":‘)“: oo .
1“"€um- muentrmms 8. :z;’ Lode e SHe R
e S, ffﬂ"ﬁ(' _,‘a:;l m

- Ea:’jw_—% "”‘F‘)XF—# 3;()"(;;.-‘-;-"::;-?; etey .ﬂ"'dx (‘x-x)

N, T Cl‘it

-
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erit membrum antenus adhuc aducncndo

’ 1 N, k—12
(—1 )u.(m+‘r1-1) */ u.+:)(m+-k1) (x-' N mphn~n) fx dx( 1-27)

(kc:.‘)ﬂﬂt-i-mﬂ——v; k(aiXpkay - 6105 ""(_:3(Wv+\r) jﬁa—’dx(x &
qmc foria "quo’ ad propohtam reducatur, @atuatur’:

L A 0 T Y p.::;, m_—e, n=1; y=1;

agy mk—3=e4+b+f; h4+rn—1=c+a=g

Cum ergo haec reduttio non fuccedat,  nifi ifta condi-

tione fit f—b—+e et g==a-t¢; vt habeatur hoc
productnm infinitum :

p 260 (3-1) (c#r‘)(b—i-r-x—x, (a+z‘)(c+-)’b+e+2) )
T be(a-=) " (1)1 )(a+0c+1) (b+2)\e+z)(a+€+2)

Quare:"cum  hoc cafu fit m=e; k=b—+1; p.__c
et ¥ —a -} r; exiftentibus n::v_.x, erit

"P‘ albt-e) Jer—=idp(r—x) L ;
T b(a-c¢) ]I‘"da.(t—x)‘ ' -
Jummodo fint ¢, e.b—i-x et a+x numeri poﬁtlm
Q E L b
e Coroll - "; b
35. Cum per §, o, fit fx"‘“'dx(x—-x)""'—“""
Jrdx{r —zx'=1 | eric .
JETdx(x—xP =R e vy xdcoqué
et (b e+4a). fx’dx(!-—x)‘ oy
be\a—t—v-c)(a—l—c—}—x }x‘a’x(l-—x) N
Etcumﬁt fz“"'dx(x =Y o[22 dx(wex)P ", erit ~
Je—rdxix—xP=p s pe—in x)b-‘ habebnur quoque
? fa;'-"dx(nq-x'b"'tr a ‘ A
Lo TR e o
Caroll,
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Coroll. a.

46. Formula haec autem Igcum habet, dammodo
a,b,¢c et ¢ fint numeri affirmativi: et quia iam &
et ¢ item & et e inter fe permotari poffunt, erit quo-

C P dx(a—xf T '
quc P—-'jxq_ tdx(l _x)c—-l.'
ex Th. 2. per fe eft manifefta.

quac conucrfio autem

Scholion 1.

34. Problema ergo propofitum non in genere eft’
folutum, fed tantum cafu, quo f—b-+t¢; et g—a-c;
ficque folutio noftra duplici limitatione reflringitur.
Vnica vero tantum reftritione eft opus, ne valor
ipfius P vel fiat infinitus, vel euanelcens, qua requiritur,
vt fit a4c—+f=b-+¢—+g  Quo autem problema
pro hac vnica lithitatione foluatdr, neceffe eft plures
formulas integrales in computum ducere, quod hoc
modo pracftari poterit.  Pofito igiur 4a—++c+4-f
=b+e+g, cum fit

—acf (e Xet1Nf4T) (9o} (etea) (fd2 -
P""’beg' B 1)e4-1Xg+1)" (5t13) (e=t=2) (g4-2) etc.

fatmatur P=QR, fGtque
QUE=D (rrat(—gen) o\ 2 S d(x e
= rrXp—7) * (p-r=1) (pFr4-1) - 6LC- 50 - T -y

] H
et R =22+ (at)lydnEitti) gpe _f’-43 dx (1 ~x)
= BelatM G140 T T Ay (1—x)Y

Fiat jam primum membrum produ®i QR aequa-
lo primo  membro formac propofias P, feilicet
N - ‘

ie
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C aYBa (P —q) __acf

S@ar NP+ (p—r — beg> quod phisibus modis fieri
poteft. Primum -enith illud pluribus modis ad tres

fattores poteft reduc1 ponatur fcilicet ﬁ—l— E=p-t-r.
et ¢+ry-—p+q,' vt * habeatur q_a-l-y-—p'
et r— -+ ¢—p; eritque:

ay(2p—e—y) __acf

Be(2p—B—e) = beg
" Quod fi ergo fatmatur a=a; B=H; y"g; c=e;
¢t 2p=a—+c—+f=b-e-+g; et §=ac—p;
et r—b-4-e—p. Sicque- nulla alia reftritio hic in-
voluitur , nifi vt fit a—4-c+-f=b+tec+tg=2p.
Pro hoc ergo cafu erit producti infiniti propofiti valor
p4te Jurtmbeordy{ 1o gt fyh gy (gt
Tb-e " Ja P dx(1 —x) AR gy (1-x )Y
vbi iam tam litteras 4 et ¢, quam & et ¢ pro lubitu
inter fe permutari licet. '

Alio modo - fiatatur 'y—p-}—r et e—p~— q,

vt fit

alB-+ep+q) _ acf

Blat-vyXp—r) ™ beg
Iam fit a—a; B=b;, e=c—b; y=—e—a; erit
q—=p~—c—+b et r—e—q—p; hincque f—2p—c-+-b
et g=2p-¢-+¢. Sin autem ponatur fumma a+c+f
—b-t-et-g=—ys; erit a-t+-b+2p=s,ct 2p=s5-a-b,
ficque p—+g=s—a—c=f, p-q=c-b; p--r=-e-a,;
p—r:::—b-—-e::g; et q+r_..b+e—a-c Atque
hinc oritur:
p_$8-¢ Jasbemrdy( 1m0 [xt=dx(x x)"'b"'
e—a " ity (x—x)PHeT0TE [t d.t(l—x)"‘“""
Tom. VI. Nou. Com. S Vbi
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Vbi iterum tam litteras q et ¢, quam b et ¢ inter fe
permutare licet. Vel erit etiam ob plures valores ipfius Q

p— c—b _[z“"dx(x-x)“"““ ﬁb-‘dx(x—x)“'b‘“
e—a jxf-‘dx(l_x)“"‘—’ Je—de(i—xf
At formula prius inuenta, ponendo s pro 2 b, abit i

hanc,
a—-¢ fx5—tdx(x —xpte~s fxb"dx(t—x)’_‘

P—'b-—l-e SR dx (1= [ dx(i—x

Scholion 2.

38. Qlodﬁ iam omnes iftae permutationes ad-
hibeantur, quae pro formula Q obtinent , atque fbrmula.

propofita fierit 2

P— acf (3= 1) (e 1)(ft=s) . (3= 3)(¢ A= 3) (Ft=2) ete.:
—beg bt 4TNE 411" G A2)(€42)B+2)"

foeritque @ —+-¢—+f—6—+-e-+g, reperientur fequentes
valores pro valore P, fcilicet :

I fx""""dz (x =Y+ f—1dx (1 —xy—t—

= gﬁ‘ 'dx(:—x)"*'f-e " =idx (1 —xy—e—
ffx‘—’dx(l-x)f—z fxb"’dx(x—x)C—b-—',

| P::e_';[xc b"'d“"(l'--l-‘)'f"'8 18— 'dx{t—xyf—8— =
c-bfx““'dx(x—x)s—f ij-'dk(l_x)c—b-.
—% JaTdx(s—xp—T [x = dx(1— x)e_.,_,.
_c-b [x8=dx(x —xpe—ef fpb— ’dr(‘_"‘)c—b-"‘,
A LA TIUET T il ol Gt
£ faPeig(rx)f — B0 fab - idx(x —xf—:

G e L

:g '/.i“’“*""a’.{;:_(1-_—.x')’f"""‘e Jx*=tdxa—~x)

's."U

P=
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[ idaea)I=8 [P —dn( gy
P"’b+e'jx“‘""'dx(l—x)7r" £ [ = rdx(z—xF—"
P—‘a_‘—c fxb"'"_—ldx(xl_.x)g—f be‘—ldx(:'_'x)o—!

=g Jrimdxa—xpF Jxi T da(a—x)f
p—2¥ Jx&-dx(x =P fat=dxlz—-xf

= bte JaTdx(z =P+ [ dx(a—a)f T

Porro antem hic tam ternas litterss 4, ¢, f, quam has
b, e, g, pro lubitu inter fe permutire licet, ex quo
maxima copia formnlarum , quae omnes ¢idem valori
P funt aeqpales, enafcetur.

Scholion 3.
9. Hinc efiam pro produtto fimpliciori
P e 6 dew s o
fi fuerit @-{-c—5b -\-e, practer valores fupra inuentos
plares alii exhiberi -poterunt.  Primum enim quia
@--c—b—+e¢ valor in problemate 5 inuentus huc per-
) _JEdx(x—af e
tinet : P"'jxc—'dx(l—x)"'" Deinde fi in ferie §.
praec. vma litterarum =, ¢, f vni ex &, ¢, aecqualis fta-
tuatur , vel haec eadem expreffio, vel aliae obtinebun-
tur, quac cum praccedentibus erunt: )

_Jrde(1 -y P_fx”"dx(t—x\""';
= ff-’dx(l—-&_)b“" ) = = dx(1—x)y "
' —x) ' e Yo b
=§§:’dx‘(l x)b-a-, ; P:‘—ftxdx(t J)Ce.,_,
dr(1—x)" Jo—dx(s—x)
S P=
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. .P____fx_’s“'a'.ﬂué(t—x)"‘t ) 'P__;fa:""dx(t — x)¢ b
T e (—x)fr Y T [ (1 )
‘vbi et e~8=c~b et c~e—=b—q.

In fequedtibus eft ‘» numerus arbitrarius :

T fxr v d x (rx Pt [yt i x (1 — )

P= _/;x“‘:; dx(a —xye= fy - x (1 — x)ene

fx“""b“dx(l—-x)"‘b"'". fxu- ldx({ __x)b.—(

‘P""jx"’*"‘"dx(t——x)""‘"'. S dx (e —x)* "

' _Jx- dx(1—x)+51=r far—tgdx(r —x) -

P"”jx" “ddx(1—x)t f T [yt dx(1—x)°
_[edx(i—x )y [bda(r-xyt farde(n - xy-r
— [ dx(—x T fatrax (1—x P fa5 dx(1— x) e

quae poftrema iam in praeecedentibus continetor. Hic

autem monendum eft, fuperflutum effe hic rationem ex-
ponentium definire , vti fopra faGum eft. Cum enim
valor P certo fit finitus, fi a~4-c—=b~¢;° i quae-
piam formularom integralium habeat exponentes -negati-
wos infra —1; tum eam ad exponentes maiores redu-
ocre licet , ac wm verus walor ipfius P obtinebitar.

Formulie autem fimpliciores continentur in hoc Theo-

remate : o ‘

~Theorema 4.
go. Si fuerit a4-c=b-4-£=ys ; tum erit
Jat—dy(t —x)y—" ”jx“—'dx(x—xf-°'b"
JPF=ds G —af =« = [P dx(1—xp- b
£ quidem poft integrationem flatuatur x —1.’ .

Demon-
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Demonftratio.
Eft emm ex praecedentibus formuljs
] jx"'"dx(t-—x)"—“ jx"""a'x(t -x)f-'”-- :
fP—dx(r—x)-’ ”‘j.x”-’dx( 1 —xy—a=v
At ob atc=b+e=y, et c=s—a;, ae=s5—b;

vnde erit c—b—e—a=s—a+b, vnde forma propo-
Gra conficiur. - Q. E. D o

Coroll

41. Hic lTicet tam numeros z et ¢, qum 5 °
et ¢ inter fe permutare, vade quatuor  obtinentar for-
mulae primae aequales fcilicet fingulae harum foe-
mularam s

Jr—dx(x —Iz')““"'bf"' B Lt ) i
fxb--xdx(‘ _x):—a—-b-—x ) fx"’"dx(i—x)"'““"
Jr—dx(x—xy—b—e—r fr—idx(x -x) et
I (1 —xf e DT xfmc=es
Jat—dx(r—xy
Jr ”""dx(x—.ﬂ -t

Coroll. 2

‘4.2. Valox' amem vmuscumsque harum formmu.
larum  aequalis. ¢t huic produto ex fa&oribus infinitis
conflanti:

be (Ba-1)e-1) (%::’X____Z
44*(4+:Xc+c)‘(¢+zxc+z)‘ -tc.

:cqua‘les fodt  haic formae

53 o Coroll.
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Coroll. 3.

erit, pofito :

1(sv=1) ag 3l |
PF (5= ) (cq= 1Y ~ct-1)* (c4=aXs=C 43) etc.

ob f¥—dx(1—xf—' =[rdx=5.

P=(s—1) [ ~dx(r—xf~"
= (c—1)fx'—c—dx(x —xf —r=(s—1)
P=(s=c—1)fxf~dx(r=x)y~c?

l'rc-c—:dx(x_ fj_jx‘f‘dxflrx)'c Y NI 3 .
S e Py e U

Scholion.

- 44. 'Quomiam ~vero “huiusmodi formularum in-
tegralium comparationes iam -plures expofiti, hic im-
primis - nonnullos. valores. prae reliquis motabiles perfe-
quar, et quemadmodum ii per formulas integrales ex-
primi gueant , oftendam.  Notatu autem potiffimum
digna funt iHla produtta idfinita, quibus fious et cofinus
cuivsque apgnti exprimitur. Denotante enim ¢ angu-
lum reftum, et ‘(I) angulum quemcunque, confat
cefle -

fin. 9= (1 = (1 -55)(x — 23 (1= S et

‘et cof. p=(¢ 2D (1= 2% 1 — 2&) (1— 20) exc,

oee
Quodfi iam ponatur Q=3 ¢, erit ‘

mm - . ) . -
(- — =Sy ete. =5 fin. T ¢

361|An
mm mm .
(x - na ) (I —’un) (F - :;;nn) ctc' — Co‘::‘le

B X Vel
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Vel € angulus duobus re@is aequalis s introducatur ,
et ob g—3im pro m fcnbatut 2m, erit ﬁ\&ores euol.

ve: do "x
(x_myetm) ta—mtontm) Grmedm) e — X fin, 3 g

¢ gN. « R — R
- m)(ﬂ-l- 'm) ( t-ﬂn)( ﬂb—!—am] (SH—S_XSN+11H)
e — .2 . m . e SR ete. __co(' 7\'.

R¢ uccndo antem differentias- ad vnitatem, erit
L < =Y - =
(=24 (-3 24%) (33X FLER) PR P

1. 1 2. 2 3 e 3‘ mn A
(i—g‘.(i u) (a—“( "*‘-) etc. -—cof_ "o
Problema 6. -

45.. Inuenire formulam mtegralem 5 Cuits valoc
cafiy x= 1. praébeat fin. § 7.

.Solutio.
Cum fit .
-—-ﬁn—‘ (x-—“'\(t—|—,,) (2-3 )(24-'-3)
mr 0 I I 2. 2

comparctut hoc produ&um mﬁmtum cum forma gene-
rali

. __.Lc (Bterdepor ) (Binletr)  aeer
= & logei)edm1) (Gmakctea)
cuivs valor ante §.-4r. pkmbus modis in formulis ine

“tegralibus cft exhibitus. Statui ergo oportet e—1;
¢=1; b=1-3; ete=1+%: emque:-a+c_b+ra,
tum vero

s—a—b—1=- x+,; ;—a—e—x:—;—g,

:—b—c-x._-:—1— a3 :-c—c-x...-x--.
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Him: ergo pro P prodit fequens expreffio .
Jdx(1-x)° . S
P =1 — ——
. Jx "d.ﬂ,(x—x)'l ,jx?dx(t—x)
ad quam reliquae omnes facile reducuntur. Haec igi-
eur forma dat

ali‘

“d
fx® Jx(x—.x)?t——f—v«"-'—;' ="%.
(];--x) n ﬂﬁﬂ T

et poﬁto x=y", habebitur

Teg=n—1 A1 r
S AT = T
"""'d
lmanmusergoﬁn Ta=E i A QEL
(!-1)"
Coroll. 1.
'46. Per Theorema .ergo’ . primum haec forma
-m m«-x
"=y (1 m 7 obk' -.'i conuertltut in hanc j &
L I-{—j

ideoque” habebitur
yrTy T —
fl—i—] nﬁn—m’caﬁly —> -
quac forma ob fimplicitdtem imprimis eﬁ notatu drgna
vi o .o Coroll. 2.
CRT. ‘Habemus ergo has duas. acquahtatcs admo-
dam notabiles :- -

1d
T P oo y=a
I e T
. mw m—y
&t —a—= TJ——-—‘-’-'Z poﬁto j'_"N

nfin"x 2T 0 quibus
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qpibus igitur cafibus wtrinsque farmukae integrale fasis
«ommode exhiberi poteft.

Coroll., .
48. Cuom ergo pofito x—1, et y—sv, ﬁ:
x . ‘m—-)dx "b—xdy

-— mr—

afinZx  (1-x)n " +7

& pro m foribatr 277 +4-m, ob fin. ”i""'""n._ﬁn 2%,
£t quoque

Lprinck iy a‘"‘"'dx "
j— ’"'“""'_f =/ afnzig *
‘(1 ,'- (‘ xn). ‘ °®
yzin-l-m-nd’— '"""dj _ .,r—
147" T7144y"T afinlw

" denotante § numernm integrum quemcunque.

Coroll. 4.

49. Quia porro denotante i numerum integrum
quemcnlnque fi pro m fcribatur 21”—”, eft fin. sm—m -
_—- ﬁl) s T erit

x2iR-ma 1 g 'xm—xdx ! o
U= b
{1—x%) » (1 —2"s Al

‘:'/]ziu—-m—xdj, _IJ_TQ J——

1+ X4y sfinGw

‘Tem. VI. Nou. Com. T Deinde
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Deinde fi pro m (cribatur (2i-1)2-m, ob fin Ci=dem
—fin. 3 =, erit

x(gi—m—n-x dx _ Xt dx pos
J TG ® ™ — m_
(1~x")"= (x-a%s - nfin.x
f’,(;i-.)n—m—ld] _ ym—ld7 _ -

I+ ""j;+j""‘ nun.g:t'
Denique erit eodem modo
ali—nmtm=1iy iy

k. 4
2 1=1) =T ':..[ me—" m
f(l -x")( )'.+— (1-2%% afin. Jx -

Cbroll. 5.

M anms |

j d |
so. Cum formula integralis f];-_—t_—]{, faepins oc-

currat, operac prctium erit, ¢ius valores pro praecipuis
cafibus exponere, pofito y —«<v. Erit ergo

dy b n n
]x+_yy"'zﬁn.-;—'? ob ﬁn.-:_.t
dy 3 27 ® V3
f!+j“""3iin."%"’3'l/3 ob fin. 3 =
ydy T 27 2w V3

= imE Ty ® b 3=

-4
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I d€7 _ =® _ =

I+ y*" 4fin.37 2¥a
ydy _ ™ _ %
ft-i—]‘_' 46in.27 " aVa2

y*dy___®_

fx—t»f fl+,r 5 '5
IJJJ ff’il_,_ v
13y x4y T s
P, ydy __m _ =
e A t+}""’6lin..“!"'—3‘

€t 1t2 potro.

Problema =

143

31. Topenire formulam integralem, cnins valos
caft x=1- pracbeat <ol T 7.

Solutio.

Can fie

t°.f' n

galis

P=

— G- )(, —) (=243 e

be (6+1)(e+1)
ac ‘(@ 1)(¢ 1}’
2"

hinec-

comparetur  cum hoc produtto infinito forma gene.
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Kincque fltmtar a=1; ¢== 53 b=3-%; e=1+4-3 m,c
w fit s—=a+c—=b-te=1 5 atque

§= 3‘5-!——-‘1—!'.4 S~@-C-1==-F-T3
$-b—6~1=- x+,“‘

NI e m’..
S=6-e-L=-3-3'%
Eritqne idcirco =

P— fx H 4.1 (r - 1’) - : fdx'.:V(x'—xx}_
Jx ""dx I- x)_‘*ﬂ _F_—;_.d:f___.
. Gyt

d'z .
At eff -[V(x ) = pofito x = »~

Vode it P=col. s ®=—w +

(1-2)
Per reliquas vero formulas ipfias P lmbebitmf'

P=col® W_fx ‘d‘x(t—-a:f) g n fT zbc(l—x)

1 m <

i ﬁr‘*”w(x»-») =

Q E L | |
Coroll. 1.
2. Ponaur xr=jy", et prior forma abitin hancs
col.T = id
ST
m
(s )t



INTECRALM PER PACTORES. iy

m .
T — —-—-2—— .
(r—xx)’+ 2 cof.mw

Coroll, 3.
§3. Eff veto etiam per Theoréma primuny

- ¥ —'-'_!.; . EL‘-
a3

S dx(z1—2) ::j‘fu —; pofito y= oo,

m

Cumnglmrﬁt[l_rj

&t erit

mepl iy Inwcmey

j’ ‘I-”:—k ud :ﬁy d-j«
A acol.Zm M 2 Y

Coroll. 3.

$4. Si et reliquae formulac per Fheorem prb
sum conuertansur , prodibit : .

.
S m Y g,
(I+J)’ fr+f)‘ v
Ny _ g Ydy

it ST L P T
S dx(t -x) fy(,+_y; Y(r4»)

T 3 pofi-
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pofito y=—ev. Pofito ergo »* pro y, erit

Y™y J,J'""dy
mx ( 14 y.)H‘"-; ( I +Jn).+"‘
cof, = 77 —

T iy
V(242" V49",
Coroll - 3,
84. Si pro m fcribatur in—m, ob cof (in-m%
~ " 'dy

=fin.Z x, obtinebitur primum Tn__}— g

vt ante j rcliqme vero formulae dabunt

ST
o Py D) TE (r-w’f .
Jj ;”"ﬂ""lé’ d’

Vaar) IV(x-l—f)
et quia- pro cofinu licet = megatine fumere erit quogue

fym-—;n—x{z J].w !dy |
»
N e v AL (!~+f)-
fin.Tm= mmr . =

n—m—1 d’

JAmney. S
Y(+r) Va+r)

Cosoll
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Coroll. .

$s. At vero ctiam ex pracced. problemate
sliam formulam pro cofinu licet elicere : Cum enim,
pofito 2m pro m, fit
X _ ® e ’!'l-ld'
glin.2"n 2af0.l%.colZx  ~ xepyt °
etf]l_‘_;':nﬁu?r;'-x fi haec forma per illam &
vidatar, habebimus:

._’T_-'__d.’ j’n—"”
scof 2 m= 1__1—_’_': feu cof. “ﬂ_lji.
Yy e y* " Ty
i+ T4yt
Coroll. 6.

36 En ergo plures formas integraks, quac cafo
=o pracbent fin.Tw

"'—”-'.d_y.

L ¥ o i ’

qf’n- ” -ale . —gm—ld]

L o 1~
in—x m—in—1

d : s d
J—2 —

1L L(;—H")T‘ . (1M
—#m—1 * m—in—1

dy . 7 Tdy
ﬂ’_’(* -+ | s Va4,

[
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j’ iﬂ-—'!d’ jy‘;n—fn—lg
*  m—x1, * : n—m—1X
I 4y AR 4
- Y(a4m V(H-:ﬂ

vbi notandvm eft, in formis 111 et IV ; item in V ot
VI, feorfim numeratores et denominatores inter fe efle

acquales.

Coroll 7.

Y. Simili modo totidem habcbumls formulas pro

;of. 7 quae font;

j‘ J,‘m--ady
ot 1. 1—&—;"‘
L -, ””"'J
o’ dy —
L 74“]“* 14y
o tay g2y
T (!+ )§+_,.
gr. 7T w. 2
T e '"_m’_ld
Yy _dy JZ z
’ : ;ﬂ""‘t
s "y /—y——'——ﬂ—;
v, v G2
Vo o T namely
y ] d] _____-_7_
N i V0



- INTEGRALIVM PER FACTORES.
~ Scholion,.

153

s8. Hine vero- etiam plures: formulas pro tan-

gente anguh -7 deducere licet 5 quarum quae
ﬁmphclorcs th cxlnbebo.
< .
: ' 3 In -m -3

s " ry d’ .
J
m — I +j o e
. = ®-=
‘m% -". - Jm-'dj ?
45" .
Pl i

m—1, ~—  Ip—1
ff dy f J dy
AT Ty

funt

Deinde vero ex combinatione harum formularum in-
fignes proprictates innotefcent, veluti in—4 et m=rx,

€It
dy
;
r __® iy f;(r-u
Ya— _dy_— a4 d
£f2_ o pdy T grdy
24y x—h}' j{’(lﬂ)
Tom. VI. Nou.Com. A




vs4 DE EXPRESSIONE INTEGRALIVM ets.
ydy o 4y ‘
fif( +77 -fi/(t+y‘?
T A
V(i) V‘(s+3'3

wde colligitur fore J‘V(“’*’J’) f—(—:‘_}) ~ycali1 y=o0, -

(r-Hdy _
ﬁneﬂéfﬂl_‘_j) =03 tahhnautcm pxopnemibu
eucndis hic non immorot.

SOLV-



NN X o X 4 T
SOLVTIO GENERALIS

QVORVNDAM PROBLEMATVM

DIOPHANTAEORVM QVAE VULGO NONNISI
'SOLVTIONES SPECIALES ADMITTERE '
VIDENTVR.

Auétore
L. EVLERO.

nalyfis Diophantaea , quae in problematibus inde-
terminatis per numeros rationales vel etiam inte-

gros foluendis verfatur , duplicis generis problemata
tractare folet; quorum difcrimen in ratiome folutionis
maxime eft pofium.  Alia enim problemata ita funt
comparata, vt folutiones generales exhiberi queant,
quae omnes plane numeros fatisfacientes in fe comple-
&untur : alia vero nonnifi folutiones particularcs admit-
tot, vel faltem per methodos cognitas nonnifi tales
folutiones ervere licet, ita vt practer numerog, qui
forte repennntur » iofiniti alii problemati fatisfacientes
exiftant , qui in folutione inuenta non contineantur.
Vbi quidem in gerere notati conuenit, prioris oxdinis
problemata multo facilius refolui, quam ea, quae ad alte-
rum ordinem referuntur, quippe quae plerumque fingula-
rem fagacitatem cum eximiis artificiis coniun@am requirunt,
in quibns maxima vis huius Analyfis cernitur. Qmo,
Va
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Erit ergo 5 — 7 =41 hincque x et y fint vel seque
multipla, vel aeque fubmultipla, numerorum pp—gqq et
2pg. Sumta ergo 4 pro indice generali fiue muli-
plorum, five fubmultiplorum, nancifcemur '

y=t2apq et x=a(pp—q4)
et ob s 1 y—249¢g erit x4 2=V (2x-Lyy)=a(pp+4q)-

5. Problematis autem , cuius folutio per metho-
dos cognitas generalis exhiberi mequit , exemplum efto
quaeftio de inueniendis tribus cubis quorum fumma fie
cubus : fiue quaerendi fint tres pumeri X,y et 2ita, vt
fit x° 4y - 2"= cubo. Quod problema cum ab
ipfo Diophanto, tum a recentioribus, pluribus modis
extat folutum , atque ita quidem, vt iufinita multitudo
folutionum fit exhibita ; neque tamen vlla folutio tam
late pater, vt omnes plane cafus huic quacftioni fatis-
faciéntes in fe comple®atmr.  In hoc problemate etiam
vel vous cubus x°, vel duo 2", tanquam dati fpe-
&ari poflunt, vnde vel duos reliquos cubos, vel vni-
cum quaeri oportet, vt fumma fiat cubus: quomodo-
cunque autem folutio inftituatur , tamen maxime parti
cularis euadit. -

6. Quod quo clarius perfpiciatur, folutiones dari
folitas hic breuiter commemoremus. Sint igitur primo
dati duo cubi &° et b°, tertiumque x* inueniri opor-
teat, vt omnium trivom fumma &"—+ 5"+ 2° denuo
fiat cubus : Manifelum iam quidem eft, radicem huivs
cubi maiorem fore quam x, fed etiamfi ftacvatur —x %o,
tamen aequatio quadratica pro inueniendo x prodit,

ficque
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ficqe difficultas non diminuitur.  Poni igitur folet
X—p—b, vt fumma trium cuborum fiat :
&'+ 3bbp—3bpp—~+p' — Cubo —o*

atque hac quidem pofitione amplitudo folutionis non
reflringitur.  Porro autem eiusmodi cubus aflumi de.
bet , vt incognita p -per acquationem fimplicem | ideo-
que rationaliter exhiberi queat. Manifelum autem eft
" hoc duplici modo fieri poffe: primo enim fumto
v=a-+p, fiet

&+ 3bbp—35pp+p'=a'+3aapt-3app--p
Wbi com termini 4 et p* fe defirnant, reliquum pet
32 duifum dat :

A . __&$b—aa _
bb—bp—aa-1-ap, ideoque p— b —=b-a
wnde fit x—p—b——a, quo cafu vtique fit:

QA2 —a" -5~ — ' — cubo

7. Hanc antem $lutionem maxime particuls-
rem eflc, ex aflumtione waloris o—g- ? cuideas
eft , cum vbique fieri poffit, vt quantitas

@ —+-3b0p—35pp—+p°, fit cubns, cuins gadix
non fit g+ p

ita vt hac reftritione folutio maxime fit Iimitata 5 WA
de fitum eft, vt etiam vnicum valorem pro p a¢
proinde pro x exhibuerit, qui adeo ne folutionem qui-
dem idoneam fuppeditafic eft cenfendus , propteres
quod inuenimus ¥ ——a , qui calss tam et obuis Toa
fponte, vt ne pro folunone quicem admutti queat.
Pro v igitur alius valor fingi folex, 1als tamen, vt in-
VCARO
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veatio -ipfius p ad aequationem ﬁmphcem perducat
guod vfu venit ponendo v —a + & p 2 ﬁet emm
a*—-365p—3bpp—+p' =@’ +-3bbp—+ %5 pp+is P
gnae vtrinque deletis terminis a’+3bbp per pp dx~
vifa dat:
—3b-p= &+ Gep fen p =T

35(a® .
8. Cum igitur hinc iovenerimus p= =22 ba?3-E)
3} _ aa%bhy-b¢ b( 54 B%y |
= Ly, et xa—p—b= v — T ), quae

£t radix tertii cubi ad duos datos @*—+-4* addeadi, vt
fumma fiat cubus. -Erit autcm ﬁlmmac radix . cubica
per  hypothefin — v —aq - "p a+ %5, five

‘ bs s B3
o= TR =Y Quicynque ergo  numeri

pro a et b fueript affumti, hinc habebuntyr tres cubx »
quorum fiamma eft. cubus. Hi fcilicet erunt:

@ b () = (T
‘Verum et hanc folutionem maxime -effe fpecialem ex
ipfa inueftigatione perfpicuum eft, cum plane pro ar-
bltno noftro radicem ‘trium .cuborum finxerimus v—a

-+- b p , cum fine dubjo infinitos quoque alios valo~
res recipere poffit.

9. Porro autem datis duobus cubis vnicus repe.
ritar tertius cubus , qui cum iis coniun&us producat
cubum ; manifeffum autem eft, infinitos ‘huiusmodi dari
cubos. Si enim fit e —4 et b—3, radix tertii cubj
hinc prodit .

e 3{2.64429)__ 46 . .
= ERESY =5, et o=, ia vt fie

43 (G5 =55
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Nouimus autem cpbum quinarii ad hos cubos 4.2+ 3¢
additum quoque producere cubum fcilicet fenarii, feu effe
344 —+5°=6°, qui tamen cafus in hac folutione
non centinetur. ere fi ad hoc preblema foluendum,
vt ﬁt a*+y'—+2*=0°, quis dicat fumi debere :

bl2a4-b %)
r=a; y=b; et 1= =L h—
. a(a’-l— zb ) h fi 1
tamque fore v — —i—; ae formulae quidem fatis-

facione , fed etiamﬁ, ob duos numeros @ et b, arbitrio
noftro reli®os, infinities infiniti cuborum terniones hinc
exhiberi poffint, quorum fumma faciat cubum, tamen
infiniti alii exiftunt cuborum terniones idem praeftantes,
qui i iftis formulis non funt contenti ; veluti hic cafus
X=—3, ¥—4 et 25, pro quo fit v—@6. ,
10. Latius quidem patens reperitar folutio , fi

vnicus tantum trium cuborum quafi datus affummatur, ita
wt fieri oporteat

il b s o A=t A8
Ponatr hunc in finem ¥ =pu—-r et y—qu—r, qu
quidem pofitione nulla reftri®io inducitur, fietque

a*—+-3rr(p—+-q)u—3r(pp—qq uu—+(p*—~+-q*)u'=v".
Iam vt quantitas # hinc rationalit~r definiri queat, fin-
gatur v—a— Z (p~+ q)u, qua pofitione vtique folu~
tio iam vehementer limitatur: ex ea autem obtine-
bitur :

”’:d’+3'f(P+q)u+ *(p4-q)uu-+ < (p4-q)e.

Deletis ergo vtrinque terminis @~ grr(p-+qu,
et refiduo (p-+-q)uu diuifo, emerget haec aequatio:

Tom. VI.Nou.Com. X ar,
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3 (p—g)+(pp-pa+- qq)u: (P-l-q)-{—aa(p-l—q)"u:
€X qQua eruitur : Y= o i

1x. Valore ergo hoc - pro u inuento, erit

— sa3pr¥{p—4=7)-a0rlapp-=2p1—q7)—r7(p4q)*
¥=pu—-r— <Spp-p14-q2-T Sp+1*

—y— 2 3a¥ir 4 p4=1}-a8 (g1 p3-2 19)=4=17 (P4=7)%
J=9 T a8 pp-pq+-aq) TS p+1°

- rr PRSI NS P+7)‘=
ctvzatg .([’ +q )” — T @SppI TR

Cum igitur quatuor litterae a, p, ¢ et r pro- arbitrio-
affumi queant , haec folutio vtique infinities latius patet,

quam praecedens , vbi duae tantum litterae arbitrio noftro

relinquebantur.  Verum tamen notanjum eft, rationem:

tantum litterarum p et ¢ in computum ingredi, ita vt
hinc litterac arbitrariae ad tres tantum reducantur: ni-

hilo vero- minus et haec folutio, ob limitationem circa:

radicem @ adhibiam , pro pamticulari eft habenda, ita

vt terniones cuborum exiftant in his formulis non con-

tenti. Solutio autem antecedens ex hac emergit, fum-

to p—o, ita vt haec infinities illa fit generalior.

12. Adhuc generaliorem autem obtinebimus ,,
fi nullum trivm cuborum tanquam cognitum affuma-
mus., feu in genere quacramus. x, » et- 2, Vvt fit' x5+ -y ¥
~~2*=w% Io hunc finem ponatur."

x=pt+u, y——=—pt—t-qu, et 2—t—qu-
quibus. pofitionibus. nihil' adhuc limitatur ;. facta. autem:
fubftitutione, oritur
U-gpprtu—t-gplun—-w =g
- 3ppgtIu-3pgqtun.
~3.qtu—+- 3, gqtum.




N
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Iam fogatur o —?—+-u, vnde quidem maxima limita-
tio nafcitur, et aequatione per 3?u diuifa, reperietur

(pp—4-ppa- 9t (p-pgg+qgu=t+u, feu

-1 -p4qq-Paq,
=555 550 ¢ capi ergo poterit :

t=n(-pqq+qq—+p-1) etu=n(-ppq-pp+q-+1)
wvnde elicitur :
x=n(—ppgq-+p99— ppq—p+q+l)
I=np-+qg-pp+99—pp9-p49)
z=n(-4-ppqq-pqq+ppq-+p—q—1)
QV=n(—Ppqq-pPq-pp—+yqq-+p-+g.
Hinc autem fit 2=—-x et v—=y, qui eft cafis per
fe obuius.

13. Sequenti autem modo folutiv latius patens
ervitor : Ponatur

x/—mit--pu; y=nt-{-qu ct x==—nt —-ru, eritque
ety -2 =ml = 3mmp]  -3mpp)  —4-p*)
~- 3 nngpttu-tgngq btuu—+ g* tut,
A-gnnr) —gnrry 4r)

quac fumma cum debeat effe cubus — o ponatur :

u=mp - ZoREGET) ; eritque dinidendo per sy

at(mpp—}-n(qq-rr))—i—u(p’-{—q’ +13) =
2 mmp—-nn(q—4-1)) 4 s (mup+nn(g—+-r))’,

ficque negletto communi factore , qui ab arbltno noftro
pendet , erit

t=mS(p7 - gt 1Y) — (mmp+""q+f)>‘
u=3m mmp+nn(g+r)*-3m’ mpp-+nigq-rr)
X 2 quag
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e formae fi denuo per communem fikorem g +-7
dividantur , prodit
;:m‘(qq~qr A7)-3mnnpp- Smmn'pigrr)-ng-+r)s
u=-gmn(q-r)+6m nnp— 3m’ n'(g--r).
14. Hiac -iam pro %, y, %, emergunt fequen-
“¢es ‘exprefliones:
x=m’(qq-qr—-rr)-3mnp(q—T) —-gminnpp—mn(g4-r)e
y__-m‘n(zqq —2gr-1F)+SmPnnpy - W WP+ 30 qiqg+-r)
s —3mmmp(g4-r) 0 (g-+-7)
z__-l-m‘n(-gq-zqr-—}-zrr)+6m’nnpr+3 mpp+3 min'r
C g ) A-3mmrp (A T) (g A7)
quorum -cuborum fumma iternm eft cubus radicem ha-
S bens v, vt {it

ar—m’(gq‘qr-*f-‘”)*-fiﬂi‘”P(Q“')+3""”'ZPP‘3'”‘”’(§H""5
\\ . - 6mnp(qt-r)2mi(g4-r)®

\]—Ix verd numeri ‘etiam fequenti modo thxben poffunt :

x::-—i-\s mn pp—sm npq+3m°npr+ m +m]
qq -2mn® qr mn‘

reme

y—-:—-amwperdm‘"’l -gmn pr-ﬁm‘n'l )
—3mn®) +3mntrqq +“3m‘"‘f5" "'k rr
) —n ) —2r
2= 3w P 3mnSpgt 6men® v—m‘ni —fzm‘f] +2mn )
ramne S S gmen %qr+3m’ﬂ‘X re
/‘ —+2n 3 + w .
v..—:sm‘ﬂ’PPfM‘n'g +3mn 1 +m’ 'l +m ]
Aomn* +6m’n‘3p —gm'n’ ¢ q qr+3m nibrr
+2mns) +4.m I +2mn®
Quibus valoribus"ffubﬂxtuns au fit x* -y - ="
- 5. S
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1. Si finguli hi numeri infaper per coefficien-
-tem indefinitum multiplicentur, has formulie continebunt
6 litteras ab arbitrio noftro pendentes, quae quidem
ad quatuor reducentur, vnde eae latiime patere, omnes-
que omuino cafus in fe comple&i, videntur, veruro
tamen eX ipfa folutione , qua ipfi 9 valorem a litteris
X, y et z pendentem tribuimus, perfpicitor has formu-
las non nifi pro particularibus haberi pofle. Ceterum
quogue per alias pofitiones aliae eruuntur folutiones ,
quae pro certis -cafibus magis fint- futurae idoneae ; tum
ctiam methodus habetur ex .inuenta folutione quacunque
patticulari alias folutiones particulares eliciendi. His ta-
men omnibus artificiis , nifi in infinitum reiterentur,
mulla folutio , quae pro generali haberi .queat , obtineri
poteft. Quin etiam in vniverfum fere .adhuc -eft -credi-
tum, huius generis problemata matura fus ita effe com-
parata , ~t folutionem generalem prorfus non admit-
tant , ex quo fequens iftius problematis folatio , quae
renera eft generalis , imprimis notatu digna et finibus
JAnalyfeos Diophantacae promouendis apta videtuc.

Problema..

16, Inuenire generatim omnes cuborum terniones ,
quorum [umma fit cubus.

Solutio.

Sint A, B, C radices ternorum cuborum, et D
adix cubica fummae ¢orum; ita vt fit A*4B*C*=D?,
X 3 ol
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cui aeqmtxom haec forma tribuatur ; A’+B'—D'—C'
Ponatur iam:

A=p+q; B=p—q; C=r—set D=r+4s
qua pofitione amplitudo folutionis neutiquam reﬁnngl--

tur. Hmc autem fit :
+Bi=2p*+6pgq ét D*'—C:=25+Grrs
ﬁcque erit : '
p(pp+ 3¢9) =s(ss~+-3r7)
quac aequatio fubfiftere nequit, wnifi pp+ 347 et ss+grr

communem habeant diviforem.  Conftat autem tales,
numeros alios non_habere diuifores, nifi qui eiusdem fint,
formae : quod vt obtineatur, loco quatuor litterarum.
p,q,r et s, aliae fex nouae introducantur , hoc.

modo:
p=ax+3by s—3¢y—dx
q=bx— ay Cr= dy+tcx

vnde multo minus amplitudini folutionis vis infertur.
Hinc autem erit:

pp-+ 39— (aa—+3bb)(xx +3y_y) et

s54-3rr=(dd+-3¢s) (xx—+377)
ac noftra acquatio per xa~-f-gsy diuifa induet fequen-
tem formam :

(@ax—+3by) (ea—-386)=(3¢y— dx) (dd+-3¢0)

qua id iam fumus confequuti, vt litterae x ety vnicam
tantum obtineant dimenfionem, ideoque rationaliter defi-

niri queant, Cum enim fit':

x __ —czblaa4-3bB)43cldd+scc)
y = a(aa+;bb)+a(dd+gcc3 b} ponatur

x= —pgunblaa~t36b)+3nc(ddt3ec)
J=naaa—+36b)—+nd(dd+3¢c)
.Ex
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Ex quibus valoribus Ltterae p, 4,7, s ita definiuntur ,
wt fit: » _
p—=an(ac+bd) (dd+3cc)
g—=n(3b¢c—ad) (dd—+3cc)—n(aa—-3bb)*
r—n(dd—+ 3ec)y—n(3 b6—ad) (aa—+ 3 bb)
s—an(ac—-bd) (aa+ 3 bb)
Atque hinc tandem radices cuborum quaefitorum A, B,
C, D erunt: '
A —n(3as+3bc—ad—- 3bd)(dd—+3cc)—n{aa-+355)"
B —n(3ac— 3bc—+-ad—+ 36 )(dd—-3cc)+n(aa+36b)"
C = n(dd--3cc’*—n(3ac—+3bc-ad+ 3 bd)(aa—3bb)
D—=n(dd-+-3cc ) 4-n(34c-3%c—-ad+3bd aa+36b)
quibus valoribus obtinetur, vt fit:
] A4+ B*4+C' =D’
et cum folutio nulla reftri®ione fit limitata, ~vtique
latifime patet omnesque cuborum terniones compl. éti-
tur , quorum fumma iterum. eft cubus..

Coroll. 1
x7. Derivemus hinc formulas magis fpeciales, ac
primo quidem fit 4—o; eritque
A—on(a+ b —nlaa+ 300"
B=o9gr(a—b)"+n(aa—+3b5)°
C=9nc*—3nc(atbaa—360)
D=gnc'+t 3nc(a—b)aa-+ 3bb).
Si Hic
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Si hic vlteriss ponator 6 —=a, fiet
A=—18nac’-16na*; B=16na*; C=onc’~24na"c
et D—onc*, '
fin autem fiat b——a, eruetur
A==—16na'; B=18nac'416na*; C=o9nc*
et D—onc'+-24na.c.

Coroll. a.

18. Ponamas nunc ¢=—o , eritque
A—=n(3b—a)d’—n(aa—+365)’
B=n(3b+4a)d+ n(aa:t;a bb)*
C=nd'—nd(3b—a)aa—~'3bb)
D=nd"+-nd(3b+afaa—+ 3bb)

Si vlterius ponatur b—=a , erit
A—2ned’~16na’; B=4nad'+16na*; C=nd*-8na’d; -
D=nd'+16na’d '

Sin antem fiat g—--4, erit
A== 4ibd’-16nb'y, B=2nbd +-16nb*; Cond*-16nb'd,
D=nd'+ 8nb'd. :

Coroll. 3.

19. Sit nunc & = o, formulaeque noftrae fient :
A=na(3c—d)(dd—+ 3¢c)—na’ -
B=na(3¢+d) (dd—+ 3¢¢)+na’
C=n(dd+3¢cc)-na'(3c—d)

D=n(dd+ 3¢c)+na’(3c+d)
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Quod! G -iam praetcrea naeuamr d=c¢, erit'

A=8nac'-na'; B:rcnac —+na'; C__mm; -2n4cy
D=16nc'4-4na’c;

ﬁn autem fiat d——¢ , erit
A=16na0"-na*, B=8na’-n4"; C=16m* -mc
D:;Gnr—i—zlm%

Coroll. 4.

20. Ponatur deniqué ’ a=o,, atque obtinebimus:
- A=3nbc+d)\dd-+3¢c)—9nb’
.B=3nb(d—c) (dd+3c¢)+ gnd’
C=nldd--3¢c)’ —gnbt’c—+d) .
" D=s{dd-ir e 986" d=e) |
Si viterius ponatur d—=¢ , erit |
—a24nbc"-ynb, Bognb*; Cx16pc™18nb c,D-'xGnc
fis auem fit. c=~d, - habebitnr,
- A=—9nb*, B——z4fnbd’+9nb’ C:wsﬂ?;
D= 16“‘-—{—18 nb'd. :

R

Coroll. 3. |

21. Si nowerorsm A, B, C .vnus. fiat. negativus,

quod pro lubim  effici- poteft, veluti fi fit A——E,
eit B'4-C'=D"-FE', ficque fimul hoc problems
genemliffime dedins folatum , quo. bina cuborum paria
gucruntur , GUOTUM ﬁ:mmag fint inter fe aequales.
S0 autem duse radices prodeant regativac,  velu
Tom. VL Nou. Com. Y A=
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A=—E et.B=-F; erit. C*=D" 4-E'-4-F’, ﬁcqw.
denno. noftri problematns folutio habebitur. -

Schohon r, )

22: Formulat. fgccnah(ﬁmag "in lns corollamv
exhibitae, ad binas has reducuntur, ﬁqmdem in Coroll -
pro a feribatur 22 et =7, =, et in Coroll. 1, :'a ptow

6'7
A— nac’—-qn :k:pnaca-—na
B—.2nac +na . .B=nd"
C=nctlnate C_9nc—3ﬂac
D =nctanac * D.__9m'

guarum prior conuenit cum: (h 1a §. 8 muema ,- altergt
autem pracbet huric “cafum' ﬁmghcnfﬁmum A...K =145
€=6.-¢t D=y, iti vt ﬁt o +6 +s .__-9:. '

L d

Schohon i A

23. Primo intuite* formiilac -generales ‘in - problew
mate .arataé) nod. lasius. patére: videntur , quam formulse.-
fapra §. 14« exhibitae , . cum * vesioque: quinqye - infint -
litterae - arbitrariae , atque iftae infuper’ coéflicientem.:
eommunem recipere. queant, ita We ctiam- magis gene-
rales videantur: laterim “tamen- ipa folutionis ratio de=
efarat - Firmivlas in  problemate - muentas. effé ampliffimas,, -
dum f&pehorés mfgni ‘reflri®tione “funt :limitatae.. Quae
reﬁn&xo quo:-clarins- perfpiciatr ; ex §. 13. perpenda»

tur. pofitio fv_._mt—l-"”" A R
§g—§-r)a I'am vcro eft mt+pu b:'ety-q-z*(q-l—r)u,

ERVIAR AN |

u;- .
'Y
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3ta vt pofitio fit v=x—+ m (y4-2). Quare, vt
fiat x’+j'+z =«', in illa folutione affumitur effe
== gquadrato ; ficque illa ad alios cafis noan

Yz — mm — o —
pateat, nifi in qubue fit >=F feu F—& numerms
quadrates.  ‘Quoties igitur $=-& mnen fit quadratum ,
cafus in foperioribus formulis ‘non continetur: huiusmodi
. .8 . K
antem cafos dari, vel-ex exemplo 1°—-6°- 8'_ 9"
. 9—¢6
liquet , in quo neque eos» beque 7/, neque ¢ fit
quadratum. “Solutio autem problemaus tali reftriGtione
: D—C __ =339 ___ aa—-3bb
non limitatur ; cum fit 3op — 7 = B — S

vnde ex folutione generali ii tantam cafus, quibus

= %‘; et numerss quadratus in formulis faperioribus

§. 14. continentur; ex quo fimma generalitas noftras
folutionis manifefto elucet.

Scholion 3.

24. Natura autem huivs problematis numeros in-
tegros tantum poftulat, et qmdem tales, qui ﬁnt primi
dnter fe; fi enim fuerit A’ B'4-C'=D", wm
problemati quoque fatisfacient omnia tam aeque multi.
pla, quam aeque fubmultipla numerorum A, B, C, D,
ideoque fufficiet, eos tanuum notafle cafus, qunbus nu-
ameri A,B,C,D ﬁunt inter fe cum integri, tum primi
dnter fe. Hunc in finem fumtis pro &, 4, ¢, d numeris
quibuscunque, fiue affirmatiuis, fiue negatiuis, inde primum
formentur

x=3n(c(dd-+30c)—b(aa-358)) .
ryr= q_(d(dd+3ce)+a(aa+3bb))
o Y 2 ac
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ac pro n talis famatur fra&io, vt x et y fiant integri
et primi inter fe. [Ex his porro formentur :
p=ax+3by; q=bx—ay; r=dy+cx ¢t s=3cy-dx
qui denuo per communem diviforem , i quem habent ,
&primsntor.  Hinc  denique lmbcbltut A=p+4g,;
B—-p 7, C=r—set D=r-y; ficque fiet
A 4+B'+C'=D". Atque <afis, qmbus vous ho-
rum numerorum fit negatiuus, fimul omnes folutiones
praebebunt , quibus famma -duorum cuborum aequalis
¢t fummae duorum aliorum cuborum. In hoc calculo
conueniet copiam numerorum formae mm—3nn in
promta habere , vnde deinceps formulac @2 + 355 -
et dd+ 3¢¢ defumn queant

F¥abals
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Tabula numerorum formae mm 4 3nn
numerus n '

Y3 Scho-
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Scholion 4

. 25. Ex hac tabula iam pro lubitu numeri pro
Aaa—+3bb et dd—+3cc affumi potermnt, vande valo-’
xes litterarum &, 4, ¢, d habebuntur, quos tam affirma-
tiue, quam negative accipere licet. Quodfi vero mino-:
xes numeri pro A, B, C, D defiderentur, conueniet. pro'
aa-+3bbh et 3:c+dd ciusmodi valares. capi » qui
communem habeant diviforem. Statuatwe ergo

aa--3bb—=mk et dd++3cc—nk .
Tum vero fit gc—+bd—f et 36c—ad=g, hmcquo
fet: =

A=nGf-+g—mmt

B=n3f—g)+mmk

C—=nnk —m(3f-4g)

D—nnk+m(3f—g)

'wbi notandum eft, quicunque valores pro f et g fuering
inuenti , eps tam affirmatiye , quam negative , * capi.
poffe, ob numeros a, b, ¢, d ambiguos; vade pro quouls:
cafu fequentes habebuntur determinationes: -
f=+ac+bd) o f= +( ac—bd)
. " g=+(36c—ad) &= (36¢+ad)
.Patet :autem, fi manente g capiatur f negatiue, eosdem;
numeros ¢effe prodituros ordipe tantum permutato, vnde.
fufficit pro f valores tantum affirmativos affumfiffe.
Practerea: maniftftum et , fi it m-—a, feu aa—+- 365
__dd—-}—acc , tum forp A=-C e D=B, vnde
et hos cifis excludi oportebit. Denique fi f—0, fit
A=—B a C=~D,; qui propterea calis quoque
: : Gt

yel
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foat omitteadi. Saepe numero -quoque euenit,. vt vel-
pro a et b, vel pro ¢ et d, vel pro vtrisque plures
valores - onaotur, €X quibus folunonum numerus €o-
mhaior cuadit.- .
Exempl-umi L
26. Capiathr aa-3bb=19, cite=4¢t =)
thimi vero dd—-366 =176, esitque:
==x d=7. ,d=8§
=9 'dlc =3: vel s
ZFum vero fit m—1;.n—4; et k=19/ Pro fautém’
et g fequentes prodibum: valores -

vel

I 1= 214 f._. 193" III f= 193%
8’—-"""1}1 g——+!91' g= 195 -
vJ= 5 f— 155 f= o3

I ‘&£=-+37; g —l—-26 . VL. g—‘+38'

vhde tertius cafus et fextus fant excludcndl. Atque-
bénc erit+ , '
' A= 12ftag-19 : Coee '
B= sz-—.-q;g'-}-ty : .

C=304 ~ 3f—g

D=3044-3f~3. '
Hinc ergo‘repﬁxetur pro’ valore gtxmo f,_zt etg=—+ v’ )
pro Kgmsﬁ:p. profigais inf
A=2334 44A = a79}ad = 184 : A:’::-sf'
B—271 i.HB '327B = sasl| fcuB::::s:
C = 241 + 11| - 239_(3 = 252 C =4 .
D= 367 + 11D ‘= 356D =" 378? D=¢"
N R R ‘. Cafis’

1l l-l I

L
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Cafis dutem: 2 et 3 dividendor formulas per- 19-, ob
f=r !9 et g__.+- r.19 dabunt.'
vel =~ [ vel
A—n+4. A—=15 A—=5A= 9
B=13 % 4-crgoB = 9th.aB =17
:13+L _C=r2 . ..;_.4.{C——x¢_
D= 19 41 D= rs D"dD‘: 20
Cafus IV quoy':"'.s_ et. g— - 37 dat: :
. T twel fotvel b o
-I+l’48 © A= 18A=L107 A= 6%
79 + 148 B=- 69B= 227, B=-23
C= 239‘—[—- 3'1 ergoc_‘_‘ 252C = 32~6e C__-. 84

A P ——

D—.:ix9+ 37 D= 28:D= 256 D= o4
Cﬁﬁh V quo f=£16' et g,__..—#- 28 dac:. -
A_._x73+ 104 A__277 = 69 A= 23 .
B— 211 +104. rgOB:' 107 ___315(euB::xos
" C= 256 4 26 C::230C::2&2 C= o4

" D=352 + 26 D_szé 378 P =126
En ergo plures cuborum teraiones ex. - ¥Filea- poﬁtlone
inuentos :
227’ 230'+- 217’;: f356’,t<>‘7“+:'. 56’—227'+a 26*
107" - 07 ey L e 23 942 °6a% 8y
28° 4 94t-royPerd ‘
(e 144 1P = a0}
<3'+- 4 4 P= 6
* “vade cofligitor .
336"— 227"1.; 230! 4-"277° = 326" — 107' ; item
126" —1057= 63° -}~ sf‘— 33' + 94"
~ Exeme

C

o >
II II
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Exemplum o
2Y. Sit ae4-355=28, enit velirx vel a-q.vcéz-s

cum vero fit: Lo=3 =2 lb=1
dd-3¢i=184, ait vd{d.. Sd 6 1479
c=3 13 :4. €<k

hincque k=28; m—1z ct n=3, tam vero pro f et
Tequentes prodibunt valores <
f= 145 g 7= 43 f= 2o
L £=-142, ix. E=-148, L. L=+ 30;
wI= 145 g J= 88y F= 26,
E=-1+ 43, g.._+ 0; g=+ 18
vbi notandum <R, hos valores, gquorvm I et IV con.
wvenimt , ofai cx fola pofitione v—1 et $=38, et
scliqoms " dnas eosdem producere. ﬂmce(go Iltbebimu
9f 4 38 — a8

= 252 4+ 3f - &
wnde cafis primus ct quartus dabunt per 14 dimidendo

A= 749  A=16=8% Az-22-x
= 11 49 .B= a...an: 20C= 10
c_15+3ergo C=12=6 Cz 18= 9
D—c2:1+ 3§ D::xs:'9 = 24= 12
Cafus vero fecundus per 4 dividendo dat:
A— 2436 = 38 = 19 193«:-34-:-!‘7
B=16 + 36 IB-—-zo.._.-xon = sz = 26
C:Go?—-xzﬂm C= 48— T C= w2 = 36
D—=66 &+ 12 D= 34 :27 D= 8= 9

Tora. VL Noa. Com, z Caizs
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Cafus tertius per 2z diuifus- dat :.

.= 85 - 45 A—=130=65 A = 40—=2»
B=13 + 45 ergo L. B»‘::: 68 = 34 11 B- =158 == 79’
= 93 + 1§ C= 98—=39 C —108— 54-
D=159 + 15 D=144 =72 D =174=287
Cafus quintas- da¢ per. 28 diuifls :. ’

A= 8&— 4

=10= 5

= 6= 3

D—=12 =6

Cafus. denique’ fextus per 2 dinifus, dat's o

A =103 4 27 A= 130=65=-5 A= 96 =93%
B =131 4 27 ergo‘vcl‘B zroe=sez4qp Boassogee
€= 87+ 9 C= 98=39=3 C= 96=485
= 165 + Q@ D=156=78=6 D=174=87

Ex hoc' ergo exemplo fequentes. refultant. formulae. ::
- 6 87 of
84° 439 4+ G55 =492%° ¥ firai—" 9*'+‘-w'f
207 4~ 54 —1-79* = 87" et 10° 427 = 19° 23"
3 4+ f-H 5i= 6Y 1774 39°= 26% - 35%
IBE 4 485 4 7pr = 8% .
hincque: fequitir+
875 —79* = 20" 4~ 547 = 3874+ 48%"
Patet ergo, ex: queuis+ exemplo affimtot plares : huiusé-
modi:formuks . obtiferi, - inter” quas autem eaedem fae~ -
pios. recurrent ;- quendadmoduni” cafus 3% 42 43 =~ 57 =6>°
~ in. ltoc. exemplo et praecedenté . bis - occurtit. '

.‘3_‘1‘3“
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28. En ergo folutionem generalem problematis,

quaeruntur quatuor numeri rationales A; B, C, D,
jta vt fit A 4B+ C=Dr, feu quod eodem re-
dit, quo quaeruntur quatuor numeri rationales, p, ¢, r
et s, vt fit p(pp—+34q9)=s(ss—+43rr). Quae
p oblemata cum methodis folitis nen nifi particulariter
refolni queant, manifeftum eft, has methodos folitas ad-
huc infigni defe@u laborare , ideoque mnotabilem adhuc
perfu&ionem defiderare.  Tum vero, quod hic de vni-
€0 problemate oftendimus , nullum eft dubium , quin
id in infinitis aliis pari fucceffu praeftan poffit. In gencre
quidem patet , fimili modo hviusmodi aequationcm wp
(mpp+nqq)=Bs(mss—-nrr), vel etiam hanc la-
tivs patentem (ap—+ B9+ yr—+ s e mpp+nqq)
—(ap-bg—-cr+ds—+ ¢)Xmrr--ass) 1ationalites
generaliffime refolui pofle ; ponendo -

p=nfr-gy o, r—nhx-4Ly
q=mly+gx  s=mby - kx
fict enim mpp—+nqq=(gg+mnf) (nxx-+myy) et
mrr—+nss—= (kk—+mnbb)(nxx-—+ myy)

vnde aequatio dinifa per mxx - mvy continebit inco-
goitas X e y vnius tantum dimenfionis , €x qua pro-

ptere: fine vlla reftri®ione earum wvalores rationalites
determinabuntur.

29. Non imrmerito igitur fufpicari licet, et
aliorrm problematum Diophaotaeorum, quorum adhuc
non nii folutiones particulares funt repertae, folutiones
quoque generales dari, neque difcrimen fupra memcra-

. ) ) tum
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tum ex folutionam generalitate et pasticularitate petitune
effe efficntiale ; vode patet quanta adhuc incrementa
Analyi fJiophantaca defiderentur. Ad quae i vaquam
penetrare  coatigerit , sullum eft dubium, quin inde
" voiuerfa Analyfis, tam finitorum, quam infinitorum, haud
contemnenda fubfidia fit acceptura. Cum enim in cal-
culo integrali praecipuum artificium in hoc verfetur ,
wt formulae difikrentiales irrationales in rationales trans-
formentur : hoc artificium ipfum, vti ex Analyi Dio-
phantaea in hunc calculum ef translatum , ita etiamm
indidemn emiosa auxilia meriko expectantur ; ex quo
fudium, quod in ifla Analy(i, vecunque Rerilis alias
in & fpeCtata videatur , amplificanda dmpenditur, neu-
tiquam inutiliter collocari ef cenfemdum.

30. Hic porvo alia conditio non mimns atten-
tione digma notari merctur, quod faepius in Analy(
Diophantaca eiusmodi problemata occurrunt, quae pes
methodes contlietas folutionem generalem admictere vi-
dentur, cum tamen haec folutio tantum fit particularis;
quibus»ca&us peculiaria artificia adhibert. debent, vt re-
ftn&io, ques methodus. confueta eft limitata, tollatus.
Veluti i dno cubi in numeris integpis quaerautur, quo-
‘sum fumma fit numerus quadratss 3 folutio nulle modo
reftriGta obtinerr videtur , fi ifta aequatio x*4-py* =22

ita refoluatur, vt ponatur =2 et y= %% Fiet enim
(p* —+-q)z"r’. ideoque z_m, et x= 5332-.
7= 7555 Vnde, vt x et y flant numeri integri»
fatatur r=n(p*+q"), vt habeatur
x=nnp(p*+¢7) et y=anq(p*+¢°)
ericque’ X~ = n*(p* —=4°)*= quadiato.
S 3r. Eth

>
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sr. Edi autem ifta folatio gemeralis widetur,
tamen nulli olii numeri pro x et ¥ inuenivetue , nif
qui commanem habent fatorem p*—4°, ita vt hinc
concludendum videatwr, nullos dari numeros inter fe
primos, qui, pro x et y fubflituti, quaeftioni fatisfaciant.
Iaterim, tamen cafu, quo x=1 et y=2, perfpicuam eft,
fore 2* 4-y*=9= quadrato. Tametfi autem hic <afus
ex formulis noftris derivasi poteft , ponendo p—1 ,
g4=2, et #=1, vnde vtique prodit x=1,9=x et y=i9
=2; tamen vt hinc alii huius generis cafirs eliciantur, ne-
cefle eft, vt pro p et ¢ ciusmodi numest accipiantur, quorum
cuborumy famma it quadraten, puta —ss, vt deinceps
poni pofit #=%: vnde prodibit x—p ¢ y—4¢: quo
paco id ipfum , quod hic quacriter , iam tanquam cee
gnitum poftulatur, vt fificet duo cubi affignari queans,
quorum fimom fit quadeyum.  Quenmdmodum- ergo
huic incommodo fit occarrendian , in fequenti probles
mate videamus

Problema.
- 32. Inuenire duos numeros ibtegros imter f€ pél-
mos , quorum cubi additi faciant quadratum.

Solutio.
Sint x et y mmneri quaefiti , ita vt effe debeat
B -p-y7 = quadrato. Pebet ergo (x—4-p)(¥¥—xr4-p)
= quadratum. At de his duobus factoribus aunote,
eos effe vel primos inter fe, vel ternarium pro ¢om-
muni menfira admittere , wvnde folutie fier bipartita,
Z3 g
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qna autem ita in -vnam compingetur , Vvt vterque
facor feofim x—-y et xxr—xy—+yy vel guadratum
effe- debeat, vel triplpm guadratum,

I Sit primum vterque fator quadratus; ac po-
mtur xx—xy—+yy = (pp—pq--449)* , eritque vel
xX=pp—2pq € y—=pp—qq, Vel x=2pg—pp
et y = gqq—pp. Priori cafu ergo opartet ve fit
XAy =2pp-2pg—4q qudnatum.  Quac forma
cum fit = 3pp—'p—+44)*, fi ponatur =7r, oporteret
effe 3 pPr=!p—~4*—rr— fummae duonm quadra-
forum , quod eft impoffibile.  Relinquitur ergo alter
gafus quo ¥4y =gq-+2pq—2pp=(g+p) —32p
== quadratum, cui f{atisfit poncndo )

p=2mn gt g=gmm—emn-i-n

¥=2pq-pp= 4mn(gmm—gmn—nn)

Y= 49-pp=(8mm~—nn)(3mm—4mn—+nn)
=(m—nf3m— B 3mm—-nm

{l. Tum wero ponatar xx~xy—+yy = triplo
guadrato— 3(pp-pq+ q9q) eritque, cui griplici mo-
o fatisfit:

L X=2pp—2pq- 49 [ ¥—2PP—2pq-94 1 *— ppt2pq—2qq
J= Ppt2p9-2499  y= Pp-4P4r4q y=-pptapq- 44
Cafu primo fit : -

X+y—=3pp-849= 3plo quadrato, feu pp-g¢= qua-
drato: vode fit p=mm—-nn; et g<2mn,
ideoque

g =e(m'—em’n— 2mn'-{ nt)

S =04 n—Cmman- gmn'+n
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Cafu fecundo fit: x~f-y—3 p p —=6pq—3plo quadratos;
ergo pp— 21 ¢'= quadrato, cui’ fatisfit ponendop_ s mm
et g—mm—nn, vnde oritur

X— gm*~+-6mmnm—n¥
y=-3m*'t-6mmnn—n*
Cafu demquc tetio fit x+y—=6pg~3497=73d et
o - ' 2pg—qq=0o
wde fit: p=mm—-nn'et g=2mm; ideoque-
x__‘_.sm‘—g—tfmmnn—l—n*
) .’I___ 3w+6mmﬂﬂ
En-ergo ternas folutiones p_toblcmatw propofiti :-
x== amn(gmm—3mn—-nn)
U’—- (m—~n) 3 m—n)3mm-—tnh)
1i. r= 2(m*—2mn—2mn*n¥)" .
’ b,-_; M= g m*n-6-mmnn - 4 mw 4nt’
L sx_ 3m*—1—6mmnn—-n‘
L,]_—sm‘—i—rtimmﬂn-l-nf

Vbi  quidem fecunda formd in” tértia;- qudé’ cum quartd!
conuenit, - contenta deprehenditur, - ita vt-feeunda, vti -’

gis- comphcata -omitti poffit:-

Coroll, 1.

g3. Si hae formulae, pro- 2 et y- indentié,  pey’

~

o GHae cum‘itlis congruunc.

. mAmérum™ qusdratam  quemcunque multiplicentur, eae”

quiefito aeque fatisfacient ,- ita-fcilicet fumma cuborum’
3% -y~ fiat niimérus quidratus, vnde numeri quotcuns-
e~ nOn - prim - inter - fe- obtincbuntur, - Simili  auteny’

mode”’
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modo fi hac formulae commaunem habuerint diniforem
guadratum , per eum diuifae quaefito petinde fatistacien,
vnde numeri inter fe primi pro x et g inucniuntur ,
quales hic proprie qmeruntur. Geminas ergo pro hoe
megotio habebimus formulas:
L x=4mn(3mm-3mn—-nn) . X= 3m*-+-Cramnn—n®
J=(m-n)3m-n)3mming) ~ y—- 3m‘+Cmmn nin*

Coroll. 2.

34. Euidens eft, dari infinitos cafus, quibus altera
harum formularum recipit valorem negativum : qued in
prioribus eucnit, fi vel m fit megativum, vel n; vel =
contineatur intra limites m et g m: in pofterioribus au-
tem, fi vel o fit malis, quam 3(x—+4-Ve), vel 2%
minus, quam 8 (¥ 2—x). His ergo cafibus duo repe-
riuntur cubi, quorum differentia eft quadratum.
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Audtore
L. EVLERQO,

lntet tot infignes numerorum proprietates, quae adhug
\ funt iouentae ac demooftratze , nullum eft dubium,
quin plerseque primum ab jnuentoribys tantum fung
oberuatae et in muliplici numerorum tra@atione ani»
maduerfae , antequam de iis demonfirandis cogitaucrint,
Ita de ¢o numeroum primorum ordine , qui  wnitate
fuperant multiplum quatgrnarii, cuinsmodi funt s, 13,
17, 29, 37, 471, etc, ante fine dubia eft obferuatym,
eorum fingulos in duo quadrata fecari pofic, quam . ia
¢o claboratum, vt huius obferuationis veritas per folidam
.demonftrationem euinceretur. Quod deinde quilibet nue
merus in quatuor ve] pauciora quadrata diftribui pofft,
Diophanto iam notum fuifle videtur, nemo autem ante
Fermatium eft profeffuis, fe huius veritatis demonfira-
tionem habere, quam autem nusquam publice edidit ,
jta vt mea demonftratio, quam ante aliquod tempus
concinnani, pro prima, quac quidem publice fuerit pro-
pofita, fic habenda. Interim tamen fateri cogor, demon-
ftratiogem Fermatianam, etiamfi mihi nihil omnino de
principiis , quibus innitebatur, fufpicari licuerit, mes
multo  fuifle perfeGiorem , ac longe latius patuifie,

Tom. VI. Nou. Com. Aa - Afleue-
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Affeuerat enim Fermatius , fe ex eodeny foute ‘aliorumt
quoque Theorematum: démontftrationes: haufiffe,. cuivs ge~
meris {unt, quod: omnis numerus integer fit famma
trium pauciosmue numerornm: trigonalium ;, item quodt
omnis numerus integer fit fumma. gninque’ vel paucio-
rum. numerorum: peatagonalinm j, item: fex. pauciorumue
smumerorum hexagonalinm',. et ita porro: de reliquis nu-
meris: polygonalibus in- infinitum.. Ego vero etiamfi' re~
folutionemy cuiusque numeri in: quatgor paucioraue qua~
drata demonftrai, tamen omnem adhuc operam: in
#itis reliquis theorematibus: demonftrandis’ inuciliter com
- funfi,. neque’ vllo: modo: edam: nunc’ Gltenr refolutioneny
in tres paucioresue trigonales oftendere potuit, etiamfe
-ea: fimplicior videatur , quam: refolutio in: quatnor pau-
cioraue quadsata.  Vesum: et has eximias numeroroos
proprietates: Fermatius: multo ante: per” indu&ionem: con
¢lufiffe eft putandus, quamry eas: demonftrare’ didicerit,
Ex quibus merito: colligimus, i numerorum: indole fcru-
nnda obferuacioni et induioni, cuit omnes has elegan~
tillirnas proprierates: acceptas referre debemus’, plurimume
effe: wibuendum ; ideogque’ ne nunc quidem: ab' hoc ne-
gotio viterins: profequendo- effe defiftendum.. Hoc™ enimw
modo pertingimus- ad huiusmodi’ proprietatum: cogpitio~
nem , quae alias nobis perpetao ignotae manfiffent ; ac
tum. demum occafioneny mancicimur ad inueftigationemy
demon@rationwy  viress noftras intendendi 5  veritites
namque pleraeque huius: geoerist itz funt compamtae y
vt prius agnofci debeant , quamy demvonffrari poffint.
Qumuis autem: hmusmodr proprietas: per affiduain ob-
feruatiomem fucrit animaduer(s , quae per fe menti non

parum
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eft incunda: tamen nifi demonfiratio Blida ac-
ceflerit , de eins veritate non fatis certi effe poflumus;
exempla enim non defunt, quibns fola inductio in ere
gorem  praccipitanerit.  Tom vero ipfa demonftratio
oon folum omnia dubia tollit, fed etiamn mnaturze nu.
merorum penctralia non mediocriter recludit , noftram.
que pumeromm <coguitionem continno Magis promouet,
a cuivs certe doétrinae perfetione adhuc longiffime
fumos remoti. Verum fi cui haec forte non magni
momenti effle wideantur, quod vix voquam vllum in
Mathefi applicata ¥fam habitura putentur , vius qouem
inde in ratiocinando adipifcimur, certe non €ft contem.
nendus.  Spat enim plerumque huius generis veritates
ita reconditac , vt earum .demouflrationes tam incredi-
bilem circumipeitionem, quam eXimiam ingenii -vim ne-
quirant.  Quare com vulgo ad ratiocinii facultatem
comparandam demonftrationes geometricae commendari
foleant, quippe quae regularum rationandi vfum maxi-
me -contineant, nelio an wmon ad hunc fcopum de-
monfirationes arithmeticae multo magis fint accommo-
. datae : in his enim multo .maiori cura eft cauendum,
ne a pracicriptis Logicorum regulis aberremus, quoniam
plerumque nimis ¢t difficile, in errorem non prolabi.
Deinde vero huius generis demonftrationes arithmeticae,
multo. maiorem f{ollertiam et fagacitatem ingenii poftu.
- fant, quam geometricac: vnde qui in his fuerit exerci-
tatus, longe facilius errorem in ratiocinando vfu edoctus
enitabit, fibique promtum ratiocinii vfurfi multo certius
comparabit.  Atque, ob haec tam infignia commoda,
perlutrationes naturae numerorum minime relinquendae
Aaz2 - viden-
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Videatur , in quibus ne inutiliter verfemur , ab obferom-
tionibus erit exordiendum, hincque ad demonftrationem
proprietatum obferuatarum progrediendum.  Huiusmodi
operationem iam ante aliquot annos confeci in contem-
platione diuiforum cuiusque numeri, qui eft fumma
dworum quadratorum, nunc igitur, vt viam ad alias nu.
merorum proprietates cognofcendas fternam , conteme
platurus fum numeros, qui ex quadrato et duplo qua-
drati funt compofiti, quales in hac forma generali
2aa~-bb funt contenti, atque in dinifores horum
numerorum fum inquifiturus. At hic quidem ftatim
notari conuenit y radices horum duorum quadratorum
numeros inter fe primos efle oportere, alioquin enim
" quilibet wumerns poffer effe divior , quadratem fcilicet
nameri , qui foret radicum communis divifor : quam
ob rem numeros 2 et b, ex quibus forma 22z~ bb
componitur, inter fe- primos ftatuam.

CONSIDERATIO CIRCA NVMEROS
. in hac forma 2 ag~4b contentos.
. Bxponantt primo numeri in forma 2 -j-44 contenti ,
tum numeri huius formae 8 45, exclulis numeris pari-
. bus pro 4 fubllituendis: tertio numeri formae 18 -5,
. fumendo pro & numeros per 3 non diuifibiles: quarto
numeros formae 32 -4~55, famendo pro & wumeros per
2 npon divifibiles, et ita porro. Sicque obtinebuntur f&-
quentes numerorum progrefiiones :
e-bb) 5,6, x1,18,27,38, 51, 66, 83, 102, 123,
146, 171, 198, 227, 258, 291, 336, 363,
492, 443, 4306.
8456)
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$-+-565) 9,17, 33,57, 89, 129, 177, 233, 297, 349,
449.

18+55) 19,22, 34, 43,67, 82, 118,139, 187, 214,

. 274, 307,379, 418.

32+b5) 33, 41, 57, 81, 113, 153, 80T, 257, 321,
393, 473-

50+545) 51,54, 59,66,86,99, 114, 13T, 171, 194,
219, 246, 306,339, 374 411, 491I.

72+6b) 73,97, 121, 193, 241, 301, 433.

98 +bb) 99,102, 107, 114, 123, 134, 162,179,198,
219, 242, 267, 323, 354 387, 422, 459,
498.

1284-86) 129, 137, 153, 177, 209, 249, 297, 353,
217, 489. ]

1621 bb) 162, 166, 178, 187, 211, 226, 262, 283,
331,358,418, 451,

200 +45) 201, 209, 249, 281, 321, 369, 489.

242+b6b) 243, 246, 251, 258, 267, 378, 291, 306,
323, 342, 386, 411, 438,467, 498.

288 +4b) 289, 313, 337, 409, 457-

338-+6b) 339, 342, 347, 354, 363, 374, 387, 402,
419, 438, 459, 482.

392+ 4b) 393, 401, 417, 473.

450-+66) 451, 454, 466, 499,

Obferuatio r.

Excerpamus hinc numeros primos, vt nancifcamoe
brmnes nomeros primos formae 2 22-+556, qui quidem
5CO non fiperent , quippe ad quem termimm omnes
progreffiones praecedentes produximus, atque ifti numer
primi repericatur efle ; ' ]
h Aa g3 3, 11,
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3 13, 17, 39, 41, 43, 59, 67, 73, 83, 89, 97, 107,

313,131,137, X139, 163, 179, 193, 211, 227,

233, 241, 251, 257, 280, 283, 307, 313, 33¥,

337, 347, 353, 379, 401, 409, 419, 433, 443 »

A 449, 457, 46'7, 491, 499. _

De his ergo obferuo, fingulos nonnifi femel in feris

numerornm formae 2@ 2+ bb occurrere: jta o nume-

yus primus , qui fuerit aggregatum ex quadrats et du-
Pl quadrato , fi8 wnico modo buiusmodi aggregatuss.

Obferuatio 2.

Si ex numeris expofitis excerpaotur ii, qui fong
produ@®a ex binatio et numero primo, xlh in ordinem
digefti erunt;

6,22, 34, 38,82,86,118, 134, 146, 166, 178,
194, 214, 226, 262, 274, 278, 320, 358, 386,
422,454, 466, 482,

vbi glii oumeri nop occurrunt, oifi ipfi pumeri primi

formag 2aa--bb doplicati, ac finguli bi quidem ny-
meri femel rantum reperiuptur,

Qui ergo numerys primus jn forma 2aa~+bb
fuerit comtenpys, eius quoque duplum erit nymerus formae
2aa~-bb, idque vnigo modo.

Ceterum cum 2 et & fint numeri inter f& primi,
ideoque alter eorum certo impar, manifeftum eft, nullos
dari in forma 244~ 4b pumeros per 4 diuifibiles.

Obler
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Obferuatio 3.

Cum i mmrteris expofitis alit ot impares, alff
pares, et quidem impariter pares , obferuo' porro:

Si quis numterus impar inter illos numeros reperia-
er , tum quique ciss duplum certo dccurrere, ac viciffing
gicunguz mumerws par in illis numeris occurrit , ecius
guogue femiffis ibidem certo reperietur.

Obferuatio 4.

Quodf iamt reliquos numeros: oo primos: fpects-
s, fingnlosque i (uos falores primos refofuemus 4
voicuique autemr i paremheld adfcribamus,; quod vicie
bus occurrat , fequentes nancifcemur ;

3* (1) 3%°(); 3.v1(2); 3. 17(2) 5 3. ¥9(2) 5 34(x);
8% x1r1(2); 11%(1); 3. 41(2); 3. 45(2); 3*17:2);
3.19(2); 3,59(2)5 11.17(2); 3.67(2); 11,19(2);
3,73 (2); 3°(1); 3,83(2); 3,89 (2)5 17°(1);
3.97(2)5 3% 11(2); 3,107(2); 17.19(2); 3 113(2);
197 .1)5 3,117(2); 3%41(2); 37, 43(2); 3, ¥3r(2);
3,137(2); 3.139(2]; 15. 41(2,5 3,57 (2]; 12.43(2);
3.163(2). _

Hic ism' obferuo omnia producty ex numeris primis
formae zaa+~bbper quamcungue combinationem nara
occurrere: ifa vt producten ex quotcungue numeris fors
mae 21x--bb femper fit numerus in quid-atun et
diplums quadratum refoldbisis ; ac plus quidemr vao mon
do, i ex diveriy faQoxibus fueric condatus.

Obfer-
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Obferuatio s.

Imprimis antem hic spimaduerto, in his numeris
compoﬁus nullos alios factores primos occurrere, nifi
qui ipfi fint formae 24a--44; vode colligo per in-
du&xonem : ,
Omines numeros formae 2aa—-bb, [ quidem a
et b fint numeri inter Jo primi , mullos al:o.r djuifores
admittere primos, nifi qui ipfi fint buius formae 23a+4bb.
Binarium quidem vidimus inter diuifores occur-
rere pofle, verum cum 2@a—+b44 cafu b=o et a—x
binarlum pracbeat, etiam ipfim binariom ln forma
2881 bb comple@l licet.

Obferuatio 6.

~Cum ergo ompis numerus formac 2424 +bb,
exiftentibus @ et & primis inter fe, alios diuifores pri-
mos non admittat , nifi qui in ferie numerorum in ob-
feruatiqne prima cxhibitorum cantineantur, fi ipfis qui-
dem binarius adiungatur: circa iftos numeras primos ob-
feruo, intra illos nullos numeros fiue huius formae 8 #-1,
fiue huius 87— 3 reperiri.

De numeris ergo primis formae 8n~x et 8n-3
affirmare licet, eos non folum non effe numeros formae
2aa--bb, fed etiam ne divifores quidem effe poffe vl-

lius mumeri formae 2aa-f-bb, fiquidem a et b fint
primi inter fe.

Obferuatio ».

Numeris ergo primis huius gemime formae
8n-x et 8n—3 exclufis, praeter binarium nalli alii
relin-
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relinquuntur numeri primi, qui fint divifores numero-
rom formae 24e-+46, nifi qui in alterutra harum
formarum 871, vel 873, contineantr ; quos
duplicis generis numeros primos confpedtui _expoluiffe
iuuabit : ) L
’ (8n+ I): 17, 41, 733_89$97:113’ 1373193’233124‘"
257, 281, 313, 337, 353, 401, 409, 433,
449,457 .
(8n+3): 3, 11, 39, 43, 59,67, 83, 10Y, 131, 139,
163, 179, 211, 227, 251, 283, 307, 331,
© 347, 379, 419, 443, 467, 491, 499.
stque obferuo, hos numeros primos omnes inter .nume-
105 primos formae 242466 ita occurrere, vt alii
praeterea ibi non reperiantur.: ' ' C
- Hing ergo numeri buius formae 2aa-bb, dum-
modo a et b fint inter Je primi, praceter binarium nul-
bs alios babent diuijores primos , nifi qui fint vel buius
Jormae 8n+-1, vel buius 8n— 3, o .
7 Com autem omnes numeri primi in his quatuor
formis 871 et 87+ 3 contineantur , hacc obiepe -
Vatio cum praecedents.. conugnit. .

Obferuatio 8. .
~ At, quod notatu- maxime . eft dignum, obferuo :
Omnem numerum  primum tam buius formae 4n--1,
quam buius 8n--3, femper effe aggregatum ex quadra-
to et duplo- quadrato: fiue inter numeros privos formae
2aa-+bb ommes plane mumeros, fiue buius formae 8n+-g,

‘fiue buius 8n—-3 occurrere, ac praeterea mullos alios,
- Tom. V1. Nou. Com, ~ Bb Nullus
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Nullus ergo affignari poterit numerus primus in
harom formularum 872 -1 et 87— 3 alterutra con~
tentus, qui non fit famma quadrati et dupli qmdrzti >
et hoc quidem vnico modo, fi obferuatio pmm hue
trahatnr.

Nota.

Proprietatum , quas .hic circa numeros formae:
agqa-t-bb eorumque diuifores obfervaunimus, aliae ita
fant comparatsc, vt earum veritas facile oftendi poffit,,
alige autem maiorem demonftrationis apparatum requi-
runt , aliae vero denique profundiffimae indaginis funt
iudicandac , cum fumma follertia ad eas demonftrandas fit
opss. Ad primum genus referendae funt obferuationes.
prima, fecunda, tertia, quarta et pars prior fextae, ad
genus fecundum autem pertinent obferuationes quinta ,
pars pofterior fextae , et feptima, quae eo redit. Pro-
fundiimac  sutem  indaginis eft obferuatio oQtaua.
Proprictates antem iftae fimiles funt iis, quas circa
fummas duvorum quadratomm propofui ; quarum verita-
tem cam feliciter eruerim, operam dabo vt etiam has
proprictates obferuatas fimili modo demonfirationibus.
confirmem. Incipiam ergo ab obferuationibus ficile
K, o

Theorema. r.

~ a. Si numerus N firerit numerus formae zzm-i—ﬁb

tum quogue ecius duylum aN eait oumerus eiusdenx
formae.

Demona.
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/

Demonftratio.

Sit enim N=z2mm-+nn, erit2N=4mm-+-2nn;
ponatur 2mZk, fietque 2 N—kk—2an, ficque zN
erit . quoque numerus formae zaa-*—éb. QE. D

Coroll. 1. °

2. Ac fi N foerit pluribns modis numerus for-
mae 2aa-+-564, totidem quoque modis eius duplum
2N erit numeras formae 24a-156b. :

Coroll, =.

3. Conftat ergo veritas obfernationis fécundae ’
fimuque ratio perfpicitur, cur numerorum , qui inter
pumeros formae 24a-1-545 fupra expofitos bis occur-
zunt , corum quoque dupla ibidem bis reperiantus,

Theorema 2.

4. Si numerus par 2N fuerit numerns formae
zaa—i—bb tum quoque cius femiffis N cnt numerus
cinsdem formac.

Demonftratio.

Pofto 2 N—z2mm—-un, quo 2mm--ns fit
BUMMETUS par, quoniam pars 2mm iam eft par, ne-
ceffe eft, vt altera pars w# fit quoque mumerus par,
ideoque et cius radix m. Pobatur ergo n—2k, fiet-
quc 2 N—omm+4kk, vnde per 2 dividendo oritur
N—mwm—-2kk, ita vt quoque femifis N fit in for-
fma zaa—l-bb conteatss. Q. E. D.

Bb s Corol.
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Coroll. 1. |

3. Hinc etiam euidens eft, fi numerus propo-
fis par 2N fueric ploribus modis numerus formae
paa-t-bb, totidem quoque modis eius femiffem N
fore numerum ciusdem formae,

Coroll, 2.

6. Si ergo numerus N fuerit wnico modo na-
merus formae 2g2-1-545; tum etiam eivs duplum a N
Vvnico modo erit numerus formae 2da-4-bb; fi enim
pluribus modis effet huius formae , totidem quoque mo~
dis eios femifis N foret eiusdem formae contra hypo-
theﬁn.

Coroll. 3.

%. Hinc autem porro duplicando numeri 4N,
SN, 16N etc. omnes vnico tantum modo in for-
ma 244-+bb continebuntur , fiquidem numerus fioa~
plex N vaico modo in ifta-forma reperiatur,

Coroll. 4.

8. Quod vero hic de vnico modo refolutionis
in formam 244454 eft di®um, patet quoque ad duos
plurcsue modos. Ex qualibet enim refolutione nume-
ri N in formam.2a4-45, fpontc nafcitur refolutio
numeri, {iue dupli, fine dimidii, ficque obfervationem ter-
tiam demoaftratam dedimus.

- \
T Theow
o . AN .
R .
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Theorema 3. .
9. Si habeantur duo numeri M et N formae
2aa--b5, erit quoque eornm produtum MN np-
wnerus civsdem formae.

Demonftratio. ,
Sit enim M—2aa-+45, et N—za'-t-da,
erit eoruin productum
MN__q,aaw—}—-zaadd-t- 2¢cbb-4-bbdd,;
addatur 0 =4 acbd— 4 acbhd, et habebitur
MN=4aac ¢+ 4acbd-+bodd-+2aadd—4achd+- 20chh
quae expreflio manifefto eft aggregatum ex quadrato
et duplo quadrato , fcilicet
MN—={2ac+bd® +2(ad-cb)‘
Vel quod eodem redit, §i terminos + 4 2cbd et -4401:4
permutemus , vt fit
MN_Muc—wbd-l-bbdd-i-amdd—}-mM—l—zc:bb
habebimus quoque alio modo
MN=(2a¢c~bd)+2{ad-+ch)*
Quare fi vterque numerus M et N foerit formae 24g
55, erit quoque produGum numerus €iusdem fore
ma. Q E. D. .. | ,

Coroll. 1.~ |
10. Ob geminas formulas  inuentas produ&um
MN erit duplici modo numcrus fomuo 2aa-+bb.
Si enin {it
M—2aza-+4+bb &t N—2¢¢31-dd

Bb 3 . :ac
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ac ponamr produ&um MN=—2pp-t4qgq, et
vel p—ad—cbh et g—2ac -+ bd
vel p=ad+teh ot g—2ac — bd. A

Coroll, 2.

Tx. Si fuerdt vel ad—cb, vel 24¢-54 nume-
" FUS negatiuus, pro p et 4 eorum valorés affirmatiui
affomi poterunt ; ex formulis enim quadratis perinde
clicere licuiflet priori cafu p—cb—ad, pofteriori vero
4=—=bd—2ac. Numeri igitur negativi hoc modo pro
radicibus quadratorum oriundi calculum nihil turbant.

Coroll. 3,

12. Produ®um ergo duorum numerorum for-
mae 2qa-+-bb duplicc modo m eandem formulam
refolui poterit , nifi forte vtraque refolutio ad eandem
recidat , quod autem non cuenit, nifi fuerit vel c6=o
et bd—o, vel ac—=o, hoc et b=o0, vel a=o0,
vel ¢—o, vel etiam d=o, alterque propterea nume-
gorum  propofitorum, vel quadratus, vel duplum gqua-
drati.

Coroll. 4.

13. Si ergo ambo numeri fuerint primi, eo=
rum produGtum femper eft duplici modo refolubile in
formam 24e-1-bb, nif alter fuerit =1, vel —a2.
Com enim tantum excipiantur cafus, quibus alter eft

quadratum, vel duplum quadsatum, Vterque autem pona-
, tux
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toe primus , excipiuntur tantum cafts , quibus alter eft
vel 1, vel a. -

Coroll. .

14. Si ambo numeri M et N faerint aequales,
fen N—=M, vt fit c=a et =}, erit quidem duplici
modo quadratum MMz=—=2pp—-¢4, filicet vel p=o
etg=2aa-t-bb, vel p—2ab et gq=2aa—bb. Sed
prior refolutic MM =2. 0"+ (244--545)", minus ad
fcopum pertinere eft cenfenda, quia alterum quadratum
et eumnefcens. Sin autem eflet, vel g — o, velb=o,
viraque refolatio adeo ad voum rediret..

Coroll. 6.

15. Patet hinc etiam produGum ex tribus nge
meris L, M,N formae 2 g2-1-44 quadruplici mode im
formam eandem refolui poffe.  Sit enim:

] L=2aa--bb; M=206c4dd; N=2eetff
ac fit primo LM —2pp4-¢4, erit vi vidimus:
| vel p—ad--cb et g—2ac-+bd
vel p—aqd-t-cb et g—2ac —bd _
Tum ergo;, fi ponatur produ@tum: LMN=z2xx-}-yy,
erit quoque duplici modo
- vel x=pf—eq et y—2ep-fo
vel x=pft-eq ety—2ep—fq

Hioc ergo, pro p et ¢ valoribus inuentis fubﬂfmendk,‘. '

fepegictar
L i



soo SPECIMEN DE VSK OBSERVATIONVM'

I wi x—za:e-(—bde+bcf—vag et y==2ade + sacf - 2bce+b#
II. vel x—2ace—bde—bef—adf et y—2adet2a¢f+2bce—baf
III. vel x“'zace+bde—bcf+adf et y—2qde—2acf—2bce—bdf
VI. vel x=2ace—bde+-bef+adf et j__zade—-zaqf—t- 2bce+-bdf

Coroll 7. :
(- - .16, Simili, moda colligitur, produ&um ex qua-
tner numeris . formae 222+ 56 o&o diverfis modis in,
formam eandem refolui poffe ; cafus tamen funt exci-
piendi, quibus inter pumeros propofitos reperiuntur, vel
aequales, vel fimplicia. quadrata, vel quadrata dupla: his
enim cafibus vidimus refoluciones , quae in genere funt,
diverfac , conuenire. ‘

Schohon._

17. Quod autem ad iftas rcfolutxones attinet ,
eaum vis perfecte intelligi nequit , nifi demonnrauen-’
. mus, numeros Pprimos plus vno modo in hac forma’
- a@a-+bb von contineti. © Si -enim numeri primi
plurimis modis effent refolubiles , de numeris coripofitis
nihil certi definiri poffet, nifi quod-adhuc- pluribus mo-
dis huiusmodi refolutiones admittant.  Cum igitur pri-
ma obferyatio--nos -docuerit; ;pumero§ .primos, qui ' qui-
deni in ordine numerorum forgae . 2aa-4.bb continen-
tur, nonnifi femel ibidem occurrere , hanc iplam veritae

tem demonftrare aggrediar.

Theoremq g

18. Qm numerus  duplici modo in foxmam
24a-+-bb refolui poteft, is non eft primus. .'
' Demon-
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Demonflratio.
Sit numerus N duplici modo in hanc formam re-
folubilis , ac ponatur ,
N=244-+2b et N—=2¢s--dd
ita vt tam numeri 2 et ¢, quam b et 4, fint diverfi..
Muldiplicetur prior aequatio per <7, altera per g«, at-
que illa ab hac fubtracta, relinquet :

(@aa—cc)N=aadd—bbece=(ad-bc)(cd - be)

Quod fi iam numerus N effet primus, is in slterutro
fa&ore ad—be, vel ad—-be, contineretur, necefle eft,
Yerum cum addendis_ noftris: formulis fit 2N—=224-+5b
—-2c6-4-4dd, auﬁ:mtur wtnnquc 24d-+2bc, vnde
bhabebituez - -

zN—-zaJ—zh:zaa—H:b-t-zcc-{-dd—zad-zbc;‘
five 2N—2ad—2bc—aa—+(a—d)*~+cc—+ (c—b).
At poftremum hoc membrum, vtpoce fumma quatuor
quadratorum , certo £ft nihilo maius, ita vt ﬁt 2N-24d
~2b¢>0 5 wnde fit:

N ad + bs.

Cum ergo N fit maior, quam zd—4¢, multoque ma<
gis quam gd-4¢, numerus N in neutro factore ad-be,
vel ad—-be, tanquam pars continetur. Fieri ergo ne

quit, vt numerus N, qui duplici modo in formam
2aa-+bb eft refolubilis, fit primus. Q. E. D.

Coroll. 1.

19. Si erg0 N fuerit numerus primus, certe
pls voo modo in formam 2a4a-+ 456 non eft refolu.
Tom. V1 Nou. Com, Cc bilis,
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bilis, quoniam , fi' plus vao modo refoiui poflet ,. nom
effet primus, ficque. habetur. demonftratio. obferuationiss
primae..
Coroll. 2.
s0. Quicanque: ergo- numerus. primus. vel' plane:
non, ad. formam. 244 —4-hb reduci. poteft., vel. vnicos
tantum, modo..  Ciuendum: autem, ne hinc: viciffim:
congludatur;, omnem: numernm,. qui. VNiCO tantum' moe-
do. fit refolubilis, effe primum; huiusmodi enim con--
clufio- regulis ratiocinandi. aduerfaretur,.

Caroll.. 1.
. ez, Si. foerit: idem: numerus N—24a--55;
itemque: N=2cc~-dd;, erit. hinc, vt vidimus,,
(aa-co),N={(ad=-bc)(ad—+-b¢),, ideoque ::

. (ad=>bc)(ad=bc}
N= gga—cC. )

' Numerator: ergo: huius. fractionis. non: folum: per: denos-
minatorem. erit: dibifitilis ,, fed: reductione: ad. integrums
68a, imal; fa@ores, oumexi; N. ionotefcent.. ‘

Coroll.. 4.

22.. Hoc: ergos cafiu numerns; N ‘non:{6lim:non eri¢:
primus.,, fed; etiam: eius, fictores. hinc: facile: colligentur..
Sic: cym» pumems; 267 bis. inter. numeros. formae:
saa—-bb occurnat;,, Kilicet &

267 —2 7'~} 13% et: 267 =2.11*~}-§%
W =7, b=313c=xx et d=35;, habshinos
. y—=
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(35 —143)(354143) _ 108.178
(7-11)(7411) T 4. 18

. 6. 198 )
ihincque 267 = -—;——: 3. 89.

Theorema .

23. Si numerus formae 24a-1-45 foerit divi-
fibilis per numerum primum eiusdem formae, tum etiam
«quotus erit numerus ciusdem formae.

Demonftratio.

Sit numerus propofitus N=244-}-55, ‘cimsqme
dinifor P— 2pp—-49, ‘qui cum fit primus , numeri p
et q erunt primi inter fe. Denotet ‘Q guotum -ex huc
«inifione onundum ita vt Gt

scad:bb
Q"" T — ipp+ae

‘Cam igitor oumerus N=—=2za-}-55 fit diuifibilis per
P=2pp--qq; erit quoque pp(2a4a-+bb)—saap)p
~\-bbpp per P divifibile: at gaP —z2a4app-1i-aaqyg
etiam manifefto per P eft divifibile, vnde quoque dif-
ferentia horum numerorum gaqq-—bbpp, per nume-
rum primum P diuvifibilis fic necefle e  Quia vero
ot aaqq—bbpp=(aq—-bpfag-+-bp), alter horum

267 —

. duorom faGorum a4+ bp, per numerum pumum P

certo erit diuifibilis. Ponatur ergo
ag+bp—=mP—2mpp-t-mqq
hincque repcntur '
Cc 2 'Cum
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In quarto fi fuerit A—B, feu fi idem numerus- duplici
modo in forma 244 -+.b6 contineatur, tum non effe
A=

“Theorema &, .

28. Si numerus formae 244-+-55 dinifibilis
fuerit per numerum, qui ifta forma non contineatur
tum quotus meque erit numerus primus formae 2 2@+ 45,
‘meque produdtum ex .meris huiusmodi .numeris primis
conflatum.

Demonftratio.

Demontftrari ergo debet fi numerus A  ditifibifs
fuerit per numerum B/, tum quotum neque fore =¥,
meque produtum huiusmodi A PED etc.  Si enim
quotus efiet Y, feu 3- =9, foret & = B/, quod per

theorema praecedens fieri nequit. .Sin autem quotus
eflet produtum ex quotcunque numeris primis formae
2aa+bb, filicet =Y PCD, vt effet —%:ﬁ%@@,
foret vtiqgne A=Y BE DB, ideoque %:%@@B’.
At et § —B, vwode foret B=PEDPB, hincque
&= CDB’: venm fimili modo et =C, ideoque
§=DB" at et g=D, et %::E, foret ergo tandem
E=B’, quod eflet abfurdum: wnde fequitur , quo-
tum neque fore numerum primum formae 2aa-+bb,
neque produdum ex meris huiusmodi pumeris primis
conftans,. Q. E. D, :

Coroll,
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Coroll. L

| 29. Cum igitur quotus neque fit numerus primus

formae 244-1-5b, neque ex meris numeris primis
Buius formae. conflatus, faGtores habebit , vel faltem
voum' fatorem primum in forma 244--44 non cons-
tentum,, feu litera Y/ defignandum..

Coroll. 2.

3o Quoniam. ergo- fadtores quoti funt quoque fi--
&ores. dividendi.,. perfpicoum. eft, fi numerus formae:
244+ bb.diniforem. habeat. B/, feu. in forma 2442456
non. contentum',,” tum: ¢tmdém' numerum' infuper alium
ad minimum' habiturum’ effe: diniforem primum, in forma:
2aga~+bb von contenum',. feu fi numerus' A diuifo-
rem habeat B/, wm. certe: ctiam. diviforem habebie:
alium R '
Corolll 3.

31. Quod hic in genere. de diuiforibus formae A*
oftenfum eft,. valet: etiam. de diviforibus formae ..
Rinc fi' numerws- formae. 2 aa—-b4: dinifibilis. fuerit:
Rer numerum primum in- eadem- forma non contentum;,,
tum. etiam. quotus. eft: divifibilis per. numerum. primums
in. eadem. forma. non; contentum..

Theorema: 7.

3’2 Sii numerus. formae: 2 22—~ 54, quantumuis:
magnos,. diviforem» habuerit numerum. P ,, neque. tamen-
mdices, g: ¢7. b ipfac per. P fint: dinifibiles ,, tum.alivs:nu--

' - : meruss
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merus ciusdem formae exhiberi poteft minor , quam g
PP , qm per enndem diniforem P fit dnmﬁblhs.

Demonﬂratxo

Pofito numero 24a-bh divifibili per P,
quantumuis magnae fuerint radices 4.et 5, eag femper
ita exprimi poffunt:

a=—mPx¢ et b—nPtd
vt numeri ¢ et 4 fcmnmm ipfius P non excedant ,,
neuterque euanefcet; cum neque- @, neque &, per P fie
divifibile.  Sit ergo ¢ < ;P et 4<;P; atque his valorie
bus fubflitutis forma 24a--4b abibit in fequentem :

" (amm4-nn)PPE4mcPro2ndP4-cct+2dd
quac cum fit diuifibslis per P, neceffe eft, vt quoque eius.
pars 2¢6¢c—+dd per P fit dinifibilis ; quae eft et nu-
merus formae 2 a2~ bh, et minor gnam ;PP. Da-
to ergo numero formae 2aa-+ b4 divifibili per nu-
merum quemcunque P, femper exhiberi poterit nue
merus gninor, quam 3 PP, et eiusdem- formae , qui per
cundem oumerum P futnrns it dinifibilis. Q. E. D

. Coroll, 1,

83. Exiftente ergo P dirifore cnivspiam nume=
ri A, dabitur numerus B3t P per P dinifibilis , et
quotus inde oriundus propterea erit minor quam gP :
qm cum etiam fit divifor numeri B fi P fit divifor
cuiuspiam numeri formae 24 a-f- b5, hinc innotefcit
quoque nomerus ‘alius minor quam § P, qui pariter -enit
dinifor cuisdam numeri formac . 3 24t~ b4,

e i COIO“.
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Coroll.” o,

34. Propgfito  porro ni;n'iero»_ quocunque P, fi
fnter npmeros formae 2 4¢--5b,+minores quam PP,
nullus datur per P dinifbilis, wm etiam plane nullus
" exifter numerus formac 24a-+bp per P diuifibilis,

‘Theorema 8,

N 3s. Si numens primus in forma 2a24-1-44
pon contentus , fierit dinifor cuiusquam numeri_huius
formae , neque radices feorfim per eum fint diuifibiles ,
tm alius quoque numerus primus, priore minor, et in
hac forfva .pon conténtys, exhiberi poterit, qui etiam
faturps  fit  divffor cuiuspiam numeri eisdem formae
neque famen fingule sadjees per euwm fint divifi-
biles, o
Demonttratio.

. Demgooftranduny ergo. ‘eft’, fi. fuerit numerys pri-
mus Y’ divifor cuiuspiamh numeri A— 242455,
ifa vt neque 4, neque 5 per Gt diuifibile, tum quo-
que dari alium numerum primnm B’ <Y/, qui quo-
que futurus fit divifor numeri cuiuspiam B—2c¢c+-dd.
ita vt 'neque ¢, neque 4, per illum fit diuifibile. De-
imonftravimus autem, exhiberi poffé numerum A< 1Y '9’; .
vnde fi ponatur quotus %:Q_, erit Q<3i9’, ideo-
que multo magis Q<9 . At per §. 3r. vel hic
ipe quotus Q erit numerus primus P’ , vel fltem
diviforem habebit primum formae /. Sit igitur vel
ipfe quotus Q, vel eins divifor — B, qui certe mul-
* Tom.VI.Nou.Com. - Dd to
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to minor erit quamy .. Quare cum' quotus: Q fit’
diuifor numeri- A, etiam B’ erit eius- divifor.. Mani-
féfturd “autem.  eft, .hunc: quomim  ciusue  diuifo-
tein P ynitacenm ebfé: non: poffe ,. cum: vnitas- non fo~
jom fic ‘in forma: 224 —-bb' contenta; fed etiam in de-
monftratione: Th.. 6. exclidanr.. Q. E. D.

“Coroll.
. 86. Si efgo: numeri. cniuspiam A=zaa-+bb
dinifor- effet numerus: primus 9’ in ifta forma  non' con-
tentus , Reque @ et & per. eum. feorfim fuerit- diuifibile;.

tum allus quoque numerus- primus: illo- minor $H” enﬁe-
tet diniSe: nurneri: cuiuspiam. B—=2¢c+ dd.

Ty

A Cordll 2

37. Cinn antem: A. itz capi: poffit, vt fit:
AW 9/ ,. ita. etiam: pro- altero numero- %’ inues
firi poeterit: numerus- B'< 3B+ W’ pet ea,, quae. in:
"Theorem.. 7+ funt. demonﬁrata.,

Cor'ol].. %

85, Si numerus: A—=2gqa-bb: fuerit" diniGbilis:
per: -numerum- primum: 9?, neque 2 et & per eum:
fint. divifibiles-, numeri: ¢ et - pro- primis- inter. f¢ aflu~
mi. poterunt: fi edim. haberent communem. fa&orem,
co: fublato - nihilominus- pracberent. numerum. 2444 -
per 9 diuifibilem..

Coroll,
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.Coroll.. 4.

39. At fi numems A—2aqa-+bb , -exiftenti-
‘bus « .et & inter f¢ primis, dinifarem  habeat Y, wm
‘etiam :numerus B—2c¢—+-4d minar quam Y’
«exhiberi poterit per Y diuifibilis , ita ¥t ¢ et 4 fint
inter fe primi. Pafito enim-a=m Y ¢ et =n'+d(32),
numeri ¢ et 4 certe mon erunt per Y divifibiles, ac
fi quem -alium habeant communem factorem, puta
e—kp ¢t d=kq, etiam 2pp-+gq per Y’ erit dis
wifibilis, «exiftentibus p <t ¢ inter fe primis : hocque ca-
fia multo magis 2 pp—igq sminus -erit quard 3 Y.

~ Loroll. =, - ,

40. Cum igitur -exiftente A=222-+25 &-
wifibili per 9, et xadicibus .z et .5 inter fe primis ,
cxhiberi poflit numerus B=2cr-+-dd minor .quam
19’’, ita vt ¢ et d fint mumeri dnter fe primi, qui
6t quoque -per Y’ diuifibilis, erit, vt vidimus, hic idem
numerus B quoque per :alium .numerum primum
B 1Y/ dinifibilis, '

Coroll. "6.

41.. Atque cum B=2c¢c--dd, sxiftentibns &
et 4 oumeris inter f¢ primis, iam fit divifibilis per nu-
merum primum B’ minorem quam Y’ , inde nouys
numerus C—aee—ff per B’ quoque diuifibilis in-
_weniri potefit, ia ¥t.e et f fiot numeri primi inter
fe, et iple numerus C minor quam 3B, '

Dd=2 Theo~
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Theorema. .

42. Nullus datur numerus formae 2 e —+-45;
exiftentibus- @ et & numeris inter fe primis , qui diui-
fibilis - fic per vlium aumerum pnmum in 1(1:9 forniz
non conteatum, ~ -

Demonﬁratia, -
Fingamus enim, per numerum pnmum 52[’ diu-

fibilem efle numetum A=—=2aq4-+bb, atque a et &
efle numeros inter f& primos : Imque numeras A, fi

" non minar fuerit quum :9f’Y’, in midorem taamfbr-

mari poterit.  Habebit' antem tum hic numerus A
alinm diviforem primom in forma 224-1-565 nouo
contentom , qui it = PB’, eritque P/ LY, ad 6
- fuerit A S 3 B'WP’ reperietur noutss mumeras B=2¢c+dd -
" diuifibilis per B, ita vt ¢ et 4 fint numeri ipter fe
primi B<IB'W’. Iam fimili modo, cum B habeat
divitorem ’, alium praeterea habebit dimforem eius-
dem indolis € <:%’, hincque porto nouus mumerus
C—2ee4-ff per @€ diuifibilis' reperietur, vt fit
CL:;@ @€, e e et f, numeri primi inter
fe. Hoc modo procedendo continuo minores numeri
formae 242a--bb obtinerentur, qui diuifibiles effent per
numeros in forma 244-+5646 non contentos, Quare
- cum in minoribus numeris formac 222--544, fiquidem
a et b fint primi inter fe, nullus occurrat, qui habeat
diviforem in forma ifta non contentum ,- ae .in . waXi-
mis quidem huinsmodi numeri exiftunt , atque idcirco
sullus plage datur numerys formaec 244464, qui fit

diui-
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diniGbilis per vifum numerum in ea forma non cod..
tentum, fiquideny 4 et & fint primi inter fe. Q. E. D.

Coroll. 1. -

43. Jam ergo eui®s eft veritas obferationis
quintac ; qua animaduertimus , numerurh querncunque
formae 2aa++ b0, fiqifidem & et & fint dumeri prithi
inter fe, nallos alios habere ditifores primos, mnifi qui
finc ciusdemy formiae.

Coroll. 3,

44. Omnis ergo numerus formae 2aa+bb,v
ﬁqmdem @ et b fint primi inter fe, vel ipfe eft pn-
mus , vel e(f produétum ex duobus pluribusue numeris

“primis , qui omnes it forma zaa-+ b4 . contineantur.

Huinsmodi itaique numerus nullos alios admittit diuifores,
fiff qui fint eiusdem formae 2aa-+bb.

COf OII Je
45. Nullus ergo oumerus primus in forma
4 aa 466 non contentus, cuivsmodi funt 5, 7, 13, 23,
29, 3%, 37, 47, 53, etc. vaquam divifor, vel fa&or,
effe poterit vllius numeri formae 2aa+bb fiquidem
a ¢t 6 fint numeri prlml inter fe. Neque vero hac
reftritione , quod numeri 2 et 4 inter fe primi efle

" debeant ; eft opus, dummodo vterque noo fit per il-

lum numerum primum diuifibilis. Si enim & et &
communem habeant djuiforem #, per illum numerum
pnmum non diifibilem, vt fit ¢—n¢ et 5 =nd, wm
quia 2¢c+4dd non ecft dinifibilis, neque etiam #a

" (244-dd), fu 2aa b5, per illum erit divifibilis.

Dds Scho.
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‘Scholion.

46. Notetar probe vis huins .demonflratioriis o
quac omnino «ft ﬁngularls, .t in hoc confiftit, quod
in minoribus :numeris nullus xeperiatur .numerus formae
2aa-+bb, exiftentibus .4 et 5 numeris ioter fe prxmls,,
qui fit diuifibilis -per vllum numerum primym An ifta
forma 2 mm-{-nn non .contentum. Hinc enim cogclufi,
«etiam e .n .naioribus .et .maXimis qmdem :numetis
Jnullos dari per eiusmodi numeros -primos diuifibiles.
Demonftraui .enim fi in maximis tales .darenrur ;numeri,
.tum etiam inter minores, ac tandem minimos , .futuros
effe numeros eivsdem indolis. INeque vero .opus .eft
ad hanc .demonfirationem ‘noffe , in numeris minimis
nullos dari numeros formae 2z a~1-5b , per mumerum
-primum , .qui non fit ;ciusdem formae , divifibiles ; hog
enim ipfuim jam per fe eft abfurdum, minores con-
tinuo .exhiberi poffe  numeros formae 24266, qui
jper pumerum primum non eiusdem formae effent diui-
fibiles.  Namque-tandem’ neceffario peruveniri .oporteret
ad numeros primos, .qui cum fint formae 2a4-4+-55, .
«erte per nullum pumernm primum a fe diuerfom dl-'
vidi poflent.  Quare fi de .quacunque alia forma
maa-+-bb , sxiftentibus 2 et b numeris inter fe pri-
mis, Acmqnﬁran poflet , .quod fi maiores numeri eius
-;fbrmae dentur per -numerum primum non eiusdem for-
~mae diuifiviles,, tum etiam neceffirios minores dari nu-
meros, .qui quoque Mnumerum -Pprimum non .eiusdem
formae futuri fint divifibiles, tum tuto .concludere pos-
femus, nullos plane dari .nomeros formae maa—-bb,
gui per ¥lum nvmerum primum in cadem forma nen

<on-
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eontentum  fint: divifibiles..  Verum' vt fimilis' demon=
fratio' locum' habere poffit , necefle eft, vt =E-
.non' fit' maius: quam 1, alias- enim" theorema- 7" et §-
applicari' non poflet : vnde huiusmodi' demonftratio: nom
valebit,. nifi. in: formis g+ b5, 3aa-t-bbet 3aa+bb.
At in hac poftrema quidem forma exceptione