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CAVSTICA CYCLOIDIS..

AVTORE

G. W. Kraff.

A A 1. :
Vo cafus diftingui poffime circa qmeﬁitmem Tebuls L
de Canftica Cycloidis, vnus, qui eft, cuin
radii incidentes paralleli funt ad Axem , al-
ter vero, curh fidem paralleli fimt ad Bafin,
- datae Cycloidis. - In illo cafu ‘Cauftica haec
mhnl ahud eft, quam alia noua Cyclois; in hocautem, |
cum fcil. radii déncidentes funt ad Bafin paralleli, Cau-'
Rica exinde orta talis eft figurae, vt matrem fuam mi-
pime yeferre videatur, neque ftatim appareat, ad quod-
nam gends Cuatvarytn redaci poffit. - Figura fcil. eius ex
IR. Hofpitalii Analyf infigité ‘parvorum :§. r123. huc
translata, talis eft, qme apparet AFKD, vbi radius gy ,
incidens PM ad Bafin BD eft parallelus radius wero
reflexns et MF, cuius longitudo 4 d:ﬂig efle debet, -
ex loco cit. applrcatae PN . circili generatoris ANB.
Proprietates huius Caufticae “Hofpitalius recenfet has:
1. vt pun@um F ab axe- fit remotiffimum, mdium inci-
dentem debere ptocedere ex centro cu'cuh generato-
A2 ris
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‘ris H. 2. Cauﬁiczm hane habere punétum flexts cohs-

trgeii- in K. Spatium intea Cycloidemr ANM,.
Caufticam AF »€t radmm reflexum M F contentum aequale:
effe dimidio fpatii circularis APN. Praeter haec enu-
memta nilul viterius neque  Auctor, neque eius Com-
Vaxignonins , Crayfazius, .neqge €arréus ,-
i ca hentar.* Acad. ‘Pari. 1703: delhis agie, i
cant. Cum igitur. mihi_miwm ‘id vifom foiffer, fcqm~
in alterutro cafuum enarratorum: Cycloidem morem fuum, .
vt ipfa fe reddat; in altero vero tam longe ab hac
confuetudine abire: inueni; (ufticam pofterioris cafus-

. tamennnon ita. djuerlam effc A.-wplgaribus Cycloidibee;-

vt ad cas rcfern negueas.. Generatur enim Cauflica haac
ah eoderm femncuculo generatore , quo Cyclois- ordina-~
mm; fed,.per tangentem 10 vergice Circuli gapexam,
ggms ,Iong;mdo- varmlnhs eﬁ,, aequahs nempe
apgl}f,at.tc circuli EN

) v . . .
linaria-
B.D
) par~
oy
n ha~
-quo=
li, cQre
40 ﬁs’
reCtye
m ad
aaless
con-
tactus-
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BE CAVSTICA CTCLOIDIS. 1

ta&us, (per Analy(. inf. parworum §. 43.) praetereaque
ob-Cycloidem fit ME—BN . et amgulws: FME = } arc.
"‘M’E —3 arc. BN —=B AN —PN B; atque adhuc PN =
"MF, ex hypoth. erunt triangula EMF et PNB fimi~
‘Ka et aequalia; quare MF erit orthogonia ad Norma-
.Jem EF, confequenter Caruze AFK D Tangens.” Quo-
‘piam vero RMF==P NB, ‘per demi. esit etiam EMF =
“PME;, adeoque circa Normmlewr Cycloidis EM angu~
.Jos PME erit Incidoitiae,” EMF veto Reflexionis;
-eonfoquenter patet:, punékum F generaliter effe im Cau-
-fica aliqua ;- eft vero idem ‘punum- F. im- Cauttica Cy-
cloidis ,, per demanftrata  Hgfpitalii, cum -ox hyp.. fit
MF=PN,; -ergo'.manifefum, eft, Caufticam diGam
prae(cripto- modo gerterari.. Q. E. D. .

. S 3 A«fam haec mifi pracbyernge examinandi ge-
meraliter tales’ curyas, guac.per diim Tangentem va-
tiabilem generantur. Itaque waiverfaliter rem confide-

rando, fit. Cyclois ordinaria AMD, atque luic annexag;, 4
€utua qualiscunque AGH. Veniat Circulus' generator
in isum MEI, habegtque diametro IM adiunétam Tan-
gentem MF, ciius lopgitudb acqualis fit"Applicatae PG,
quaesitus aequatio Curufe’ hoc modo genitie AFLK.
: Pofitis igitur Coordinatis orthiogoniis AP—=x, PM =y,
- AQ=t; QF=a; PFG==z; AB—uq, ducantar chor-
da BN, ct normalis' ad Cydojlem’ M E:; demittatar
- petperdienlatis: NS¢, dufoque’ praéterea radio’ NC; cum
Tangente Cirtuli geénerasoris NRY erunt o6 PNS- ¢t
€NR re@ok,, triangate ISR, et. PNC. fimitia; fod,
1ex. matura Cycloidis, radius CN parallelus eft diametro-
A 3 : M.,
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AM, confeguenter pamllelep. ctiam crunt zeltie NR,
MF, cum wuague €arym seftum efficat cum paralle-
tis CN IM; fed -ob applicstam Cumae quaefiae QF
paraﬂdnm cum PM, erunt NR et MF quoque aequa-
les. Habebitur erge Awlagia, PN(V(gx—2x2)):
CN{i2)=NS(t~x):NR(z), vade fiet acgmno(A)
z__;;,‘-'{;‘ff—}’_-’f;q. Ducti posro applicats pw priori- infini-
tc propinqua, erunt quogue sriangwla Gmilis NO#, et
NSR, wnde habebitnr NO(Lx): On(237772%55 ) ==
NS{#—-x):SR(=TF =u~y) et somequenter aequa-
to y—y= ,“if_‘_"—;l”- ER satemy per patiram Cycloi-
dis, y= ;f;f‘_’f,‘;’—, quo valore fbflituto, mutatur ptae-
cedens aequatio jn hanc: (B)u—/! mﬁ_";‘(}jﬁ%ﬂ
Quodfi igitur Curuae AGH aeqlrmo data fit in ¥ et 3,
obtinebitur valor ipfius = in meris x, qui loco 1Pﬁus z
i aequatiope (A) fubflitutus,, * dabit valorcm iplius x
in meris #; qui'nouus yalor fubrogatus in aequatione {B),
reddet acquationem conftantem ex meris # et ¥, eX~
prefluram proprietates Curuae quaefita€ AFKL.

§. 4. Vt, du®i EF, inueniatur, qualem illa ap~
‘gulum efﬁcmt cum re&i MF eu,xdens eft, in triange-
JoEMFefle EM—BN—= V(a*—ax), angulusEMF
—BNR=PNB; ergo anguli EMF ﬁnus erit :g
.:,,:::z,, emsdem vers Cofinus :,—,; :ﬁ?‘—’*é
vocato itaque anguli MF B finu m, coficu m, erit E
(Yaa—ax): MF(2)= finus F(m): fin. E(ﬁf_-_;‘)

.ER autem hic angulm E differentia angnlomm M, e
m
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exeerni Ipfius F, quare orietur aequatio fequens, m V (ax:
—2) —mz—n(a—x); ex qua deduciur T =574
—TFangentt anguli EFM. Quare fi accipistur NZ—=
PG, et dwawmr BZ, erit sngulus EFM—=BZN. Si
itaque: it PNPG, vti iv cafic Hofpitaliano accidic:
tunc erit angulus EF M. reétus.

— 2 -

DE S
NVMERIS PERFECTIS.
. " AVTORE |

G. W. Kraffs.

[Eprehenduntur *npn pauci’ errores: authorum,, de:

| caetero' do&ifimorum , in moda inucniendi nu-
meros. perfec¥es ;, qui' certe ex eo folo orti funt,

quod careamus hucusque infallibili charaere numero-
sum- primorum,  Euitauit {copulum hunc Euclides: 36..
IX. cum dicit: §i ab omitate quotcunque numeri deinceps:
expongntus; in. dupla proportione , quoad fotus compofitus fiat
primus . et totus bic in oltimum multiplicatus. faciat ali-
quem: factus. erit perfeltus . quorunr fenfus eft ,. i quot-
> gumeri, ab vnitate dupli, in- vmam fummame
colligantur, donec haec fumma fit numerus primus: erit:
DRgReIus. fatus ex: ille primo; in: yvitmum duglarum ,,
perfEQus.  Sed vt ¢rrorum. quoque exempla quaedamu

d&grﬁ » decet..”

I Mi-
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1. Michael Stifekius,, infignis alias Avithmeticus,
fequentem - numerorum perfeStorum genefin, in Arithm.
Integra pag. .10, Prpgreflio Geomeuica dypla dividatus
im binos termines hnnc ia modum

1.2|4.8|16.32|64.128]256. 912|1024. 2048}

quorumlibet binorum miior, vnitate minutus, ducatur
in—fwum- fociam , -faGum erit numeruws perfcétus; quae
fane regula fallit in ipfo fere limine; nam fumatur quin-
tum par horum numerorum., vbi §11x256 —130816
non el numerus perfectus, quia, fequendo Euclidis ef-
fatum , H—2+++8+16+32+64.+128—|—
256 =511 non eft numerus primus, qualis tamen effe
deberet, fi multiplicatus in 256‘ perfe&um efficere pos-
fet, et enim 511 =493 T

1. Ozanamus dupliciter errag in hoc Problemsates”

prlmo cnim in fuis lElemenlls Algebrac’ pag. 290. ni-
mis audacter aff'ent Poténtias binarii,” quarum expoe
nentes fint numeri parxter pares, hanc habere proprie~
tatem, vt partibus fuis ahquotls additae faciant nume-
rum. primum,  Sumamus enim 2'—256, cuius partes

allquoue additae ad’ numerum ‘ipfum facint 511, qui’
primus non eft, fatente ipfo Ozanamo, dum hunc nu-’

merum in 1:1talogo primorum omittit, Recr. Mathem.”
pag. 22.  Deinde cum Stifelip perfetis adnumeraf quoque’
539816, cui boc’ attr"b.ltum non deberl, iam oﬁendx.

I Au&og anonymus des Récreations M. atbemd’-
ques avec T examen ete. 1699, in fua’ annotanone pag.t

147.

JEC S ——
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147. re&e explicat mentem Euclidis, adiungitque ad
finem: Or ce qui nous a le plus induit a enfeigner icy
cette fagon de cognoifire & trowver les nombres parfaits,
@ éfe, que plufieurs, ignorans quelr Jomt ks dits nombres
parfaits, en prenment beancoup , qu’ ils efiiment tels, qui
ne o fout pas pourtant, & entre ceux: Ild un certain bi-
Porien de ce ficcle, bien que dofle és lettre.r, Je monfire
tautes fois ignoram en Arithmetique, wel qu il eflime 120
&re un mombre parfait. In ipfis vero Recreationibus
Probl. LXX. §. 4. afferitur, ab 1 vsque ad 20000000,
non contineri nifi feptem perfectos, nempe 6, 28, 496,
8128, 130816, 2096128, 33550336, quae feries
duos falfos, nempe 130816, et 2096128, interpofitos
tenct, vti mox oftepdetur. Falfum quoque etiam effe,
quod omnes perfecti alternatim digitos 6 et 8 in fine
annexos habeant, infra apparebit ex verorum perfc&o-
sum Tabula,

Cum igityr ante complures annos acceperim priua-
tim 4 beaté apud nos defun®o Majero methodum fatis
clegantem inueniendi numeros perfe®os, nusquam neque
ab alio neque ab ipfo publicatam: mei in defun&um
officii efle putaui, hanc methodum hic exponere, vt
fi quid laudis etiam ex hoc fpecimine ipfius meritis ac-
cedere poffit, illud ipfi tribuam. Conftat hic modus
fequenti calculo. Quoniam in hoc negotio partibus ali-
quotis adnumeratur etiam vnitas, ponantur numeri per-
fecti partes aliquotae 1 , m,8,7,q,p, A, ctc. itatamen,
vt duae mediac p et A in fe multiplicatae efficiant nu-
merum perfeGum qmeﬁmm pA; crunt ergo partes ali-
Tom. V1II. quotae
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quotac reliquac, prioribus refpondentes, fequentes, ’7,9,

24 2% 2% ex natura vero mumeri perfedti fit aequa-

tio 1 +m—4-n-rg-+p-+A+0 24 X
A I It nt-r—g--p

22—pA, vnde elicitr A—. T

Quoniamr vero A debet effe numerus mteger, necefle

eft, vt fractionis modo exhibitae nominator aequalis fiat

vnitati, quare p—1—5<E—F L =1, vnde fit p=

2
— _Jq_ I vbi quidem indeterminatarum vna, ¢.gr.

r n
¢4 adhucad numeratorent admitei debet » ne valor ipfius

nimiscito fiat determinatus, nempe aequalis binario. Ex
eadem vero ratione etiam hic denomfnator, et omnes fequen-
tes, aequales effe debent vnitati ; vnde adhibita prio-

ri cautela , rurfus fit g—1—-J— ‘,% L =1, hincq=

2y 2n
T > porroexr—r—r—3, fit r=ro
Fr—Il—y = : my

rurfis ob A—1 -5 =1, oritur =42, denique ob
m—1 =1, fitm—2, quod fubftitutunt in omnibus prio-
ribus valoribus efficit m—2, n=4, r—8, ¢=16,
p=—32,¢ctc. etA=1+4 244+ 841632, pa-
tet ergo, partes aliquotas priores, vsque ad primam
‘mediarum  inclu(iue, debere conftituere progreflionemr
Geometricam duplam, et A debere effe numerum pri-
mum, ne nouas inducat partes aliquotas, diuerfas ab
his quas in computum aflumfimps; quod quidem in nu-
meris modo- inventis non accidit. Cum igitur fit A—
L=~ B+~ r—- P et €x prioribug, euidens ef,

A de-
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A debere efle fummam progreflionis Geometricaé du-
plae, et fummam haoc debere efficere numernm prie
mum, quia talis debet effe A; et hoc illud ipfum eft,
quod Euclides expreffis verbis requmt Vocato autem
numero terminorum 2, erit fumma huius progreffionis
€X 7 terminis conﬁanns —2%—1, igitr A—2"—1,
p vero, cum fit vitimus terminus huius progrcfﬁoms,
erit z""' , itaque numerus perfectus generaliter erit —
2% (2®—1) adie®i tamen hic cauteli, vt A— 2"y
fit numerus incompofitus.  Quoniam vero €x valore
ipfius A deducitur 2"—A -1, et hinc 2" -—“"""
erit fubftituto hoc valore pA="2*% ynde etiam pa-
tet, quod omnes numeri perfe@ti fimul fint numeri. naan-
gulares, quorum latus eft A.

- Cum igitur in nupero Schedlaﬁnate Clar. Eubmf
nofter afferuiffet, eandem hanc Formulam 2" (2"~1)
femper efficere numerum perfeGum, fi pro # fubftitu-
antur numeri primi fequentes, 1. 2. 3. 5. 9. 13. 1. 19,
31. 41. ¢t 47, abfoluto calculo horum pumererum wope

inueni perfe®os fequentes: nempe fi fit. - - $3
R—2, 6 erit perfeé'tus - - - 'x
n—3, 28 T - - R
n"5, - 496 - o S Y
n=—1, 8128 - - L= < .- ..‘Af'z
n=13, 33550336 - - =.. 34
n—17, 85898 9056 - - - 6
n =19, 137438691328 - e ..,._-.~ 9
n—31, 23058}3008139? 2128 'r:‘c-
N 41, 24178516392‘2815883778457& ‘9
N 47, 9903520314282971830448816128 - 10
B2 In
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In Arithmetica Nicolai Tartaglia Parifiis 1613.

edita, occurruat fequentes numeri perfefti:
6 - - - -

’8 - - - -

496 - - - -

8128 - - - -

2096128 - - - -

33550336 - - -
536854528 - - -
8589869056 - - -
237438691328 - -

2199022206976 - - -~

35184367894528 - -
562949936644096 - -
§00'71991897632128 -

344115187807420416 - -

2305843008139952128 -
36893488143124135936 -
590295810341525982528 -
94447329656705'709506%6 . -
I51115727451853768931328 -

G PLI O R g
* ¥ K

e¥ quibus illi, qui afferifimo notati non funt, cum meis
pexrfecte conueniunt ;. reliquos autem iam examwnabo,
nam locg fua tweri poffint, nec ne. De guiato quidem
res iam fupra confe@a eft, quod fit expungendus.
Sextus 2096128 eft (2"—1) 2"°—2047x1024, fed

2047 non eft primus numierus, compofitus enim eft ex

23,
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23 et 89. Odlauns oritur ex 2'* (2'7-1) —16384x
32767 at vero 32767 non eft primus, admittit enim
diuifores 7 et 4681. Vndecimus oritr ex (2*'-r) 2
—=2097151x1048576,; fed 2097331 diuifibilis e per
7 et 299593. Duodecimus exfurgit ex (2%~1) 2**
—8388607%4194304, fed 8388607 =—4"7. 178481,
Decimus tertius mafcitar ex (2%-1) 2a**— 43594431
16777216 4 fed ille diuifibilis eft per 31 et 1082401.
Decimus quartus generaturex(2*7-— 1) 2%==13421772"x
67108864 , fed horum prior per s11 et 262657 di-
uifibilis.  Decimus quintus refultat ex (2?-1) 2*—
536870911 x268435456, fed prior conftat ex 1103 x
48693%7. Decimus feptimus ortum fuum debet (2% -1)
2 —858993459F 4294967296 , quorum factorum
Pprior compofitus eft ex 2047¢t4196393. Decimus ofta-
mus ficex (25 - 1) 2% = 34359738367x17179869184
quorom ille diuidi poteft per 129 et 290549121,  De-
cimus nonus oritur ex (237-1)2%—137438053471x
68719476736, quorum prioris menfurze fimt 223 et
6:6318177. Denique vigefimus ortum fuum ducic ex
(272-1)2°' —549755813887x274877906944, quinon
habet priorem faorem primum , fed compofitum ex 7 et
78536544841. Adeoque inter numeros perfetos
Tartaglia datos omnes afterifmo notati funt expungendt,
feruatis reliquis; hic enim author fubftituit in formulw
pro numeris perfectis ( 2*-1)2"" loco ipfins # numeros
fequentes 2.3.5.7.9. XX. 13. I5. ¥7. I9. 21. 23. 25.
27. 29. 3¥. 33. 35. 37- 39 , ncmpe omnes impares ,
in quibus fimt compofiti 9. 5. 21. 25. 27. 33- 35. 39.

et B 3 qui
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qu excluduntyr omnino, nam 2™" -1 diuifores admittit
2™-1 et 2" -1, fi m et n fint numeri integr1, nequeadeo
primus effe poteft. Deinde ex primis 2. 3. 5. 4. 11.
13. I7. 19.23. 29. 3I. 37. excluduntur ex obferuatis
Clar. Euleri fequentes: 1x. nam 2''-1-=23. 89. deinde
23, nam 2* -1 dinidi poteft per 47. porro 2°7 -1, nam
hic diuidi poteft per 223. denique 2*°~- 1 admittit divifo-
rem 1103. adeoque ex viginti perfectis numeris Tartqa-
glianis non nifi ofto in hunc ordinem funt admittendi.
Inter reliquos numeros primos vero excludendus etiam
occurrit 43, quia 2*° - 1 diuidi poteft per 431.

Manifeftum eft ex his, inter 1 et 10000. Quadril-
liones non plures interpofitos efle numeros perfe®os quam
decem. Annetari quoque meretur, quod eorundem per-
fe@orum, excepto primo, notae fingulae ad fe inuicem
~ additae femper efficiant vnitatem, ex. gr. in 33550336
6+-3-+3+-0+45-+5-+3+3—28,et2—-8—10,ctx
—~-o=1x.etficdecaeterisquoque ; quamuis haec proprietas
pon fitreciproca, vtex eaad numerum perfectum concludere
liceat, conuenitenim eadem etiam falfis Tarsaglianisex. gr.
536854528, vbi 8—42-45-+4+5-4846-4+3-45
—46et 446 =10, et1-+o—1. Certumdeniqueetiam
eft, omnes perfetos in fine anngxos habere numeros aut
6 ant 28, non vero alternatim conflanter; nam in mea
Tabula quintus et fextus terminantur vterque numero 6,
feptiomus vero ct octauus vterque 28.

DE
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MOTV CORPORVM

SE INVICEM PERCVTIENTIVM.
AVTORE

Iob. Bernoulli. 1. Fil.

- . PARS PRIMA.
De corporibus ofcillando fe percutientibus.

Orpora fuper plano afpero-rotando in fe inuicem
impingentia longe alias feruare leges, ac fi col-

lifio fiat fine rotatione, experientia teftatur: Mi-
hi autem , in leges iftas inquirenti,, obferuatum fuit, illas
pendere a regulis corporum ofcillando fe percutientium.
Hac itaque vice , quae circa regulas iftas meditatus fum,
proponam, proXxima occafione rotationi ea applicaturus.

Definitio T.

1. Motus progreffiuus mihi eft, motus corporis, cu-
ins fingula pundta communi velocitate mota, defcribunt
lineam re®am; et per vim viuam progreffiuam intelligo
vim vimm corporis, quatenus folo motu progreffiuo
mouetur.

De-

Tabuls IL
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Definitio 2.

1I. Motus gyratorius eft motus globi.circa axem
immotum gyrati; Vim oiuam gyratoriem appello’ vim
vinam corporis, quatenus folo motu gyratorio moue-
tur: motum iftum deinceps definiam ex velocitate pun-.
&i, in circulp maximo ad axem gyrationis perpendi-
culari, cen aequatore, fumti. .

Definitio 3.
1. Motus ofcillatorius eft motus corporis ofcillap-
tis; huius vim viuam in fitw fili verticali, qui fitus fo-
lus a nobis confiderabitur, voco vim viuam ofcillatoriam.

Lemma 1.

IV. Omnis motus compofitus ex progreffivo et
gyratorio, quaecunque fit ratio inter velocitates refpe~
&iuas, quibus hi duo motus fiunt, reduci poteft fingu-
lis momentis ad motum fimplicem ofcillatorium, fi ni-
mirum quaeratur debifum fuspenfionis pun&um, circa
quod globus ofcillari intelligatur. Hoc pun@®um erit vel
in peripheria globi, vel extra, vel intra illam, prout
vel motus progreffivus aequalis eft gyratorio, vel vnus,
alterue, pracualet. Etenim per interuallum temporis val-
de exiguum motus ifte compofitus nihil alind eft, nifi
vera ofcillatio circa debitum jllud pun@um fuspenfio-
nis.

Len}-
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. Lemmn 2.
V. Data diftantia- pun@ti fuspenfionis a fuperficie

globi ofcillantis, vna cum velocitate centri, inuenire

velocitatem motus gyratorii, vt manente eadem.- velo-
citate centri, inde oriens motus compofitus * fit idem
cum priori oftillatotio. ' o

* Sit diftantia pun&i faspenfionis a fuperficie globi

=a, radius =5, velocitas in_centro =, velocitas
motus gyratorii =x, erit velocitss i fummo periphe~
fiae pun®o —v—%; fed eft 4 —4-4. v:: d.v—x, igitur x =
b _ N S .
SFFO- ‘ S

Si data velocitate motus gyratorii, quam nunc vo-
€0 ¢, quaeratur velocitas centri, inuenietur illa :#c,
vnde patet in cafu a—=—5 velocitatem in -centro effe
n“nam' . ’

Problema 1.
V1. Inuenire vim viuam globi ofcillantis.

Solutio.

Intelligatur globus fuspenfus ex filo verticali FB,
quod continuatum transeat per centrum D; Sit LBME
circulus globi, in cuius dire®ione’ mouetur, radius —5,
FB diftantia pm&i fuspenfionis a fuperficie globi, —a,
per punta -infinite propinqua I et i ducantur horizon-

.7

tales AC et ac; voceturque Bl—x,li=—dx, erit IC

=V ((@bx—xx)), ponaturque practerea velocitas .in
seatro — o, C oo
Tom. VII. T T Quac

Figus &
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Quaeremus primum vim viuam ftrati elementaris

- et'horizontalis, quod refpondet {patiolo ACca: fit itaque

. circulus horizontalis ARCS ofcillans in direGione AC

circa axem fuspenfionis, cuius diftantia a diametro circuli
RS=a, radius circili =8, Im=§, mn=d¥§, erit
mp—V (88—£E) et dxﬁanua ab -axe fuspenﬁoms ad
applicatam mp=V (aa—+§%).

Iam cum velocitas in centro globx fit —ov, erit

hic velocitas in m_.i‘ﬁﬂi“’v, et quia fingula pun&a.

in mp communi ‘velocitate mouentur, erit vis viua

fpatioli mnpgq—="EkvvdtV (88— i‘.E)——(a 5 (§5d
£V (88— ££)+aad£v(€€ £%)). B

* Huius expreﬂioms fi fumatur mtegr:le et dein. po-
natur £— 8, habebitar vis viua quadrantis circuli: In<

tegretur ergo per partes; Eft autem pars pnor b
5V (88-£8) =55 (— —glagy (eeg—gh), diui-
dendo nimirum et rurfis multiplicando per E? -fi nunc
ab hac quantitate aufergtur 535 x38EE—3dk v(esg?

’ -—’é’) et dein illi rorfus addatur, erit illa = =2 _Z’!

(a-l-b)’
+z€€E")d§V(€€?f E’)—l—-z(“_,,),wdEV(@ﬁE’ -9
‘Huius exPrefﬁoms mtegrale eﬂ B (88— £F—+
s vofdé V(E’g 55 )5 eft xtaque f((,"_,"j,ﬁfvvd.f

V(BE—£5))=n k(88 fﬁ)+mvvfd£V(88

5 +anvufdgY (BB -£E). . FPo-
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Ponamus mmnc =8 et inueniemus Yim viuam qua-~
drantis circuli *32f00fdL V. (88— ££) = (quia fdf
¥ (88—££)= quadranti,. quem voco Q) :mvoq
ergo vis viua totis” circuli 2P0 0Q. Applicen-
tur iam haec ad fphaeram. Inhaceﬁ a=a+x, 8=
‘V(zb.x —xx), Q_ in(2bx—xx) (pernmtelhgoex.
ponentem ranoms inter penphenam circuli et radium)
adeoqne ;:‘“_,:';;‘wq_.,( ywvx(8a46x+:645xx
- 4bbxx— 4.¢axx+4.bt’—84x’—3a‘), quoddu.
&um in Ja altitudinem fCilicet firati dabit eius vim vinam >

mvvd'x(Saabx+1645wx++bbxx—4.¢m

¢ 4 4bx*—8ax*—3x*), huiys integrile eft '—_F-ﬂ)
V0(4aabxx+% Saby® 4+ $bbx° —4aax* +-bx —2axt
—32¢). In hac exptcfﬁone i ponatur x=—25, obti~
nebitur vis viua totius fphaera¢ ofcillantis = nb’ )

. ~ b'- 7b - . BN -
(“4(_::_;;:’ b):: (fi ;nb' vtpote maffa globi vo=
ectur M) “"z 2_‘;?;}"“001\&. QE.L

Corollarium 7.

VII. Si ponatur g—ev, habebitur vis vima globi
folo motu progrefinvo moti —ovoM, plane vt fieri
debet. - o

‘ Corollarium 2:
VIIL - Vis viua motus compofiti ex progre(ﬁuo ct
gyratorio, quorum velocémtes funt inter fe acquales, in-
2 uc-
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nenitur, fi povatur 2=—0, hoc cafu expreflio generalis
abit in hanc ZooM; ergo vis viua progrefliua fe habet
ad vim vimm ofcxllatonam, vbi puntum fuspenfionis
cft in peripheria globi, vt 5 ad 7.

Scholion 1,

IX. Nihil determinati dat expreffio noftra pro cafu,
quo punétum fuspenfionis concipitur efle in centro, id
eft, quo globus omni motu progreﬂiuo deftitutus tan-
tum circa axem fuam gyratur; hoc enim in cafa, quia
a—b et proinde velocitas centri nulla (Prop. V.), erit
expreffio noftra —3: Vt itaque determinemus vim vi-

uam gyratoriam, voccmus ¢ vclocwu:em, quaec eft in

peripheria globi oftillantis et erit velocitas centri s ¢} .

hoc valbre fubftituto pro @ in expreffione noftra ge-
nerah mutatur illa m hanc 247 Zil""" {44 fcM;
iam fi in hac ponatur a_..—-l» habebitur vis viua gy-
ratorii globx i¢e¢cM. Eft adco vis viua progreffiua
ad vxm viuam gyratonam globi, vt 5 ad 2,

Theorema,
X. Si in glto ofcillante wotus gyratorius fepardtm

éorgﬁderdur a mota progreffino ¢t in viroque mofu [implici
wir vita ﬁmatw, -aggregatum irium Viuarum na'fu.r ex-
bibebit vim viuam ofcillatoriam.

Démonttratio.

Sint rutfus diftantia pun&i fuspenfionis’ a fuperficie
gIobx —a, radius =4, velocuas centri =@, erit (Pr.V.)
velo-
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wlocitas, qua pundtum in periphéria cikci cgntrim gy-
b _— . 123

ntur, ;o3 ¥, Vis viua gyratoria = ZgpovM;y

(Prop. IX.), vis viua progreffiuva —owM (Prop.Vily

fumma harum virium vivarum ==
. : (a+-6) '
qui valor idem eft, quem antea pto vi viua ofcillato~

ria inuénimus. (Prop. VL)

.. Corollarium.
XL Licet adeo in globo ofcillante duas vires vi-
uas, nimirum progrefliuam et gyratoriam feparatim
- confiderare.

~ Problema 2:
XII. Dats. velocitate duorum corporum A et B, ofcil
lando circa punta ¥ et G [Je inuicem percutientium, de-
serminare welocitatem quam babebunt poft collifionem.

| ~ Solutio. .,

Sit radius glebi A=A, ipfius mafla =M, radius
alterius globi =B, huius maffa ==N, diftantia puné®
fispenfionis a globo A—a, diftantia puncti fuspenfionis
a globo B=18, velocitas. in centro globi A—m, ve=
locitss jn centro alterius globi —#, erit vis ¥iua pro~

aa—+-aab-+-b ol

l-'igm' 3

greffa globi A=mmM atque (Pfop: 1X.) e¢iusder -

Vs vila gymgoria = ;24 M, Bmilitore vis e
progr:ﬁiua globl B=#nnN, ciusque vis viua gyratoria
=iemnaN.  Notindup eft: - Quod ponain’- cen
Sloborum tempore «collifivais: eff in ﬁnei—kw‘umﬂalk
Cs Po
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Poft collifionem motus gyratorii, quia neuter illo~
qum agit in alterum, non mutabunwir, (id quod. dein-
ceps alites demonftrabo), fiet ergo folum immutatio in
motibus " progrefliuis. et quidem, iuxta regulas receptas
ita, vt poft impulfum velocitas progreffina corporis A ,

fir mx—fﬁﬁ?mx, velocitas progreffiga corporis - B_.'

AN—=nMy-2mM

, Vis itaque viua progrefiug globi- A—

M
(mM —mN—-2nN)?

P M; huic i addatur eiusdem vis viua
gyratoria, quam vidimus effe =ZipmmM, prodi-

bit ipfius vis viua totalis feu ofcillatoria _(,(:,:_AA)zﬂlM

(mn—mN+zuN

¥ —) )M ; globi vero B vis viua progref-

N—nn-q-zmx

fiua poft 1mpulfum erit =(=535) N, quae ad~
dita eiusdem vi viuae gyratoriae dat ipfius vim viuam

. totalem feu ofciljatoriam poft xmpulfum "'“('(E"Tp nn

+(3N~;:.-;-:mn),) N
Dicatur nunc velocitas quaefita in centro gloin A—v,
velocitas quaefita in centro globi B=p, erit vis viua
_aat+2aA-+7AA
{(at-A)
‘woM, (Prop. VI.) = ecidem vi vinae ofcillatoriae poft

jmpulfum quam modo inuenimus effe —(,(a_,_,u.mm —+-

= ';,""N) M. Similiter erit vis viua ofcillatoria cor-

- 88—+ 28B4+ ;BB

ris B mppllum — N=
?o poﬁ impnlfi By § 74 :
Girm n o =2t YN, vnde elicitr o=
V(dqu-:):-humm—l-,(,iaf)zﬂ-zu(mm;::-kzu )’ et-g

[ 5
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( ,m-w-;-.u nn- ge%‘,%,?g;-':&i eﬂ-m-a-x

Corollariumy. =

XII. Si aa8=ev, prodibunt regulae communes

pro corponbus folo motu progreffino motis; hoc ,¢nim
af erit o =i g po—mN_ulLamN

toll

Corollarium 3.

XIV. Si ee€—=o0, qui cafus eft pro corporibus
ofcillantibus, in quibus motus gyratorius -aéqualis eft

moti progrefiuo, erit v=V (;mm—t3(*antD) )3

etp-V<;nn+,("““"*‘"'"‘> ).

Scholion.

XV. In Prop. XII. aflimfinus’ motus gyratorios |

duormm corporum ofcilfantium b impulfit non mutari;
Iftud , quia nonnullis fcrupulum mouere poflet, feor-
fm nunc demonftrabimus. Quaeremus impetum car-
poris ofcillantis & inueniemus eum non effe maioren-,
qum fi folo motu primo progreffiuo corpus effet motum.

Sit itaque primo planum horizontale CF, fuspen-
fom ex filo verticali AB atque ofcillans in dn'e&lone
CF; Si velocitas pun@ki A exprimgtur per lineam AB,
expnmatur velocitas puné&i F per ligeam BF, fed haee
velocitas, cum habeat direGtionem obliquam fecyndun
FD perpendicularem ad BF, nom tota impenditur in
impetumn ; ‘'d¢ componenda itaque ¢ft in FE et DE,
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quarum pnpr folg unpendxfur in impetym; Eft antem
(ob triangula fimilia” FED, BAF) FE. FD::BA.
BF, ergo velocitas, qua fit impetys puncti F exprime-
tur per lineam AB, adeoque erit aequalis velocitati

pundti A; idem dleendum de omnibus" reliquis punétis
f s Iy plam ofcillantis ; ¢t érgo totius plami lmpetus
aequalis toti maffac du&ae in velocitatem, quae eft in
pun&o A, hinc confiderari. poteft planum tanquam
concentratum in A,

. . Si ism loco. plam habeamus cprpus ofcnllans, idem
Figua 5. Sfit_ac fi infinita pondera p, p,-p, p, concentrata in
Snfinitis - punctis ‘virgae rigidae AB' ofcillarentur. Vt
nunc rem clarius ob ocules ponamus , contipiamus
s, duo corpora et quidem P et 7 duabus diverfis laminis -
-ngxd.ls AB ctary. affixa, fit astem diftantia carporis P
2 puncto A dupla v. gr. diftantiae corporis 7 a punito
fixo a;- impingant haec duo corpora in elaftra DE,
9 ¢ agqualia, diftantia elaftri DE a puncto A fit aequa-
Jis diftantiae elaftri d¢ 2 pun®o a; ‘erit ex natura
“¥edtis impetus ponderis P in elaftum DE duplus im-
petus ponderis 7 in elaftrum d¢ fi pundta et ¢ ea-
801 dem velocitate moueantur; transferatur nunc poodus «
€X 7y in ¢, ita vteidem virgae AB in medio affixum
*vna Cam pondere ‘P oftilletor €t impingat im commune
claﬁrum ‘DE; ‘et amnia- fint eadem, erit etiamim-
pems ipfas “adkiie “dimidio mior impets ponderis P
“in claftrum DE: fi- minc pondus P augeatur, vt fiat v.
cgr. triplem pendetis 7, erit impews ipfius fextuplo
“nator impetu hums, vnde apparet effe fingulorum pon-
derum
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derum impetus proportionales Bhigulis maffis duis in
fuas refpective diftantias a pun&eo . ﬁnspenﬁoms, ergo fi
infinita fint pondera, erit figma . ompiym - igapetyum
propomonahs fumynae_fingplarum , madarim  duGasum
in fuas refpe@iue diffantias a pundp fuspenfionis, aer
qualis, vt notum, impetui, quem haberet. totg maﬂ‘a
omnium ponderum fi conceptrata foret in centro gra-

- uitatis. Cum itaque mboles glo& ofcillantis tanquam

punctum: confiderari’ peflit ;- erit: eimsodiftadtia’a pun®o
fuspenfionis infinita. afpeSm; radib, adoonie Tatione, im+ -
petus folns mann gyxattrius conﬁderandus efk Q E D.

115 s

' PARS ALTBRAw -7+ -
De. qu};ﬂrz[ms Fobaids S pe;‘autzemzlzus,

Lemma. .

XVI Si globgs plano afpero incedat, eius motus
progrefliyws , five. radens , ,ab - afpegitate’ plam turbabitur,
et- accedet. ei: motus gyragotius, hincqye orietur motus
mixtus; hunc vocabimus metwm retutoriums atqee per
om- viuam rotatoriam intelligemus vim viusm globi hae

Tagione. mot; . ‘

Corollarium. - A

XVII. Motus itaque -rotatogjus nihil eﬂ ahud

- nifi ifte motus compoﬁtus ex progrefliuo et gyratorio,

de qgfto diximis’ir Prop. 1V. adeoque fémper- reduci
poflet ad motim Gmplideri ° ofellirotinin, it modé
quatta s ddbitom - Wspévietis - pandhim’’ c‘irca
gWBus ofcillari intelligatur (Prop. IV.)

Tom. V1I. D Defi-
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Definitio.
XVIII. Rotationem perfeiiam voto eam, quac fi¢
cum pun@um in circulo maximo ad axemi rotationis
diculari defcribit cycloidem vulgarem; fin ho¢
puadum defcribat ' cycloidenmr comtra&am vel prolonga-
tam, erit rofatio imperfetta.

| Scholion 1.

XIX. Si motus perfe@e rotatorius tamquam ofcib-
latorius confideratur, erit pun&tum fufpenfionis ifti mo=
tui refpondens in fuperficie globi, hic enim fingulis
momentis reuera circa pun&um in fuperficie ofcillatur,
in motu vero noh perfe@e rotatorio #d ofcillatoriumm
redutto, erit punctum fufpenfionis vel extra periphe-
riam vel intra eam, prout vel motas progredims prac-~
walet vel gyratorius.

Scholion 2,

XX. Si plamavi fuper quo globus rotatar fit val-
de afperum et motus globi lentus, poterit rotatio pro
perfe&a haberi; fin infpetus quo globus propeHitur fiv
maxiraus, ita vt afperitas plani freile vinatur, motws
globi gyratorius pro nullo haberi poterit refpeéiu proe

greflui.
Scholidn’ 3

XXI. Oftenfa identitase motus rotatorii cusn of-
cillatorio, perfacile erit omniz ea, quae de globis ofil-
lantibus demonfirauimus, iisdens applicase rotantibus.
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Problema. .

XXIN. Data websitate, quac eff in centro ghbi

fitantis , oma cum welocitate motus gyratorii, deterwinare -

dilantiom punti Juspenfionis , circa quod fi glokus ofcille-
tr, motus cius ofcillatyrius fit idem cum priori rotatorzo

Solutio.

Sit globus ACBD; concipiatur ille rotare per pigan 7.
interuallumm temporis infinjte paruum, ita vt diameter -
AB vepiat in fitum a®¥, haec a®, continuata fi opus
fit, priorem A B, etiam continyatam, fecabit in aliqup
pucto F; hoc pun&um, quamdiu globus rotauit, nul-
lam habuxt velocitatem, fed manfit immotum, vnde
eecfario  pun@um fuspenﬁomé debet efle. in F 3 vt
jque huius diftantiam a peripheria globi determifte-
mus, fic diameter—25, velocitas in centro—wv, ve-

locitas gyratoria (quam, vt jam di®um, definio ex
vefocitate pun@i in circule maximo ad axem retatio-
pis perpendiculari fimti) =¢, diftantia quaefita B F
—x: exprimentur vejocitates panGorum A, L, B per
arculos infinite paruos Aa, LA, B, radiis AF, LF,
BF deferiptos ; eft autem B&—vvc vnde LF(B—I—J&‘I

La(w): :BF (x).B8(v=-¢); adcoque x= b,Q'El.‘

: Corollarium.

XXM -Si ¢=o, erit x=c; f, b"—c, edt
¥*=o, id eft ‘pun&um F exiftet in penphcrm globi )
fn v< C, erit x negativum, cadet nimirum punétum’
F intra pcn'pheriam , et coincidet quidemn curR centro

g!obi iv—o. D - Schalion.
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Scholion.

XXIV. Vis vias glopi rotantis inuenitur, fi in
valore, quem in Prop. VI. pro vi viua globi ofcil-
lantis elicuimus, fubfticmatur >4 pro <, manentibus
bv, et M iisdem quae antea; e(t ergo vis vitua globi
rotantis =(vv4icec)M.

Corollarium T.

XXV. Si diftantia pun&i fuspenfionis fit infinita,

id eft, fi ponatar ¢—o, obtinebitar vis viua globi
Mo motu progreflino moti —vov M.

Corollarium 2.
XXVI. Vis viua. globi perfecte rotantis inwenitur
=§vevM, ponenda nimirum v=—c¢.

B Corollarium 3.

XXVIL Si v=—=aq, erit vis viua globi folo motu
gyratorio moti —iccM.

o Scholion T1.

" _XXVIIL In Prop. X. demonftratum fuit, ﬁ in
globo pfciliaate motus gyratorius feparatim conﬁderctut
a motu progreflino, et in vtroque motu ‘impha vis
viua fumatur, fore yt.aggreggtum virium vimarum rur-
fiys ;exhibeat vgn vizam ofGillatoriam. Idem Theore-
Mg Yerum gHiam eric in . gloho xomnte,, {cilicet in hoc
GROGUE, aggregam dua.rum vitium vinirum, progrefii-
We &t gyhatorige (epa;;tun famtarum, pr(us exhibebit

. vim,
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Wm visam rotatoriam, quix motes ‘rotatorius idem eft
am ofcillatorio. Hanc awem velocitarem ipfa-expref
fio noftra fatim ob oculos ponit, cum conftet-ex duo-
bus terminis oM et ;¢¢M, quorum primus expri-
mit ipam vim viuam progreffiuam, alter Vero gyra-
torzm feorfim ﬁlmtam . <

- Scholion 2.

XXIX. In Pmp XII. flutionem dednnus huius
Problematis: *¢ Data velogitate.dsomm corporum ofcil- ¢¢
lando £ “inmicemn pércutiomtium ;- determinare velocita- ¢
tem quum habebunt poft collifjonem ; ¢ folutio illa globis
rotntibus applicari nequit, pmam in globis ofcillantibus
pundom fuspenfionis, cum fit fixum, idem manet poft

impulfum, quod ante; in globis vero rotantibus pun-
@um fospenfionis, motui ifti rofatorio refpondens, cum
non fit fixum fed imaginarium ‘tantuin, non neceffario
idem manet, fed mutari poteft et quidem infinitis mo-
dis. Vt igitur diGum problema folui poffit, cognitae
fapponi debent diftantiae pun&orum fuspenfionis, quae
motibus rotatoriis globarnm poft impulfam funt refpon-
faa, fie, qoed eodem redit, data fapponi debet ra-
tio, quae poft impulfum fatura fif inter velocitatem pro-
grefliiam et gyratoriam vtriusque gl.obx Hoc praemo-
nito iplam Problematis folutloncm m fequenti dabxmus
PtBPOﬁtl ong £ n:.a’: R a
o '*"Pl‘dbletna"4“""
XX’X Datis in’ duobiis gfo?m' A et B rotando in

ﬁ inuicens dmpingentibus ; velokitate Gertri wha cum velo=
Dgj citate
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aitale gyratorie, nec mom rabionc, quac futwra fit intey
bas dnas vclogitates poft impulfum desermingre elocitases,
qugs  babehumt poft collifiones. ~

| _ Solutio,

Sit maffa globn A=M, radins —A, maffa globj
B—=N, radius =B, velocxtas in centro globi A =1,
eius velocitas gyratoria —¢, ratio inter velocitatem pro-
grefiuam et gyratoriam poft impulfpm jn eodem glo-
bo _é; velocitas in centro globi B—=n, ecius velo-
citas gyratoria =e¢,. ratio inter velocitatem progrefli-
vam et gyratoriam, quas habebit poft impulfum — 3,
erit reduto motu roeatorio ad ofcillatorium, debita di-
fantia pun&i fuspenfionis a fuperficie globi A=—T"=A
(Prop. XII.) atque debita diftantia punéi fuspenfioniy
a fuperficie globi B__—-B

Si nunc ea, guae habentur in Propoﬁtionc XII,
debite applicentur, inuenietur vis viua rotatoria globi A
pott impulfum = (jcc—+ T2 )M ; globi vero
B vis vim "(;u-}-(w) )N; iftae vires viuae
in vnoqueque globo conferuabuntnr, quomodocunque:-ab

afperitate plani rurfas mutentur velocxmtes progrcfﬁuae
et gyratonae globorum

Vocetur iam velocitas progreﬂiua globx A poft i lmq

pulfum —w, erit pey hyp s‘f,ms Wms gyratoria — $v

?;que (Prop, XQ(IV 5\ eiusdem vis viga. rotatoria —

—i"j;’—“qwm, eff qutem (vti iam \udxmus) eadem vig
el yiug
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¥ine etiaris .—:(;cs-'-l-"(unl?ﬁ"-)'zm, ideoqué elici-

e ff4sffmar)” L
tas 9=V A ’g;‘“ ; éodém modo, fi
vocetur p velocitas progreffiua corporis B pofk impulfisa

(2eebb 45 bHCTIT™
4 shhrzis ) QEL
Scholion.

XXXI: In Propofitione praecedenti generaliter ex-
preffimus rationes inter velocitases globoram progreffiuas
€t gyratorias poft impulfim per has fractiones /-, ¥, in
applicatiorie vero ad cafus fpeciales pro et? fubflituen-
dae erunt rationes quac maxime vVidebuntur probabiles
v. gr. fi globi admodufi lente moucantur fuper plano
ifpero , éri¢ rotatio fenfiviliter perfe@ (Prop. XX.) et
fingulze tarum fractiomum =, 2 et? aequates erumt
vnitati. Hunc cafari quia eft frequentiffimus, i fe-
quenti ptopofitions feoffim traabimus.

Problema g.

XXXI. Data velscitate duoram ghborum A et B, Fig.
volando Jo inuicems percubientium , determinare vebcitates, '
quas badebast poff- impudlien. pofitis globis sem ante quem
PoR collifiohem " perféile ‘rotamtibus, L

- Solutio, .

Pofiis tisdetn ; quibnis in Prop: XXX, nifi quod fit

MTeogn—e; f=g et b—i,; erivivis viua glebi A poft

inwemetur p—
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impulfm == voM(Pwp'XXVL ). eft autem eaderm
visviua etiam — Gmm—( ) ) M.(Prop. XXX}
habetur 'itaque oL V( ;mm—!—; "m"""") )5 M 'I'mxlxter
muenlthr'p:V(ykﬂ—P-‘ """'“tfm—m Q. E1 -

dre Corollarium- E -
XXXIII. Si maffae globorum A et B fuerint inter
fe aequales erit w_.ll(ynm.—}v,nn) ct p__V(;rm
“imm). sl
. Corollarium 2. .
XXXV, .Si vierins globus. B ‘ponatar. quieniffe
m:cnﬂxﬁomm.; eric ur—ww V.3 .ot p_..mV,-;. .

R " Scholion 1.
o )gxxv, Hinc apparet, fi in ludo Billard alter
globorgm in. altemm qulefcentcm perfecte rotando img
pivgat, priorem ‘non cﬁ'e quxemrum , fed forp vt ambo
moueantur, et quidem ¢a lege, vt xmpmgens retineat ve-
locitatem , quae fit ad velocitatem alteri acquifitam , vt
VY2 ad V5, quod G globi ldpingentis rotatio fit im-
rech ,, retinese .quidem debet aliguam  velogimtem,
fed mjngsem-a¢ fi;perfecte .romflet; haecqye ab:exper
mcoaﬁrmms, .hinc, ekt qm ‘huius . lpdi periti
globum fuum magno paomﬂaat 4 i ~colluforis
globus prope lacunam in_ linea rea fit pofitus; hoc
enim pacto leges ordinariae bbtinent , (Pfop XX.) atque
gobé impingentié Anogns . mfmnmgnlfurﬁﬁmt : gloBusque
aleer .folus in.. bacunsmuidntrudind ; .id quad non, - fieret

i impingens celerrime fuiffet motus.
Scho-
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Schohon 2, o -

XXXVI. Ahomm praeterea pha.enomenonup, R

eodem ludo Billard occurrentium, ratio reddi poterit ,

confiderato ea qua.fecimus ratione,. motu duplici, pro-
greffito et gyratorio. i

Obfervatur v, gt globum, digito. preﬁ'um 'hocquc
modd propulfum, ‘primum quidem aliquantum- antror-
fim , dein vero retrorfum mioueri; huius ratie eft,’
quod digitus propellens globum fimul eum retrahat. fic=’
que ei imprimat duplicem motum, alterum’ progrefli-
uum antrerfum , -alterum gyratorium in- fenfam contra-'
rium, prior ab initio poﬁemon pracmlet, fed propter’
afperitatem plani breui extinguitur, et fic illo extin@o’
hoc autem remanente, globus retro mouetur: idem ve+’
ro non accidit, fi digitus propéllens globum madefiat.
Porro obferuatur direGiones globorum poft impulfunr ad
fe inuicem non efle perpendiculares: hic iterum confi=’
derandum eft, ‘globum impingentem ante collifionem
habere motum duplicem, progreffmum et gyratorium ;
pofterior, quia, *vt faepius ditum, non mutatur, re-
tinet poft impulfum eandem dire®ionem, quam ha-
buit ante: prior vero, nimirum progreffivus, poft col-
lifionem tendit fecundum perpendicularem ad dire&io-
nem alterivs globi, fed propter afperitatern panni ace
cedet infiper globo motus gyratorius fecundum eandem
direCtionem; habebit ergo globus motum triplicem et
ex hoc motu triplici neceffario oriri debet motus fim-
plex rotatorius fecundum direGtionem aliquam interime-

Tom. VII. E diam
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 diam, hinc manifefe diretiones. gloBorum poft im-
pulfum contituent - angulum aliquantum acutum, eoque
Mmagis acutum, quo motus fuerit lentior. -

© Voum adhuc referam phaenomenon, primo haud
abfimile quodque eodem modo explicandum eft, quo
illud: fi globus quic(cens vni ex lateribus- fis adhaerens
(quod Galli vocant ére collé) et alter. in eum ita im~
gmgat, vt centra fint in linea perpendiculari ad latus,

cui prior adhaeret, fiet vt poft impulfum globus im-
pingens per eandem perpendicularem aliquantumy refi-
liat et dein vel fubito quielcat vel' retro moueatir;

ratio hums, vt dixi, manifeta eft iis quae habentur
ab initio” haius fcholu ; quodfi vero impulfus fuerit obli-
qQus, poterit fieri, vt globus impingens poft collifio-
ngm primum aliquamum refiliat, deia per lingam cur~
wm . rurfus retro moueatur, feque in lacunam voluat,
quia tuge diretio motus gyratorii non e diametro eft

oppofita directioni motus progreffiui ; hocgue etiam fae-
. Qlﬂime accidere. folet. ‘

(
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PROBLEMATIS ASTRONOMICI

A '

Cler. DeL’Ide -
' .P,RO'POSTI"I‘I )
ENVCLEATIO.

© AVfORE

Georg. Wolffs. Kraffz. o

)
P Ofito fiow tote =: t, anguli dcnti maioris finu Ty m,
=S, cofine == C, Tangente =T} angali vero -

. acuti minoris fimu =g, cofisn =g, tangente ==

¢ ; femifummae hotum duorum angulorum finu —A
cofinu = B; femidiffgrentize , finy =g, cofian =—4.
Eric

. X~ Cofinus anguli compofiti ex vtroque dato = Cs—Sg
. 2. Sinos ‘anguli ‘refidui =S¢ -sC. : C
3. Tangeas angull refidni — F=!--.
4 ¢2€CxoaA. .
s. S—s—1a24B.
6. SH-s—=245 .
7. Sinus’ anguli dupli =28C.
. 8. -Cofin. anguli refidi = C¢ 5§, i
Demonftrationes horum omnium vide in Commeat.
buius Academize Fomo II. p. 13. feq. o
. 2

Lemma
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36. ENVCLEATIO
Y Y Lemma 2 .

IL. In Schemate Fig. 1. repracfentet TZF larmm
Meridiani, TRF planurn Horizontis, BDH pl:mum Par-
alleli, in quo ftella quaedam D mouctur. Exponet itaque
angulus CGD diftantiam ftellae D a Meridiano, in Aequa-
tore, quam_ vocabo tempus; angulns PKM vero diftan-
tiam ftellag D a Meridiano, in Horizonte, feu Azimu-
thum. Inuenienda eff ratio, quam babet Tempus ad Azi~
muthum. Sit in hudc finem angulus Temporis CGD acu~
tus, atque erit in triangulo CGD ad C re®angulo, fia.
tot. (1) tang. CGD=CG:CD, hinc tang. CGD=

CcD

oG, in triangulo PKM ad P reQangulo, erit rurfus,
fin. tot. (1):tang. PKM—=PK:PM, hinc tang. PKM
=1 itaque erit tangens Azimuthi ad tang. Temporis =
CG:PK, ob CD=PM, reftat itaque inueftiganda hae¢

. ratio; - Ponantur

Elew. aequt. fin, —4. Temp.{in.—«. Declin. fin. —A.
cofinus — 4. cofin. —=¥&. _ cofin. =B,
W& --uD fangens=c./ *  tang. - tang. —C.
et practerea altitudinis- Méridianae in B cofinus AK—¢.
Erit, ob altitudingal “fneridianam = alt. aequatoris- -
vel — declinatione, per Lemmatis 1..oum. 1 et 8. 4—B&
—Aa, fi declinatlo fit Borealis, fed B4+ Aa, fi ea-
dem fit Aufiralis. Deinde in triangulo CGD eft fin.
tot. (1):DG(B)=cof, CGD(8):CG—=B%; nec non
in triangulo EBC;, fia. tot. (1):BC(B- BG) — .fin
EBC(5): EC—-AP Bbs—B54%; hinc CG: PK‘—CG
AK—-AP—=BE: q—Bb—i—BbE..B@ Bé8 4 Aa,
, " (vhi

~
-
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(vbi femper fuperius fignum valet pro Declinatione Bo<
reali, inferius vero pro Auﬂrali):@:bé’?—'}“:@ b8
+Ca, ob C:1=A:B. Igitur ratio quaefita eft ipfius
bad b8 + Ca, atque hinc Tangens Azimuthi, pro an-.
gilo Temporis acuto e —jeem, Ob y:r—a:8.
Quodfi vero angulus Temporis fit obtufus, vt in Fig. 2.
fimatur eius deinceps pofitus CGD, atque huius fit fi-
ms e, cofinus &, tangens q/, erit pro hoc cafu anguli,
qm Azicwtho AKM deinceps pofitus eft, Tangens —
wece In fequentibus vero femper affumam Declinatio-
pem efle Borealem, quare adhibenda¢ funt Formulae

pro angulo temporis acuto =g, —tang. Azimuthi; pro
angulo Temporis autem obtufo erit z¢e; = tang. anguli,
qui deinceps pofitus eft Azimutho. Q.E.I. .

Problema.

II. Ex obferuatis tribus Temporibus ZPA, ZPB, Figen 3.
LPC in Fig. 3. fellae dlicuius, ita ot in ob_/'matzone
ier otramque media flella fit in. ipfo verticali primario
ZB, in wtraque altera vero ab hoc aequaliter remwta

 imenire Altitudinem Poli. Ad naturam huius Problematis
cxaitiendam  ponantur

Temporis ZP A fims —e¢ cofin. =f Eleu. Aequ Gn. =y

ZPB fnus—g cofin.—=5h -.cofin. =V(x-py) -

. CPQ finus—i cofin.-— k. Declin; mng =u.

Habebitur per Lemma 2. Tangens DZA= ;=S5

fuppofito angulo ZPA acuto,. qui nunquam alius ;effe..

mﬁ, mﬂ'o Cﬂt Tang DZB.—- bﬂ}""ﬂ”"”’ w-;
| E g3 0
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to rurfus angulo ZPB acuto, qui etiam nunquam aliuy
effe poteft; denique erit Tangens CZQ_, qui Azimu-
tho DZC eft deinceps pofitus, — ;555515 » Vi affumi-
tur angulus CPQ ob angulum ZPC fere femper obtu-
fam. Fadis his denominationibus, ob DZB rectum,
erit tangens E,(T_—,‘J—,,_u, infinite magna, quare fraQionis
huaius nominator AV (1 —yy)—uy —=nihilo, vnde fit 4y
=bV(1—yy); ob sequales awem AZB, BZC, et DZB
retum, aequales erunt etiim DZA, C ZQ, quorum
tangentes antea inuentae, §i aequentur, fata fubftitutio-
ne ipfius 5V (1 —yy) pro 4y, emerget aequatio if V (1)
—ibV(1—yy)=ekV(1—yy)+ebV(1—yy), quae,
cum per incognitam V (1 —yy) diuifibilis fit, manen-
tibus folis quantitatibus cognitis if—ib— ek+eb indi-
cat, quaefitum ex his datis non pofle inueniri, confes
quenter Problema impoffibile effe’ folutu. -

Corollarium F,

IV. Si differentia Azimnsherum mtelhg‘amr data,
Problema folui poterit, fed fuperfluus erit hoc caft an-

’,

gulus. aliquis Temporis, ex. gr. ZPC. Pofita enim co-

tgpggnq: ipfus AZB—m, erit.ex prioribus m— 77—, =5
F=hv55)» vade oritur V(r—yy), finus Elemtionis
Poli — 7=, quae formula facile ad logarithmos de-
dpcitur ,. confiderando, quod f—b fit differentia cofinuum
ZPA et ZPB, ponendo igitur fin. m-;.zu_m et
fin. z”’z’f&._d), erit per Lemma 1. num. 4. f—h=
2Pv, quod in- prxon formula fubftitutum efficit fin.
Eleu. Poli — ,—g,,—-,,-,-., multxphmto numeritore per cubum

.- radii
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rzdii R, 4d complendss dimenfiones. = Ergo -log. fim
Elen Poh _31R+1e—(la+l¢+ln+lm) Sit
.2 ZPA 31 24. ZPB'—75 26 AZB:4.{ o. erit
AR —g3. 2.5 TR — a2 x vnde talis emergit
operatxo
I2 — o. gorogoo
Id= 9. 5738880

- Im= 9. 9047106
- Im = 10. 0000000

29. 7796286
3/R 4 le==39. 7168458

T 5 9372172 log. finus Eleust: Poli.

cai refpondent 59. 56 pro Eleuatiowe Poli, ad quam ex-
t-lRplum fait adaptatum .

- Corollarium 3.-

V. Quomam fupra poft fattam diuifionem per V( I-3)
remanet aequatio haec if—ib=—ek—-eb, poteft affumi
quaelibet harum cognitarum pro incognita, atque exinde
nourtn  Problema folui; quaeratur ex. gr. b, erit “ea’==
fi=ke. eritque Problema hoc: Datis tempmbu:, quibus

e—4-i

Slella aliqua fuit in duvbus verticalibus a primario aequa-.
liter yemotis, inuenire tempus, quo fuit in Vervicali prima~
fio.  Sit autem fin. (CPQ—ZPA)—a, erit per Lem~
ma 1. num. 2. fi—ke=a; fit porro fin, T g
cofin. FE=Z2 — et huius femidifferentiae finus —8
orit per Lemma 1. num. 6. e~i—287; deinde quia
CPQR-ZPA duplus ot femidifferentiac & CPO—ZTA | erip
quo-
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que a— 240, faltis his- fubflitutionibus erit b—
aut b: ad complendas dimenfiones, vade / b_.. IR+18

—J8. Sit in allegato exemplo ZPC = 129. 4.0, erit

CPQ—= 50. zo vnde operatio haec eft:
IR—I-I&“—xg 2160964
© I8— 9 8159976

- 9. 4003191. log. coﬁn ZPB,

cui refpondent in Tabulis pro angulo ZPB. 75 26. qua-
lis antea fuit in Corollario praeced. :

Corollarium 3.

VI. Cum infperatum id accidiffet, vt Problems per
data fua non determmaretur, inquifiui i m caufam huius rei,
atque eum in finem Problema generalius concepn "Vt nem=
pe angulus DZB non fit reQus, fed alius quieunque datus
acutus, cuius tangens = m. Erlt ergo ex pnonbus, fup-
pofitis angnhs omnibus ZPA,ZPB,ZPC, acutis, vocatisque
Y (x=y9)=1, f~b=p, b= k=g, ty="0%, tang.
DZA = 35557+ » tang. DZC_Z-:Q—,;,, hinc perLem. 1.
n.3, tang. AZB=(mg—me—pm*x)(m’e—+g—pmx), nec
non tang. BZC = (mi—mg - gm*x): (wi~-g—qmx), qui
duo valores aequati , praebent aequationem Quadraticam °
hanc: ~mig—pm*ix-2g*~-ge- 28pmr—-2gqmx-eqmi—~+-2p
gt A-2m'ei-meg—-qem’ x—g i —+ pimx —o. Quodfi
ergo DZB ponatur rectus , euadet m mﬁmte magna , quare
omnes termini, in quibus autnon reperitur m, aut non adeft
m* , “abiicientur,, quo facto éritur pmrix—gem'ix, vn-
de patet cur aequatio fupénils inuenta per incognitam fit
dmﬁblhs. R . - OBs

.
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OBSERVATIONES ARITHMETICAE

SE PTENARIO

AVTORE

G. W. Kraffi.
- § I,

1Otiffimae fint Arithmeticorum regulae de inue~
niendo” numeri cuiuscunque divifore fimplici,
quas tradunt, vbi de Fractionibus ad minores

terminos reducendis agunt. Extenduntur illae ad omnes
numeros fimplices, excepto wnico {eptemario; id quod
anfam praebuit Adriano Metio Arithm. Practicaz Cap.19.
dicendi: Septenarius, cuius numeri menfura fit , nulla alia
via certius explorari poteft, quam diuifione ipfa. Inueni
tamen regulas etiam pro feptenarii multiplo dignofcendo in
duobas au&oribus, quarum vtramque examinabo; ad-
in@urus deinde nouam, in quam ipfe ante complures
annos cafu incidi.

§. 2. Prima cft Mich. Stifelii, in Aritbm. Integra,

Lib. 1. Cap. 2. vbi haec leguntur: Septemarius quemlibet

nmerum componit , et nuwmerat, qui colligitur ex ‘tribus,
Jex, mouem, aut duddecim, terminis proportionalitatis duplae,
quadruplae , aut fedecaplae. Quamuis autem videatur hanc
obferuationem ad enumeratos folos hos. modulos reftrin-
gere: facile tamen demonftrati poteft, generaliter hoc
veum efle, de qmbuscunquc terminis harum progreflio~
Towm. V II. F num
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meri propofiti, adiedtis tot cyphris, quot requirit va-
lor eorum localis. Subtraco hec ab illo, refiduum fit
fequens: 1a—+5b6—+4c+-6d+2e43f+18; K
itaque hoc refiduum fit divifibile per 7, etiam mte-
ger numerus propofitus talis erit. Sed ex hoc refiduo

clare apparet, digitos numeri propofiti mulciplicandos

_effe per fuos refpectiuos Inftrumentales modo indicatos,
et videndum, an fumma fingulorum horum facorum fit
diuifibilis per 7. Conftat ergo veritas huius regulae,
fed paruum exinde fperandum compendium ; citius enim

numerus propofitus ipfe per Septenarii diuifionem ten-

tatur, quam haec praxis abfoluitur.

§. 4. Neque diffiteor, quod idem difpendium meam
quoque premat regulam, quam nihilominus prioribus
adiungam. Quomodo autem ea fe habeat melius pri-
mum exemplo. oftenfurus fim. Sit propofitus numerus
161 examinandys an per ‘7. diunidi queat. Accipio no-

tam dextimam 1, quae fi per 3, quem femper adhi~

beo, diuidi poffit, eam diuvido; fi nequeat, tum a notd
proximi finifteriore fumo tot decades, quot neceflariae
funt ad ternarii multiplom conftituendum, id quod fem~
per fieri poteft; cuilibet enim digito poteft adiungi nu-
merus aliquis decadum, vt multiplum ternarii exfurgat;

et in praefenti exemplo 2; igitur 21 dinia per 35

pracbent Quotym- 7, huic adiungo 16—2—14, ori-
tur 7+14=—2r1; quod cum fit multiplum feptenarii:

concludo,. etiam propofitum 161 talem effe. Schema- .
ta quurundam exemplorum, cum fuis compcndus, hic -

fubiicio:’ 1736

\‘
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1736 24-173=175"5 +-16 =21,
16170 9+ 159 — 1686 415 —2x.
;4.(’8—|—1—z: 7
2197-—}-2-—2:7. \
54301+ 54=5505+4=9.

Cuins operationis vt reddam rationes, afflumo numerum
quemcunque @--5, ita tamen vt b defignet affamti nu~'
meri digium primum, five in loco vnitatum pofitum.
Pomawur deinde digitus ¢ talis, vt ro ¢c—4-b6—=3m, dico,
fi fuerit 3 @~c 4+ m='n, numeri propofiti z—bmen-
furam fore feptenarium. -Nam ex pofteriori aequatione
deducitur a—J0n—+- 10¢—10m, €x priori oritur 5— 3
m-10¢, ergo numerus . propofitus - 5 abit in hunc, fa-
G&is fubftitutionibus, yon+10¢~10M—+4-3m-10c="70
n-7m, qui omnino eft multiplus feptenarii. Idem vt
exemplo numerico illuftretur, ponam examinandum effe
numerum 161', erit itaque 1617 —1610-}"'7, €IgO
€=1610, b—=4. Affumo deinde digitum talem 2 —¢
(erft enim ¢ femper vnus ex-his tribus digitis 0,1, 2,)
wi10c—b—3m, hoc eft in hoc exemplo 10.2 47
=3.9 vode m—y9g, fi itaque fuerit se-c+m=—17n,
numerys propofitns erit multiplus feptenarii. Eft autem
omnino 161 -2+ 9—168 =7.24, vnde n=—24; et
quia Quotus numeri dati per 7 diuifi generaliter eft 107 -
m, erit is inhoc cafu—240~-9=23r. Quodfi verocui-
dam non appareat numerum 168 effe multiplum feptenarii,
operatio antecedens cum hoc numero 168 repetenda erit.

Fs SOLV-
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SOLVTIO- |
PROBLEMATIS ARI’I‘HMETICI

INVENIENDO NVMERO

QVI PER DATOS NVMEROS DIVISVS, RELIN-
QVAT DATA RESIDVA.
AVCTORE-

Leonb. Eulero. |

—§. 1.

' Eperiuntur in vulgaribus arithmeticorum libris paf-
fim huiusmodi problemata, ad quae perfete re-
foluenda plus ftudii et follertide requiritur quam

quidem videatur. Quamuis enim plerumque regula fit

adie¢ta, cuius ope folutio obtineri queat, tamen ea vel
eft infufficiens folique cafui propofito conuenit, ita Vvt
circumftantiis quaeftionis parum immutatis, ea nullius
amplius fit vfus; vel fubinde etiam folet efle falfa,

Ita quadratorum magicorum conftru®io iam pridem

-db arithmeticis eft tradita; quae autem cum effet in-

fufficiens maiora ingenia Labirii et Sawwerii ad perfi-

ciendum requifivit. Simili quoque modo vbique fere
ocurrit iftud problema, vt inuematur numerus, qui per
2,3,4,5, et 6 diuifus relinquat vnitatem, per 7 vero
dinidi queat fine refiduo: methodus vero~idonea ad huius
modi problemata folwenda nusquam exhibetur ; folu-

) tio
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tio enim ibi adiefta in hunc tantum cafam competit,
atque tentando potius tabfoluitur.

§. 2. Si quidem numeri, per quos quacfitus nu~
merus diuidi debet, funt parui, prout in hoc exemplo,
tentaindo non difficulter guaefitus numerus inuenitur;
difficillinm autem foret iftiusmodi folutio, fi diuifores
propoﬁtl effent valde magni. Com itaque ad huius ge-
neris problemata foluenda methodus etiamnum habea-
tus nulla geauina , quae ad magnos diuifores aeque pateat,
ac ad parnos; non inutiliter operam meam collocatam
~efle confido, dumr in huiusmodi methodum inquifivi,
qu fine reatationg :pro maximis etiam diuiforibus taha
problemata refolui queant.

§. 3. Quo igitur, quae kac de re fum meditatus,
ditinGe exponam , a cair incipio fimplicifimo, que
vnicus tantum dator divifor, tumerusque quaeritur, qui
per illum diuifus datum rehnqm{ refiduum. - Requi~
ratur fCilicer' mumerus 2, qui per” numeram & diuifus
relinquat p pro refiduo. Huius quidem quaeftionis fo-
lutio et facillima, - erit enim - ¥ —ma—-p, denotante
M numerum quemcunque integrum ; interim tamen.
obferuari conuenit hanc folutionem effe vniuerfalem,
omnesque numeros fatisfacientes complei. Praeterea
ex ea1 quoque intelligitur, fi vous habeatar numerns
fatisfjciens., ex €0 junumerabiles. alios fatisfacientes quo-

que pofle }m(cmri, dum- ile nunrerus Quoaunque mul-
nplo ipfius @ vel augeatur, vel fi fieri_ poteft, minuarug

Erit
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A .
Erit autem p fen oa-~p minimus numerus fatisfaciens,
hunc excipit @—p, quem porro fequuatur 22-p,
34-+p, 4a-+p, etc. qui numeri omnes conftituunt,
progreflionem arithmeticam differentiam conftantem ha-
bentem a.

6. 4. Hoc expofito fequitur cafus. quo don Aiwifs -
res cum fuis refiduis proponuutur, qui eft praecipuus,
et fequentes omnes in fe comple&itur. Nam quotcunque
propofiti faerint divifores, quaeftio femper ad hunc ca-
fum , quo duo tantum proponuntur , reduci poterit, quem-
admodum in fequentibus monftrabo.  Quaeri igitur
oporteat numerum 2z, qui per @ dinifus relinquat p,
per b vero diuifus relinquat ¢; fitque numerus ¢ maior
numero 5. Cum ergo numerus quaefitus & ita debeat
effe comparatus vt per & diuifus relinquat p, necefla-
rio in hac forma ma--p continebitur, eritque idcirco
z—ma—+p. Decinde ex altera conditione, qua 2 per
b diuifis relinquere debeat ¢, erit 2—=nrb+¢. Quam-
obrem, cum fit ma—+ p——nb-+q, determinari debe-
bunt numeri integri loco m et # fubftituendi, vt fit
ma—+p—nb-+gq, quibus inuentis erit ma—+p feun
&+ ¢ numerds quaefitus 2.

§. 5. Quia ergo eft ma—4-p—nb—+q, erit n
=221 ey pofito p—g—w, erit #=22F". Hanc
ob rem definiri oportet numerum m, vt mae o diuidi
pofiit fine refiduo per 4. Quia eft ¢>4 ponatur a—

MmCt-0

®b—-¢; erit m=ma-t-—;— ; oportet ergo vt mc
. ._l,..:'
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~+o divifionem per 4 admittat; funt autem g et
numeri cogniti, qui reperiuntur ex diuifione ipfius 4
per b; erit enim @ quetus et ¢ refidunm. Popatug
porro YA erit m= =%, quare pumerum A in-
ueniri oportet, Vvt Ab—o dividi queat perc. Sj eue-
niat, vt ¢ per ¢ dividi poffit, operatio jam poterit fi~
niri; funto enim A —o, erit m=——% et z=—1a%¥
~+p quae expreflio, etiamfi euadac negativa, tamen
ad infinitos numeros affirmatiuos pro % inueniendos eft

idonea.

§. 6..Sin aqutem v per ¢ non poteft diuidi, quo
A2=® fiat numerus integer, pono é—8¢ 4, fey dic
uido 4 per ¢, dicoque quotum=—=% et refidmim—d.
Qo fako erit V=2 — A8 M=v—4 debebitque
4> eflc numerus integer fit is— B, fiet A=2,
Si nunc @ per d dividi poterit, facio B=o, eritque

=2, et m—P?.  Sin autem v per 4 non eft di-
vifibile, pono porro ¢ =+ d-e; eritque A—By+ -
2etv.  Atque pono :*—=C ut fit B=t—=  gj
nunc @ per ¢ dividi poterit, pono C =9 eritque B=
—3r et A=—2 atque m=-8r_». g, 2 non-

dum fuerit integer numerus, pono d—Je¢—- f, eritque
B=Cd+%=2; atque facio L2=D, ut fir C=
22, vbi videndum eft vtrum @ per f diuidi poflit an
fecus, atque in vtroque cafu vt fupra operatio debet

inftitui,

Im. VII. G §. 9. Quia
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§. 7. Quia autem 2>5, atque b >¢ et ¢>d etc.
_ hac ferie ¢, b6, ¢, d, e, f, étc. continnanda perpetuo
~ ad minores numeros deuenitur, ita vt tandem ad tam
paruum perueniri oporteat, qui fit pars aliquota fen di-
uifor ipfiss ©. Sunt autem ¢, 4, e, f etc. continua
refidua ordinariae operationis, qua maximus communis
diuifor ipforum « et 4 inueftigari folet, quam opera-
tionem hic appono.

n="5%" Hdla a—ab-+e¢

n=4=2 3 b=@c—+d
== dlely | . e=ydte
=Cd= e|d|d - d=de+f

C:‘;T’fi"-:' @i e=¢ f+g
=l gpr f=Ls+b
—td =4 blgln | g=wh—+i

F—gk—» i|h|¢ b=0i-k
—Hit 7 .

k

§. 8. Haec ergo operatio, qua ad maximumcom-
munem diuiforem numerorum < et vti folemus, eo-
usque eft continuanda, donec ad refiduum peruen‘atur,
quod dinidat ¥. Quo inuento fequenti modo inueftiga-
bimus numerom m. Si v iam per 4 dinidi poterit,
fiet m—o. Si v per ¢ divifionem admittat, fiet A—o
et m—=— . Si v per 4 dividatur, fiet B—o et A—F
atque M=oy~ =% ob =8¢ d. Quo autem
valores ipfius m facilius reperiantur primo valor ipfius

- ' A per
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A per B, tum valor ipfins B per C et ita porro ex-
primi dcbet vnde nata eft ifta tabula.’

I. m= ’

Bb—l—tﬁ

Cob—o(14-8Y)’
3. m—= e
Db+ v(§4-8YS4-8)

L m=
5. m““
6. m— Pb+‘b(¢ﬁ§+878t€+es{*G'vé’i{#_-l-_@ﬁ-l-t)etc‘

Eb—v(8‘5+8‘y€e+ee+8‘v+|)

De his valoribus eft notandum, figna ipfius v alternari

hoc modo ——4—4—— etc. " Deinde™ coefficientes
ipfius v hanc tenent legem:

By & € | (4
1,8, By—4-1, Byd—+4d—-8, €75¢+8¢+€e+8'y+: etc,

¢uius progreffionis qmsque terminus eft aggregatum ex
termino  praecedente in indicem fupra fe fcriptum mul=
tiplicato et termino hunc praecedente.

§. 9. Si igitur v per b diuidi poteﬁt, erit m—o;
fi v per ¢ dinidi poteft erit m=—= propter A=o; fi

v per d dinidi poterit, fiat B._o, eritque m=7 ©.
Vide fequens oritur lex:
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Si eft numarusr et
© integer :

¥ m=—0

2 lm=-

4 m——+ 38

% :——(€y+x)

z m_+"’('373+5+3)

> (€y8e+8e+€s+€y+x)

¥ = "“ F(Byded-t-0el+-8ed -8y 8y d+L—+-3 +8)ete

Si nunc hi xpfms m valores in aequauone Z=ma-+p
fubﬁltuan’tur, reperietur vt fequitur:

Si eft integerf erit S
5 =g 1=4-+9
L z_.q-—”—"a .
T oy z_.q—l— 7 (a€+x)
b '~._'§—-q——(a;3y+a+y)
2 z:q"'l"f [ 2Byd + aB—+ad—+yd-+1)
% 2 :q - —(ag'yé‘ - a€'y+a€s+a3 e+yé‘g+¢+oy+e)etc

» §.. 1O, Ad inueniendum ergo numerum 2, qui per

a duufus_ relmquat P, et per & diuifus relinquat ¢, pofi-

to p—¢—=w fequenttm habebimus regulam; Inftituatur
operatio ad maximum communem diviforem inter zet & .

inueniendum, eaque eovsque producatur, donec ad refi~

duum perueniatur, quod fit diuifor ipfius v, teneaturque

. quotus
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quotus ex diuifione ipfis @ per illud refidium refultans,
qui fit Q, vbi operatio abrumpatur. Deinde in ferie
fcribantur quoti a, 8, ¢/, etc. in hac diuifione orti, ex
iisque conftruatur, noua feries 1, a,a8+1,a8y
o 1y, etc. quac ex illa quotorum ferie formatur, atque
covsque continuari debet, quovsque per illam feriem
fieri poteft. Sub hac noua ferie fcribantur figna alter-
nantia — — —-— etc. vltimusque terminus cum fuo figno
multiplicetur per Q, atque etiam per minorem diuifo-
rem propofitum 4, ad fattum addatur refiduum ¢ diui-
fori 4 refpondens. Quo fatto erit.aggregatum numerus
quaefitus.

§. 11. Inuento hoc modo vno nnmero fatisficiente 2z,
ex eo ftatim innumerabiles aliis numeri fatisfacientes re~
periuvntur. Nam fi 2 per « dinifum p relinquit et per
b divifum ¢; eandem proprietatem habebunt quoque nu-
meri ab—+4-2, 2ab-+ 2, et mab—- 2. Multiplum qui-
dem fa&i ab continuo adiici vel auferri poteft, fiz et 5
fuerint inter fe numeri primi; at i « et & fuerint nu-
meri compofiti, tum etiam fufficit -eorum minimuh
communem dividoum famfifle; cuius multiplem quodque
adietum vel ablatum a 2z dabit numeros fatisfacientes;
vt i minimus communis dividuus fuerit M comprehen-
det mM -2 omaes omnino numeros. quaeflioni . fatin-
facientes. Quare etiamfi hoc modo faepe.-numerj - ne-
gatini pro z inueniantur, tamen adiiciendo ad eos M
vel eius multiplum obtinebuntur numeri affipmatiui,: Hac
«g0 operationc femper minious -numerss fatisficiens

G3 inue-




-

54 SOLVTIO PROBLEMATIS ARITHMETICI

inuenietur, fignidem minimus commmis diniduus M to-
ties fubtrahatur, quoties fieri poteft. .

'§. 12. Quia exemplis haec operatio maxime il-
luftrabitur, quaeramus numerum, qui per 103 diuifus
relinquat 87, et per 547 divifus relinquat 25. Erit
€Igo 4a=—103; b=57; p— 87 et 4—25, atque ¥
=62, quare operationem ita inftiwo

- 57|103|1
571 | :
46|57|1 T=31=Q.
ﬂ+—6+
ad
2 \
I, I, 4
I, X, 2, 9
-+ - -+ -

Nunc eft—9. 31=—279; atque numerus quaefitus—
25459, 279; qui cum fiat negativus addo ad eum
3. 57. 103 feu 5%. 309, vnde inuenitur 25 —}-57.
'80=1%35, qui eft minimus numerus quaefitus; om-
nes vero fatisfacientes continentur in hac forma m. 103.
57-+1735.

§. 3. Quaeramus porro numerum, qui per 4r

divifus relinquat 10, et per 29 diifus relinquat 28.
. , . In

\
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In hoc exemplo compendium adhibebo, quod im aliis
fimilibus computationibus magnam habebit vtilitatem,
nam cum in diuifione per 29 refiduum fit 28, reftare
quoque poterit in eadem diwmfione—1 fi quotus waitate
maior accipiatur. - Sumo ergo—1 pro refiduo diwifo-
ris 29 ; eritque 4=—41¥, b=—29, p—10 et g——1I,;
vnde erit ¥——11. Operationem ergo vt ante inftituo -
ita '

41
29

12 | 29 e o
—I1=0.
24\2 ; Q

29

I

v

e
|0N
(]

[}

"l

r, 2, =2, & - .
I, I, 39 7 1y
-+ — -+ - -+

Erit ergo-+ 17. 11=18%7; atque numerus quacfitus
——1-+29. 187. Subtrahatur 29. 4. 4I erit is
——1-29. 23=666. ‘Satisfacient ergo quaeftioni
omnes numeri in hac forma m. 41. 29-}666
contenti.

§. 14. Com- *
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§. 14. Compendium hinc fe prodit ad fupra .da-
tam regulam adiiciendum, quod in hoc conflat, vt,
poflqmm numerus Q per ultimum feriei formatae ter-
minum eft muitiplicatus, factum per mmiorém diui-
forem ¢ dividatur, atque refiduum loco 1pfius faiti ad-
hibeatur. Scilicet hoc refiduum per minorem diuifo-
pvem 4 multiplicatum atque zefiduo ¢ auctum dabit nu-
merum quaefitum. Atque ifte numerus hoc pa&o in-
uentus erit minimus, qui fatisficit. Praeterea hac di-
uifione effici poteft vt refiduum prodeat affirmatiuuum,
ctiamfi diuidendus fuerit negativus. Ita, in primo
exemplo §. 12 habebatur — 279, qui numerus per 103
divifus, famto quoto—3, relinquit-30. Ex quo
numerus quaefitus minimus et — 25+4-57.30—=
1735

§. 15. Fieri deinde etiam poteft, vt huiusmodi

-+ exempla proponantur, quae folutionem omnino non ad-

mittant, vti fi quaeratur numerus qui per 24 diuifas
relinquat 13, per 15 wero diuifes relinguat 9 ; talis enim
numerus per =alteram. conditionem deberet effe per g3
diuifibilis, per alteram fecus. Idem. vero etiam ipfa
regula oftendit, nunquam enim ad tale refiduum, ex-
tepto o, deuemetur, quod diuidat v feu 4, vti ex ipfa
oPcraﬁone videre eft -

15)
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- 15| 24
lrs ‘.
9 15
9
6

et
"

oo
[ ]

2]
ola &

2

N

Huiusmedi vero exempla exhiberi non poffunt, wifi di-
-uifores ¢ et & fint numeri compofiti inter fe; nam fi
~ fuerint inter fe primi, femper numeri quaefiti exhiberi pos-
funt. Sin autem diuifores 4 et & fuerint numeri compofiti,
atque © non diuidi potuerit per maximum ipfarum « et &
diviforem , tum femper problema ad abfurdum deducit.
Hocque eft criterium, ex guo, mum problema folutio-
nem admittat, diiudicari poteft, antequam operatio in- -
fimatar. - -

§. 16. Expofito hac methodo wniverfali, qua omnis
generis huius problemata facile refolui poflunt, ex ea
alia regula poteft formari, quae quidlem ad vfum .nen
eft tam facilis, at fimplicitatis plus in fe habet. Ori-
tur ea autem, fi in valoribus fupra inuentis ipfius (2)
(§.9.), loco/n, 8,1y, etc. corum valores €x aequa-
‘tionibus 2 — ab ¢, b—=8¢ -1-d, etc. fubftituantur.Nam
fi inftituatur operatio ad maximum communem diuifo-
rem inter ¢ et b inueniendum, ex eaque jnmnotefcant
Tom VII. - H con-
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continua refidua ¢, d, e, etc. dico fore numerum 2—g¢g
+abv(5——+ G- 5+ &— etc.), eovsque hac fe-
rie continuanda, denec v per fatorem aliquem denomina-
toris diuidi queat. Vtifi quaeratur numerus, qui per 16 di-
unifus relinquat 1 et per 9 diuifus relinquat 7, erit 4—16,

b=9,p=1,9=7, ¢t v=—6. Quare
9|16 . .

| 9

7

pig 0

H|O\~l
.“ )

Hinc ergo erit 2=—6. 9. 16 (= —st -ty =y~

16. 9

644 — 28— g, 16=—47. Satisfaciunt ergo
omnes numeri 7. 144—447 feu m. 144--97; eo~
rumque mimimus eft 97. Superior formula generalis
ipfius 2 etiam in hunc modum poteft exprimi 2 —p-2b®
(L-Z+% —e—Hetc.) quae feries frattionum eousque
Continuari debet, donec valor ipfius z fiat numerus in-
teger.

§. 17. Confiderabo nunc quosdam cafus particula-
res, in quibus ¢ ad 4 datam habeat relationem ; et
primo quidem fit f—a-1 feu ¢=b-+1, reﬁdua
vero ex dinifione numeri quaefiti per ¢ et & orta fint

vt ante p et ¢. [rit ergo ¢—1; ideogue per regu-
. lam
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lam poftremam 2=p-ev=p—ap—-+4aq. Quac ex-
preflio i ¢¢—+p>ap dat minimum numerum quae«
fito fatisfacientem : at fi 2¢—+p<4p tum minimus
nomerus fatisficiens erit ¢*—a~p—ap-t+aq. Om-
nes vero numeri fatisfacientes in hac formula generali
ma*—ma—+p-ap-+ aq comprehenduntur, feu etiam
in ifta mb~mb—bp~+bg—+4-¢q. Quicquid nunc
fit m fi haec quantitas diuidatur per &*—-4 refiduum
erit minimus numerus quaefito fatisfaciens.

§. 18. Quemadmodum hac ratione ope refiduorum
datoum, quae poft dimifionem numeri incogniti per di-
uifores 4 et 5— 1 remanent, ipfe numerus incognitus
fic inueniendus, docuit Sifelius in Commentario ad Ru-
@/ artem Cofficam. Regula eius ita f¢ habet: fi fue-

rit refiduum numeri incQ gEiti' per b+ 1 diuifi p, et
refiduum eiusdem per 4 diuifi ¢, iubet ¢ multiplicare
per b—+1, et p per 4, horumque faGorum aggrega-
tum per 4~ & dividere, quod reftat poft- divifionem,
id prorfunciat effe numerum quaefitum. Fluit autem
haec regula ex noftra generali formula, fi ponatur m—p,
tum enim habetur &*p—+(b-+1)q, quod per &b
divifom relinquit minimum numerum quaefitum.

§. 19. Interim tamen minori opera minimus nu-
merus fatisfaciens reperietur fequenti modo: Refiduum ¢,
quod ex dinifione quaefiti numeri per 4 oritur, multi-
plicetur per - 1 , faGumque addatur ad numerum pro-
gicum ipfius & puta ad 4 -4, hinc fubtrahatur faGum

: H 2 . ex
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ex refiduo p, quod ex diuifione numeri quaefiti per b—4-x
remanet, duo in b, fi id quod reftat fuerit <44,
erit id ipfe numerus quaefitus, fin vero fuent >4 -5
fubtrahatur 4 &, eritque refiduum numerus quaefitus.
Vt fi quaeratur numerus, qui per 100 diuifus re-
linquat 95 et per 101 dinifus 37 ; tum addatur
10100 ad faum ex 95 in 101 feu 7575, vt
habeatur 19675 , hinc fubtrahatur faGum ex 37 in 100
feu 3700 remanebit 13975, a quo fi 10100 auferan-
tur prodibit 3875, qui eft minimus numerus quaefitus.

§. 20. Si quaeratur numerus qui per 4 diuifus re~
linquat ¢ et per nb— x dinifus p; erit iterum c=1x
atque numerus quacfitus 2—=p—eV—p—ap—+aqg—
(nb—4-1)g—nbp ob a=nb—1x. Atque omnes nu-~
" imeri fatisfacientes continebuntur in hac expreffione mnb*
~+mb—+ (nb—+-1)qg—nbp, ex qua fumto pro m nu-
mero quocunque, inuemietur minimus numerus fatisfaci-
ens, fi ea expreﬂio dividatur per nb*+-4; refiduum
cmm erit minimus numerus fatisaciens.

\

§.. 21. Cafus porro notari meretur, quo refidus
# ¢t ¢, quae oriuntur ex diuvifione quaefiti numeri per
datos “divifores ¢ et &, funt inter fe aequalia feu p— 4.
Hoc enim cafu fit v¥—aq, ideoque inuenitur numerus
quaefitus g—p. St igitur fit M minimus communis
diuiduus numeiorum < et 4, omnes numeri fatisfacien=
tes continebuntur in hac formula mM—-p.. Eadem
. pla-
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place ormula quoqne fatisfacit, fi quotcunque fuerint
divifores @, 4,¢,d, ectc. per quos fingulos numerus
quefitos diuifus relinquat p, fi quidem M denotet om-
pium diviforum minimum communem dividuum. Om-
nes ergo numeri huiusmodi quaeftionibus fatisfacientes
ita fint comparati, vt per M diuifi relinqnant p.

§. 22. Hinc fatis tritum problema, quo quaeritur

mmerus , qui per 2, 3,4, 5,6 dinifus relinquat x
per 7 vero nihil relinquat, folui peteft. Omnes enim
numeri qui per 2,3, 4,5, 6 diuifi relinquunt 1 hanc
habent proprietatem vt per 60, qui numerus eft mi-
nimus communis dividuus numerorum 2,3,4,5, et
6, dinifi relinquant r. Problema ergo huc redit vt
inueniatur numerus qui per 6o diunifus relinquat r, per
<7 vero fit dinifibilis; erit ergo e— 60, b—%, p—x,
§=0, e¢ v—1. Fa&a ergo operatione.

v|60}8

56

: 4.47.11 iI—1=Q.
8, 1, 1.

34T 1,8, 9,17

OB

Erg.z—o-119-4-420m. |3
etfim—1 erit 3—30I1. 1

§. 23. Maiorem difficnltatem habere videtur hoe
poblema , QUO QUAETItUF NUMErUs qui per NUMEros 2,

H 3 3y4%4,»
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3,4,5,6 diifus refpeQive relinquat numeros 1, 2,
3, 4,5, at per 7 dinidi queat, propter refidua pro-
pofita- inaequalia. Sed haec quaeftio congruit cum
hac: inuenire numerum qui per 2, 3,4,5, 6 diui-
fus relinquat —x et per 7 nihil. Illi iam conditioni
fatisfacit forma 6om—1x; quare numerus quaeritur
qui per 60 diuifus -x, at per 7 nihil relinquat, fit
itaque g—60,b—=Y,p——1,g—0, €t ¥—~-1I at-
que operatione vt ante inflituta eft Q—=-1 quod in
—17 duttum dat—-17, hacque per & multiplicatum
dat 119 numerum quaefitum,

§. 24. Ex his duobus exemplis apparet, quomodo
huiusmodi quaeftiones, in quibus quotcunque diuifores
proponuntur,, quibus autem' duo tantum refidua refpon-
dent, per fupra datas regulas folui queant; ftatim enim
quaeftio ad quaeftionem duorum diuviforum reducitur:
vti i omnia refidua funt aequalia, quaeftio perinde fol-
uvitur, ac fi vnicus divifor fuiffet propofitus. At fi re-
fidua font inaequalia, tum nihilominus repetendis his
operationibus, quibus pro duobus diuiforibus vfi fumus,
folutio poterit obtineri. Primo enim duobus diuifori-
bus fatisfieri debet, tum tertius afflumitur, deinde quar-
tus , donec omnibus erit fatisfactum. Hoc vero com-
modiffime exemplis explicabitur.

§. 25. Quaeramus igitur numerum , qui per 7
divifus relinquat 6, per 9 relinquat 7, per 11 relin-
quat 8 et per 17 relinquat 1. Ex his iam quatuoy

o condi-
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condlitionibus fumamus duas quasque, vt duas priores,
¢t imueftigemus omnes numeros iis fatisfacientes. Erit
OCZO 2=9,b=7,p=47,94=6 etvy=1, quare ope-
ntio inflituetur vti fequitur:

|31
. 71
2

s Q=r

-
1, 3, ' -
1, 1, 4 fietque 2=6-1-1.4.7=34.
-+ — - : ’

Omnes ergo numeri his duabus conditionibus
facisfacientes continentur in hac forma 63m—4-34,
feu ita cyunt comparati, vt per 63 diuifi relinquant 34.

§. 26. Pro/blcma ergo huc eft reductum, vt inue~
niatur numerus, qui divifus per 63 relinquat 34, per
11 relinquat 8, et per 147 relinquat x. Harum tium
condit;onum fumantur due priores eritque =63, b—11,
=34, 4—8, et v—26, vnde fluit fequens oOpece
Tatio: ‘ :
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6
txl 3‘5
“;‘: . Q=%¥=13
3|8
HE
2
Sy I, 2
1,5, 6, 17 e€1go 2=m.63.11--8—-13.17.11.
-+ - -+ - ’

Quo minimys numerus fatisfaciens reperiatur, ponatur
m=4; erit 2—8—+4-31.11—=—349. Omnes ergo nu-
meri fatisfacientes in hac continentur forma” 693 7 —-
849, feu hanc habebunt propnemtem, vt per 693 di-
uifi relinquant 349.

\ §. 27. Problema ergo tandem huc eft reduttum,
at de¢finiacur numerus, qui per 693 diuifus relinquat 349
et per 17 diuifus relinquat 1. Facio ergo ¢a—693,
b—1v, p—349, §=1, et v=—348, fcqucntcmquc
iuxta data praecepta inftituo operationem:

27 6917,4'I . Q:%Z—Sv.

—4
4X
I, 41 2=693.17. M1 1 - 41,849, 14.
+ —

Quo
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Quo minimus numer fatisfaciens prodeat pona m=—-5s,
eritque =1 - 102.17=1735, qui eft minimusnu~
*merus quataor pracfcriptis conditionibus fatisfaciens. Omnes
autem qui fatisficiunt hac continentur formula 11981 m
-+1735. Ex hoc exemplo- ergo abunde intelligitur,
quomodo omnes hmusmodx quaeﬁ.xones fint- refol-
uendae. :

§. 28. Pertinet -huc_folutio problematis  chronqloy.
gici fatis cogniti, quam, prout-ex his regulis inuediig
apponam, in quo annus.a Chrifto nato quigritnry ex
datis cyclis folis et lunae: vna' cum indi¢tione. Ramaba
illins anni. Cum enim cyclus folis fit ‘refiduem, qued.
oritur dinifione numeri anni nouenario aucti- per:.28 ;.
cyclus vero lunae fit refiduym, - guod. orituri. diuifione:
numeri anni vpitate auci per .19.; IndiQio wiro Row
mana fit refiduam, quod oritur, finumérus anni tesridw
rio auctus per, 15 dividatur, fcquens pradiit . folutio,;
Sit p cyclus folis, ¢ cyclus Ilnme: et r indictio.
Romana ; multiplicetur p per 4845 ; 4 pei 4200 &t
r per 6916, haec tria produta cum numero 32697
in yvoam fummam coniiciantur, eaque diunidatur per
7980; quod remanebit refiduum erit numerus anni
quaefii. Si annus periodi Iulianae requiratur, tum ope-
ratio eodlem modo inftituatur, nifi quod numerus 3267
negligi debet; quae eft regula iam paffim tradita.

§. 29. Multam quidem operam requirit folutio
pro pluribus diuiforibus, fi qmdem problema continuo
Tom. VII. 1 ad




| 4

g6 SOLV'TIO PROBLEM ATIS ARITHMETICI e

ad cafum, quo diniforum numerus vnitate. minuitur,
vt in praccedente exemplo fecimus, reducitur; At ex
ea ipfa operatione facilior multoque brenior via fefe
prodit , qua fatim propofita quaeftio , quotcunque
etiam fuerint dinifores, ad cafum duorum diviforum
reduci poteft; quae regula ita fe habet: Inueniendus fit
numerus , qui per diuifores a,byc,d,e, quos mu-
meros inter fe primos effe podo, “diuifus relin-
quat refpetive haec refidva p, 4, r,s, 2. Huic quefti-
oni fatisfacit ifte numerus Ap+ Bg—+4Cr—+Ds—-Et
~t-mabcde, in qua expreflione A eft numerus, qui per
fa&um b ¢ d e divifus nibil relinquat, per ¢ vero diui-
fus relinquat vnitatem; B eft numerus, qui per acde
divifus relinquat nihil, per b vero vnitatem; C eft nu-
merus qui per @ bde divifus- nihil relinquat , -per ¢
vero vnitatem; D eft numerus qui per @ b¢e nihil
relinquat, per 4 vero vnitatem; atque E eft numerus
per @ b ¢ d diuifis nihil relinquat, per e vero vnitatem,
qui ergo numeri per regulam pro duobus diuiforibus
datam - inuenixi poffunk.

DE
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MOTV PLAN ETARVM
ORBITARVMDETERMINATIONE

AVCTORE

Leonb. Eulero.

§ 1.

Vm hoc tempore fatis conftet, planetss in elli-
pfibus moueri, in quarum altero® foco fol fi
pofitus, motumque ita effle comparatum, vt tem-

pora areis circa folem defcriptis fint proportionalia; quae-
ftio de -motu planetarum duplex oritur, quarum altera
qualitatem ellipfis, pofitionem abfidum fcilicet et ex-
centricitatem requirit, altera vero ipfius planetae motum
in fua orbita. Vtramque hang quaeftiopem hic euolue-
re, et quantum calculi difficultas permittet, refoluere

conabor. .

§. 2. Primum quidem orbitam planetae pro eogni-
ta habebo, atque motum planetae in ea definire ftude-
bo. Sitigitur ADB femiffis orbita¢ planetae cuiusdam P,
cuius abfis fumma feu aphelion fit in A, periphelion vero
in B, atque fol fit in foco ellipfis S pofitus. Sit por-
ro C centrum orbitae, et ponatur femiaxis AC vel BC
—a, diftantia foci S a centro C feu excentricitas CS

Tabula IV,

Fig =,

=&, erit femiaxis coniugatus CD—=V(4*-#*). Po-

pamus nunc planetam ex aphelio A peruenifie in P,

| | hmi:--
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~_hincque momento temporis progredi in p, ex quibus
punétis tam ad S rétae, qmum ad axem AB perpen-

. . 2_p2) a2~
dicula ducantur i ponaturque CQ—r, erit PQ:ﬂ“——T)‘f—'—’,
et PS—a-+3-

§. 3. His pofitis exprimit angulus ASP planetae
anomaliam veram feu coaequatam, quam ponam =— 2.
Anomalia vero media propostionalis eft tempori, quo
planeta fpatium ‘A P abfoluit,, feu arcac ASP.  Erit ergo
areca AD Bad aream A SP vt angulus duobusreétis acqualis
ad anomaliam mediam. Confideremus nunc circulum radii
x, cuius arcs fit anomalia vera=z, in eodem ergo
fi anomaliam mediam inuenire velimus, quae aequalis
fit arcui x; erit area ADB ad angulum duobus re&is
aequalem feu ad duplam aream femicirculi illius vt A C.
CD ad 2,i.e. vtaV(a*—4*) ad 2. Fiet igitur 2V (@

~b'):2=Area. ASP:x, vnde eft x—28t ASP

av(ai—23) °

§. 4. Cum fit anomalia vera 2 aequalis angulo ASP,
erit eius -incrementum 42 aequale PSp. Angulus ve-
ro PSp acquatur areolae PSp bis fumtae per quadra-

‘ - o pege 2 Areol. PS
tum PS divifae ; erit fcilicet dz— o P _
— \2
T PS . (a+ a )
el At ex fiperiore aequatione erit dx =75 G,

Reftat ergo, vt elementum areae PSp idoneo modo
exprimatur, id quod ex confideratione totius areae fiet.
) H —PQ.QS _ 2 ___

. :Eﬁ enim area ASP_, PERS - pr: Q= ete et —rt)

26 _j
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11 3 2__2 . . . — 2 3 : ]
—fIAE Y | cnius differentiale eft d'ff,’v'(":;i’:’,",(‘; =)
qud ergo eft —=PSp. Hinc igitur fit elementum ano-

. — 2
malize mediae dx:—,,f‘,’%‘_%bf), et elementum anoma-
—adrv(a?—52)

lse verae d3= G e

§5.His duabus aequationibus continetur relatio , quae

~ inter anomaliam mediam et veram intercedit; ad eam
egodefiniendam oportet, vt vtraque aequatio integretur,
qo tandem 2equatio inter z et & elici queat. Quod

. . . P e —dr
ad priorem attinet, ea ftatim abit in hanc d.x__.m,—_—r;)

f%{;ﬁl';,—,), cuius integralis eft ¥ = A.ﬂ“—:{:’ﬂ-l—fﬂ/(az
—r), voi A fignificat arcum circuli, cuius finus eft
quutias poftfixa exiftente finu toto —1. Pofito er-
g0 hoc finu Y= — ¢ eric r=A. s 4%
§. 6. Altera aequatio differentialis eft z:ﬂ—r—'}'r(—‘)’%;’_’p)
quac cum abfolute, tum plurimis modis per feries poteft
integrari. Prae reliquis vero is modus eligendus effe vide-
tur, qui huiusmodi det feriem, in qua dimenfiones ipfius
b in numeratoribus crefcant, quo pro exiguis excentricita-
tibus fufficiat duos vel tres terminos initiales affumfiffe.

§- 7. In feriem ergo primum conuerto V (4*~4"), quae

sy s b2 1.1.b%  1.1.3b6 _ b2 b4 b6
erit it a— o= NGy - 0w ete. —a—5— -0
1 br B3rz2 b33

etc. Deinde eft etiam 2, — T ot — o —etc.
Hie ergo duae feries in (e invicem multiplicata dabunt
Wie—p%)___ _br _ 5al—ar?) | bira’—ar?). bHdé-salri—yré)
b =+ Ta* T et 246 - 38

I -+
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oy et o) _etc.  Si nunc huius feriei finguli
termini ducantur in ‘;(—;?—_5_'—,:;, habebitur elementum ano-
maliae verae 42. Erunt vero omnes termihi prae-
ter primum abfolute integrabiles, inuenietur enim z—=A.
V(a’—r’) Ma -—r’) birv(a’—r?)  ba’4-2r?)V(a?—7?)

+ 6as +

26%
+{a?. PP
b r(a +:ar. Ma r ) tc.

§. 8. Dicatur nunc arcus feu angulus V, cuius finus
eft ") et fignum Jdenotet pofthac finum anguli poft-
feripti ; erit =V -+ % JV, atque per eundem angulum
V eiusque fimim vna cum multiplornm ipfius finibus z
fequentx modo detemunabitut , Vvt fit z=V-
</ V+ afoV— (3 V 43/ V)4 (JaV-+4/2V)-
“sb rer(fsV—5/3V410f V)42 (f6VA4-6[4V—-15/2V)

“ o (IV49 5V421f3V43 5JV)-t-etc. cuius
feriei lex facile patet, -conftituunt enim denominato-
res numerales hanc feriem, 1.1,2.2,3.4,4.8,5.
16, 6. 32, etc,

td

§. 9. Commodiffime ergo ex data anomalia me-
dia x determinabitur anomalia vera z, i primum ex
aequatione ¥— V—l—-% JV angulus V per angulum x
definiatur, atque is tum in altera aequatione anoma-
liam veram 2 exhibente fubftituatur. DPifficile autem
videtur exilla aequatione V per x definire , cum fit aequatio
transcendens, -atque idgo V per x algebraice ompino
exprimi nequeat, In id ergo eft incumbendum, vt V
quam fieri poteft proxime ¢t minimo labore per x de-

finia-
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finistor, id quod mihi fequenti modo commodiffime
pracftari videtur, erit feilicet V:.z—-—f(x—f-j(x--/
J(x—etc. hinc enim admodum erit facile angulum V
genire. Nam fumatur log. fa' ab hoc fubtrahatur log.
T, denuoque fubtrahatur ifte log. 6, 4637261, refis
dmm quaeratur inter logarithmos . AUmerorum  natura
liom, numerusque refpondens dabit angulurh in minus
tis primis. ‘Ifte deinde argulus fubtrahatur ab anoma-
Iia media x, refiduique anguli finus capiatur logarith-
mus, a quo tam log. 3 quam 6, 4637261 fubtraha-
~tur, oumerusque logarithmo refiduo refpondens dabit
numerum minutorum primorum ab x fubtrahendum,
angulus refiduus, fi opus effe cenfeatur, denuo eodem
modo tra&etur, donec tandem ncque amplius augeatur
neque minuatur; atque tum ifte angulus erit verus va-
lor ipfius V. : :

§. 10. Inuento hac ratione angulo V, alogarith-
mo eius finus denuo tam log. & quam 6, 4637361
fubtrahatur, et numerus refiduo refpondens dabit anga-
lom in minutis primis expreflum, qui ab V fubtrahi
debet, refidunmque erit anomalia vera iam fatis exaéta
magls vero corre®a euadet fi finus duph anguli V ﬁl-

matur logarithmus ab coque duplus log. §, et log. 4
atque praeterea 6, 4637261 fubtrahantur refidui enim
numerus refpondens dabit minuta prima infuper vel ad-
dends vel fubtrahenda- prout V vel minor vel maios
ferit quarm  90°.  Praeterea etiam fequentes termini fe~
ii, cui 2 aequalis eft inuenta, ecodem modo compu-

tass
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tari poffuint, quamdiu anguli inueniuntur, quos negligere

non volemus. Semper autem dum res logarithmis per-

agitur, praeter confuetas operationes logarithmorum, ifte

logarithmus 6, 4637261 fubtrahi debet, numerusque

refpondens dabit minuta prima; fin loco minutorum

primorum fecunda defiderentur, tum loco illius logar.
ifte debet viurpari 4, 6855749.

§. 11. Inuento angulo V facile innotefcet plane-

tae a fole diftantia PS—=a—+Z; fiat vt finus totus ad
cofinum -anguli V ita 4 ad quartam proportionalem, quae
ad diftantiam mediam « addita vel fubtracta, prout co-
finus ipfius V fuerit vel affirmatiuus vel negatiuus, dabit
‘veram planetac a fole diftantiam. EX angulo quoque z -
inuento feu ipfa anomalia vera, diftantia PS poterit inue-
niri, erit namque PS=— {&=2E-H

§. 12. Inuento angulo V porro fimplicius ipfa ano-

malia vera 2 poterit inueniri; erit enim cof. 22—

& . cof Vb JV.v(a2—b2)
v o Vel fin. 2="35 5V, quae expreflio etfi

fimplicior eft et brevior, quam fupra inuenta feries, ta-
men nefcio, an illa non fit huic, fi commoditas calculi
fpe&etur, praeferenda; in fequenti vero ifta formula ma-
iorem fortafle praeftabit vtilitatem.

§. 13. Sit nobis exemplum orbita Martis, in qua

eft 2:6—152369:14100. ideoque log. —1, 0336975.

Dataque fit anomalia media 2S, 20°, feu 80° quae-

raturque anomalia vera. Erit ergo operatio infltituen-
da vt fequitur.

Id—

b——
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Iz =1,033677s 1f80 — 9, 9933515%
4,6855949 fubtr.. 5,7192524
5, 7192524 4, 2740991
num.. 18v977/
hoc eft 5°, 13/, 1977/
ab 80°
_ . reftat 74°, 467, 4377
log. finus huius auguli =9, 9844906
fubtr. 5,7192524
4, 2652382
num. 184187/
hoc eft 5°,67, 587/
ab 80°
reftat 74°, 537,277
log. fmus huius anguli — 9, 9847079
fubtr. 5, 7192524
4, 2654546
num. 184277
hoc et 5°,77,7”
2b 80°
reftac 747, 527, 53”7
o log. finus huius anguli =9, 9847035
‘ 4 fubtr. * 5,7192524
' 4, 2054511
num. 184297
hoc et 5°, 97,77
Erit ergo V = 74°, 527, 53"
fubtrah. 2fV= 5°, 7/, 77
K % prope

Im. PII.
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% prope verus valor = 69°, 48/, 4677
2V = 149% 457, 407
Deinceps pof. = 30°% 14/, 14”/

- log. finus huius anguli 9,7020703
fubtrah. 27 2, 0673550

7, 06347153

fubtrah. 4,6855749

2, 9491404

fubtrah. log. 4 0,6020600

2, 3470804

num. 2227/

o hoc et 37,42//addat.
Valor ipfius 2 magis corredtus 69° 497,28/
aV=-44",38/,39"" finus ——70256'71

~+-3fV = 28961904
S3V+3/V = 21936233

eius log. — 10, 3412220
fubtrah. 3/ = 3, 1010325
7, 2401895
fubtrah. /12 — 1,0791812
‘ 6, 1610083
. fubtrah. 4,6855749

I,4754334 ®
num. 37’/ fubtr,
Valor ipfius 2 correftus feu :
anomalia vera = 69° 48/, 517,

§ 14.

1
N
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§. 14 Cum vero altero modo, quo £ex V inue-
miri poteft, fit cof. 3 =cofi V4-YYIV_ — or v

a+b.col.LV—

f AYAS
S c TV’ videamus an eandem anomaliam veram eo-
dem modo inueniamus, Operatio erit vt fequitur:

Cofl V = 2608181

fin. tot. - = 108063121

g+l V — 110671302

huius log. — 11,0440348

2[fV. = 19,9694070

diff. = 8,9253722

refpondet finus 842116

ad cof V 2608181

cof. 2 — 34502997

-~

Ergo Anomalia vera — 69°, 48/, 597

ad quam ante inuenta proxime accedit, notandum autem
eﬁ praecedentem effe nimis paruam , cum adhuc terminum

ay) 4.V—+-4.j'V) adiicére opportuiffet; hic vero termi-
nis ne integrum quidem minutum fecundum efficit,
Ceterum in prioris calculi ultima operatione partes
medias proportionales non fumfi; atque in ifto calculo
tabulac log. non fufficiebant.

§. 14. Diftantia Martis a fole refpondens huic
momaliae et —a -4 cof. V; eft vero vt ante inueni-
mws § —-cof. V=110671302. Fiat ergo vt finus

K 2 . totus
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totuy ad hunc numerum, ita b ad diftantiam Mams a

fole. Ergn erit per logarithmos - ;

I(z—+cof.V)—=11,0440348
—+1b. 4, 149219T
— lfin. tot. — 10, 0000000
~ log. dit. a© 5,1932539

§. 16. Denique notandum eft, fi inuenta fueris
snomalia vera datae anomaliae medue refpondens,. fa-
cili negotxo incrementum miRimum anomaliae verae in-
ueniri: poffe , fi anomalia media minima particula auge-
atr. Augeatur filicet anomalia media angulo &, erit

dx
(14 2cof. V)®
Noftro ergo cafu erit /(1 —t,—-%cof.V)_:o, 0103573
et (14 2cof.V,/=r,04885 Quare erit d2=1 5,17,
"“dx-;d-f fi ergo anomalia media fierit &1, erit
anomalia vera 70°, 467, 47/

mcremenmm anomaliae verae dz—

§. r7. Sim autem quis velit hic methodo- tabu-
bulam anomalium verarum computare, is {copum fuum
ecommodius affequetur,. fi non anomalias medias pro
cognitis affumat, fed angulos,. ques littera V difignaui,,
ex. hisjue angulis tam anomalias medias quam veras.
cilcillo: inueftiget ; -Hoc -enim modo facile tahulam con-
ficiet. © Sumto: enim pro lubitu - awgulo V,erit x=V =~
b fVets=V—2 fV 4 Zf2V— ,,as(f3V+_/3V) Exem-
pli gratia pro orbita martis pouatun V=
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V=20". Erit JN=9, 5340517
fubtr. ve fupra 5,97192524
' 3,8147993
num. refp. 65287/
hoceft. - 1°,48", 48/
- Erit ergo anomalia media 21°, 487, 487/
et anomalia vera prope vera 18°, 11/, rz’//

Nunc fumatur /f2V 9, 8080695 .
fubtr. 2/3 2, 0673550
7, 7407125

fuber. /4, . o, 6020600
7,1386525

fubtrahatur infuper 4,6855749
3, 4530776

num. 2847747, 44"/

Anomalia magis corre¢ta— 18°, 15/, 56/
Denique fumatur f3 V= 8660254.

et 3/V= 10260606

18920860
huius log. 10, 2769406
fubtr. 3 /5 _ 8, 1010325
‘ 7, 1759081
fubtr. /12 1,0791812
6., 0967269 °
- fubtr. 4, 6855749
I,4IT1520
num. 267/

_a K3 Ano~
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Anomalia vera ergo eft 18°, 15/, 307/ refpondens

anomalize mediae 21°, 48/, 4877. Huic veroanomaliae me-

diae in tabulis refpondet haecanomalia vera 18°,16°,1477.
. »

§. 18. Progredior ergo ad alteram quaeftionem,
cuius initio mentionem feci, quae circa {peciem ellip-
fis, in qua planeta circumfertur, eiusque pofitionem
determinandam verfatur, Ad haec inuenienda cogni-
tum effe psno tempus periodicum planetae, quod fit—=
T. Deinde etiam data efle oportet. tria loca helio-
centrica planetae, cuiusmodi fint FS, GS, HS vna cum
temporibus inter -obfernationes elapfis. Ex locis
ergo heliocentricis dantur anguli FSG et FSH, fit-
que FSG=f et FSH—g. Practerea fiat vt tempus
periodicum T ad tempus inter duas obferuationes, ita
360 gradus, ad angulum qui eft.differentia anomaliarum
mediarum inter easdem obfernationes. Cum igitur dentur
differentiae anomaliarum mediarum inter obfervata pla-

-netae loca, fit ea quae eft inter loca F et G—=m, et

quae eft inter loca F et H—=n. Ponatur nunc ratio

ACad CS vt radw; erit >=uv; porro fit anomalia
media loci F—ua, et anomalia vera feu angulus ASF

—_2.

§. 19. His pofitis erit loci G anomalia media — »
—+-m, et loci H=x -1, loci vero G anomalia vera
erit —z—+fetloci H—2-g. Deinde fit x—=P-t0fP;

r+m=Q+v/Qetxr+n=R +9ofR; erit cof. z2—
cof P cof. 3= iz vu—2?
TovelP € cof P=i—5 iy, atque [P =T v oot e

Simili
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Simili modo erit cof. Q= XEXN=v o ro—

1—v col. (a1 ©
Je4f). V(1 —o%), cof. (z+8) —w —
1 —D co(;,z( +f) )’ atque cof. R = 1—vcof. (z+g) AC f R=
1—'0 - . .
et Yy Si mmc hi valores loco P,Q,R in
tribus prioribus aequationibus, fubftituantur, habebuntur
tres aequationes, ex quibus tres incognitae X, 2 et ¢
determinari debent. At hoc modo ftatim deuenitur ad
sequationes omnino irrefolubiles , ita vt hac via mini-
me ad finem peruenire queamus. (Quamobrem expe-

diet potius hanc quaeftionems vero proxime refoluere.

§. 20. Ad hoc commodiflime efficiendum iuuabit
anomalias. veras priori modo per feries exprimere. Erit
ergo vt fequitur.

2=P—y[P4 ¥ 2P ;’f(fg P 3fP)+etc.
Hf=Q—vJQ+%/2Q-%(/3 Q4 3/Q)+ete.
z—{-g:R—va—t—'”—f[zR—--(ng—)- 3/R)-tetc.

Ex his aequationibus eliminando 2 erit
FEQ-P-0(fQP-Y (/1Q—/2P)-3; (/sQ-f5P+ -3t
§=R-P-0(JR~f P)+-¥"(J2R-fzP)~%( f3R~/3P+3/R—3P)etes

Priores vero aequationes eliminando x- dabunt.

n—Q-P—4o(fQ—/P) .

—R~-P—4o(/R—/P) **9%€
Ponamus terminos fir quibus ine(f v~ et altiores pote=
flates euanefcere ; erit coniungendis aequationibus I —
Q—P et Q=P~-F"; atque R=P - &~". Per
| pofte-
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m—f
~+15—2fP
n—g ' . . :
= TP, fT" Ex his vero aequationibus
(m—f ) EE—(n—g)/*H
(m—f )IVEE-(n-g ) v =F

fteriores autem aequationes efty —

oritur tang. P— vbi fv. fi-
el

num verfum denotat. Ex hac igitur aequatione iam pro-

Xime inueniri poteft angulus P; hocque inuento fimul

quoque valer ipfius ¥ proxime verus innotefcit.

§. 21. Inuento hac ratione angulo P, ex eo de-
terminetur valor ipforum Q et R per aequationes Q —
P4-52 et R= P-4 deinde etiam valor ipfius
v per aequationem v= 72=rs. Hi vero valores hoc
modo ipuenti nondun funt veri, fed tantum veris pro-
pinqui; propiores autem inuenientur f{equentibus termi-

nis non negligendis , erit nempe ’3—;& =Q-P —i—-":" ,
UzQ—-sz)--%(fg Q—/3P—+13/Q-3/P) etc. ideo-
que Q=P+ ¥ (f2Q-/2P)+ 5 (/3Q—/3P
~+3JQ-3/P) atque fimili modo R—=P- &2 _2"
(J2R—f2P) +%(f3R~f3P+3f/R-3/P); in qui-
bus expreffionibus loco, P, Q, Ret o ante inuenti va-
lores fubflituantur poft fignum —;hocque pacto propio-
res pro Q et R valores habebuntur. Ponatur breuita-
tis gr. Q—P—4M et R—=P—+ Nerit v:f@,ﬂ'j)’f_f—,:

n—N . . . . .
fra—rs- EX quibus aequationibus inuenitur tang. P
— _(m—MYN—{n—N)/M

= (m-Mjv.N—i—nyvx ) ubde quoque multo propior valor
‘ ipfius
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wpfins P obtinetur. Quo iterum fub{htuto tam pro Q
et R quam pro v multo magis propiores valores ori-
‘untur.

§. 22. Cam fit M—f——-—(qu-fzp)+
(J3Q—/3P--3fQ 3fP)-etc. et N=EE2_L(pR
-[2P)+ —(ng-fs P+ 3/R—3jP)—— etc. i in his
sequationibus loco P Q, R,'et @ vitimo indenti valo-
forrogentur ; tam proxime veri valores pro M et N
habebuntur ; et confequenter proximi -quoque pro Q et
R, iterumque pro P et v. ‘Harum ergo operationum
reuolutiones, fi toties repetantur, quoad valores ipfo-

qum Pet v non amplius mutentur ; tum demum inuen-.

tos valores ipfos efle veros certum erit. - His vero in-
uentis ex P et v per fupra  traditas regulas reperietur
z, qui eft angulus feu dlﬁadtna foci primum. obfervati
F zf;aphelioj w vero exprimit ratiopnem excemricita+
tis orbitae ad femiaxem transerfum feu diftantiam me-
diam. e T

§. 23. Ad talem autem calculum fuscipiendum
eonducit plures tribus obferuationes affumfiffe, cum quo
operationes inftituendae magis confirmentur , tum quo
obferuationes maxime idoneae eligi queant. Habent
autem eae obferuationes, in quibus differentias anomae
lamm mediaram et verarum aequales funt, hoc in-
commodum, vt ftatim in prima operatione dent v—=—q.
Quod ergo quo euitetur tales obferuationes funt eligen-
de, in qubus differentiae anomaliarum fint maximae.

Iom. VII. L Atta-
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Attamen ne hac quidem circumfpe&ione eft opus, fi
quidem excentricitas. practer propter tantum fuerit co-
gnita, quin imo prolubitu excentricitas poteft fingi ea—
que initio pro v fubftitui, unde ftatim propiores valo-
res pro Q et R dctegentur €x quibus tum operationes ,
vt ante, inftitui poterunt.

§. 24.. Exempli loco per ifthanc methodum de-
terminemus pofitionem abfidum orbitac terrae, eiusque
excentricitatem ex datis tribus fequentibus obfermatio-
nibus , quac ex Comment. Ac. R. Scnent. Parif. A. 1720,
funt decerptae.

Anno 1716 erat Locus ©
Mart. 20.d. 117,59/, 447 0S, 0%, 07,077
Mai. x2.d. n"-.ss’,sa” 1S, 21°, 447, 357/
"Iul. 28.d. 12%. 57/, 487 45, 5°y a2/, 10/

Ex his obferuationibus eft differentia anommalisrum ve-
rarum inter primam et fecundam obferuationemn, quam
pofuimus - J=51° 447,35
etdifferentia inter primam et tertiam few g— 125°, 927, 307/

§. 25. Ad differentias anomaliarum meditrom in-
veniendas affumo pro tempore periodico T feu snno
tropico 365d. 5 h. 497 87/ feu 31556948/, Arque
differentia temporum primae et fecundae obferuationis
eft 52d. 23h. 58/, 97/ feu 4579089/ hinc oritur diffe~
rentia inter anomalias medias harum obfernationum,
quam pofiimus m=52° 147, 17//. Differentia vero tem-

porum
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porum primac et tertiao obferustionis cft 1304, of, 87,
147’ feu 11232494". EX quo fit differentia Iiver ano-
malias mednas hax:um pbfervationum , quac erat #=—118",
§, 23"
§. 26, Nunc ad calculum mi’atuendum eft
m—-f_ 9.9 R 4.2“ = 1‘782
et m"%"— 2 94’6 ’ 33 = 9973"
Atque + ——=51° a59a 26"
et '-'—;-5':.;56°, 45, 16"
Deinde ad commoditatem calculi eff
» Jet—0o, n479181,
Deinde eft [*5E =  80§z073
atque Jfo. "'-5—' 15983867,
Deinde eft Ij'—‘—"—‘ —9,896476%
ad quem additus / ;=5—©,747918%
" 30, 6443942
_5 j " "’, Clll logarithmo teipondet numerus tho
4_-4-0954-98 ab hoc fubtractus

8012073 S
- 36083425 :’.‘;—'Z‘f*—f"f" 2okf '

i mumerus eft numcrator ﬁ'a&wms cui P aequatur,
Eft vero Jfv. 2 9, 584567% ad hunc I2=5

0, 7479181 addatur

10, 3324852 —InGlvEHL,

Buic refpondet in tabulis finvum numcris
21502315  ab hoc fubtrahatur
15983867 v, 2ts
T 5518446  denominator fractionis. 4
Ls . Exic
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Erit ergo tang. P ;-3:(;:?-4_—:%:6, 5387 =~-~ _
vnde prodit angulus P—81°, 187, 17%.
Deinde eft /"~ =2 , 9498777,
atque P2 =Q=133°, 17/ 43"
euius finus aequatur fin.46°, 427,177/ =7278292,
- et f[P—98885062,
eft igitur f(P 4+ Q) — /P = — 2606770,
ex quo valor ipfius @ erit negatiuus, id quod indicat
locum, quem calculus pro aphelio dare deberet non-efie
aphelion fed periphelion. Vt vero o determinetur fu-
matur ex tabula finnum logarithmus finus 290647470,
‘ : qui erit 9, 4160988
ab hoc fubtrahatur numerus fupr. 4, 6855749

. log..denom. fra&. pro v 4, 7305239

, _ fubtr. 2, 9498977

" Hinc erit /-9v—=— 1,7806462

ergo &%, feu diffantia terrae mediae 2 O eft ad-excen-
tricitatem vt 6035 ad 100, quae ratio autern nondum
eft corre@a. . Si hinc antequam fequentes correctiones
adhibeamus,, pofitionem abfidum inuenire velimus, pro-
dibit pro 2 circiter 82°, 14* feu 25, 22°, 14, qui lo-
cus a loco primae obferuationis fubtractus dat 9S, 47’
467 pro loco periphelii; et 3S,9°, 46 pro loco aphelii;
qui locus iam prope congruit.  Accuratifime autem haec

quaefita obtinebuntur,, f tantum prima correio. adhi-
beatur. . -

§. 2.
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§. 27. Ad cosre@ionem autem inftitiendam notan

dum eft loco anni tropici fidereum , quippe quo fol ab
aphelio ad 4phehurn reuertitur . auhlben dcbcre, quo fa-
&o fiect m=52° 14/, 107/ et n:_.-128° 8,57/, ideoque
m—f— 1775 et n—g=— 9953~ Atque 2t gy,
59/,2277, et £ —126° 457, 8//. Deinde eft P—

81°, 187, Q—=133° 187 et R—208° 37, vbi minuca

fecanda de induftria negligo, quia ad M et N inuenien-

da nikil conférant. Eft vero M==_ o J2Q—/2Py:
et N—*F_%"(faR—[2P). Ex his prodit M=51°,

597, 177 et N=126°4544"7; et m—M=0°, 14/,

5377=8937/, et n— N—x 2237, 177498177, vnde

en't/:_“ —0,746 4650 atque per fuperiorem regulam /P—

':;“)j M—JN Ex hoc inuenitur ang. P—81°,
,,,_M)fv.M—f.V.N

23,0", et P4~ M—1r33° 22’ 17”:Q, Atque v ite-
um prodit valoris negatiui, eﬁque l—v—=—1,7815349"
feu eft diftantia media terrae a fole ad excentricitatem
¥t 6047 ad 1oo. Hi valores cum fint exactiffimi, erit
z—82° 19, 16", qui angulus fubtracus ab aequino-
&io verno dat locum perigaei folis 9S, 7°, 49', 44".
Vnde erit Apogaeum folis in @ , 7°, 40’, 44”. Tabu-
Ise vero Streetianae pro hoc tempore dant @.7°,52',32"
Si adhuc vnam corre@ionem quis vellet inftituere, dubito
an ea minuta fecunda fit affectura.

—

x L3 | ORBI-



ORBITAE SOLARIS

ORBITAE SOLARIS
DETERMINATIO.

AVCTORE

Leosh. Eulero,

§ 1,

Pe methodi, quam ‘in praecedente differtations
expofui, facile erit orbitam, quam terra moy

annuo circa folem defcribit, feu quod eodem
redit ofbitam folarem determinare » €% datis tribus lo-
cis folis ex terra vifis, vna cum temporum jntemnallis,
Quamobrem ad orbiam folis quam exadiffime definj-
endam, oportet vt ¢X obferuationibus aftronomicis trig -
folis loca eligamus, de quibus minime dubitare licet,
Huiusmodi autemn folis loca in egcliptica fen orbita fug
cum ex altitudinibus merjdianjs derinare necefle fit,
conducet eiusmodi obferuationes ad hunc vfum adhibere,
quae circa aequinoctia fint fadtae, €0 quod his tempoe
ribus minimus error in longitudine opiatur. Reiicien-
das igitur ad hunc finem effe judico obferuationes circa
folftitia fa&as, cum his temporibus etiam ex accuratiffj-
mis obferuationibus de loco folis vix ad aliquot minye
ta prima certi effe poffimus,

§. 2. Perluftraui ergo in hunc finem Flawffeedij
hiftoriam coeleftem, atque ex altitudinibus folis merj-
dianis eius loca in eccliptica calculo deducere fum annj-

fus,
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fus. Cum autem iftse obfcruationes neque a refrattio-.
nibus fint purgate, neque omoes vt opinor fint ae-
que bonse cenfendae, ex iis vix aufus fum quippiam
circa folis orbitam concludere. Cum vera prolegome-
na in tertio volumine huius operis perlegiffiem, depre-
hendi Flamfleedium huic ipfi inggifitioni operam dedif-
fe, at methodum, qua is locum apogaei et exceatrici-
ttemn orbitac folis aflignare annifius eft, minime pro~
bare poflum. Veriflimas enim primo cenfec tabulas
foas motus medii folis, d¢ quibus omnino ad hoc in-
fiatum exequendum dubitare debuiflet ; deinde vero
locum apogaei tantum paulisper immutauit excentri-
citatis nulla habita ratione, quo wvni vel alteri obfer-
wationi fatisfaceret. Facile autem perfpicitur, hac me~
thodo vix quicquam profici pofie.

§. 3. Interim tamen obferuationes, quibus Flow-
8:¢dinus in hoc negotio eft vfus, ipfe certiffimas et
exa@iffimas praedicat, neque ego de bonitite carum
dubitandum efle exiftimo, cum fine dubio ad hoc infti-
tutnm eas felegerit, de quibus maxime erat certus.
Hanc ob rem ego nmon dubito easdern obleruationes
viurpare ad orbitam folis ope meae methodi determi~
pandam, ex iis vero praeteres tales oblermationes eli-
gam, quae circa aequinodia funt fakae, quippe quac
eo magis certac funt habendse. QObferuationes ergo,
- quas ad hoc inftitutum adhibere conftitui, fint tres fe-
quentes, ammo 1690 faftac. Menie fcilicet Mantio die
7 meridie locum folis exhibet in Mo 27° 217/, g;e”

in-
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Deinde einsdem menfis die 14 erat folin ¥ 4°*, 177,
187,  Atque tertio menfe feptembri die 15 crat fol
in . 2°) 457, 3777, Quae folis loca ex altitudini-
bus meridianis exa®iflime obferuatis deduxit ipfe
Flamfiedius.

§. 4. In his autem locis {ol verfabatur ipfo punéto
veri meridiei, dum per meridianum tranfiebat. Qua-
re quo anomalias medias ex his temporibus re&e con-
cludamus oportet haec tempora. ope aequationis tem~
poris corrigere. Quo- facto erent wt fequitur.

Tempore medio Solis loca
Mart. d. 7. 12”. 87, 24"’ 11 S, 27°, 21/, 297/
Mart. 14d. 12%. 67, 157/ oS, 4°,17/,18”

Sept. 15d.  § L 517,277 6S, 2°,45",371”

Harum obferuationum primam fumo  igitur tanquam
terminum, €t pono eius anomaliam veram— 2, at-
que anomaliam mediam—x. Praeterea 1: v mihi
denotat rationem diftantiae mediae ad excentricitatem,
adeo vt hae tres quantitates 2, x et ¥ ex his tribus
obferuationibus debeant determinari. Ponatur fecundae
obferuationis anomalia vera— z— f, et media = x - m;
tertiae vero obferuationis anomalia vera—z--g et
media—x 7. Quae quantitates f, g, met n ex ip-

fis obferuationibus immediate determinantur.
§. 5. Differentia temporum inter primam et fe-
eundam ebfernationem eft ergo 6d, 237, 57, 51", cui
tem-
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pori motus medius refpendet 4°;53/,52”. Cum autem
inter ea aequinodtia cisciter 1” fint retrogredfa , erit dif-
ferentia inter anomalias mcdus primue et ﬁ.'cundae ob-
feruationis m-— 6°, 53 ,517. Differentia vero inter loca
folis eft 6°,55',31", quae firriliter minuto fecundo mi-
puta ob praccefionem aequimoBopum dat diferentiam

inter anomalias veras primae et fgcundae obferuationis

j}=6°,55, 30". Deinde differentia ﬁempqmm pn-

mae et tertiae obferuationis eff x 91 dk 238 43", 3" cui

motus medius refpondet 18¢°, 12', 0": hinc motu ae-

quino&iorum 26" fubtraéo xe.mam diffeyendia inter

anomalias medias primae et tertiac obferuationis, n=

189°, 11°, 34”. Demique diftrentia inter folis loca

primae et tertiae obferwationis 26° dminuta dat diffe~ -
rentiam inter anomahas veras primac et tertiae obferma-

tionis £ —185°, 23', 24",

~

& 6. His prapacratis fequitur vt quantitatem an.’
guli evivedam P, qui eff anomalia excentri, definiamus, quo*
coguire facile omuia, quae requiruntur , determinare licet.
Oleadi astea in praccedente moa differcatione fore proxi-
me tang P""f-—f (::Z' ﬁ——‘ fite finu tota""’x

FEL = ,,JP" ! .
Que igitur ifla expreﬂio pet calculum deﬁmamr, fe--
quenti modo operationes inftituo.

m=6°, 53', 51" - f=6,ss’, 30
¥=189°, 11, 34" g:185 . 23 524"

Tow. VII. M  Ex
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Ex his erit
m—f—-1,39" ——99

n—g—=8°, 48", 10 " —=13690"

atque

’,...(,',":{)—o 0072315.

Praeterea eﬂ:
"":::."f:6°1 54/, 4'0
et
=187°, 17, 29"
Iam vero eft
J2E—1203393

2

atque

_ S EE—=—1269155

qui multiplicatus per _(:'—:—;);o,, 0072315 dat — gr78.
Erit ergo numerator frattionis, cun tang. P, aequatur —
1194115. Praeterea et fv.2H _._72665 atque {v.
E— 19919130 qui dudtus m—(,,_g)_—_o, 007231 '
dat _.(;"_‘_‘; Mv.F£—=144045. Vnde fit dcnommatoz
—216906. Diuidatur nunc fatum ex numeratore in
finum totum per denominatorem et prodibit tang. P—
§5103000. Quocirca inuentus eft angulus P—79°4.2",

s1”, qui autem valor tantum eft vero proximus, et
fequcnu modo corrigi debet.

§. 7. Ex valore ipfius P (équentes lltterae Q etR’
habebuntur, nempe cum ﬁt P=99°, 42, 51", erit

Q=P
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Q“P+m+f—36° 87, 31", atque R_,_P—l-S——'

'ﬂ—.f
6y°, o', 20”.  Ex his valoribus erit o— = . =
. ) " jQ fP
' /RNL]:-;’ vnde patet valorem ipfius @ fore negatinum,

id quod indicat diftantiam primae obferuationis non ab
spogaeo fed ab perigaco imuentum iri. Erit ergo /-w

- =IL=2_7(fQ—JP), in qua expreffione notandum cft,

quia finus cum angulis comparantar , a logarithmis finuum
fubtrahi debere 4,6855704, quo logarithmi minuto-
mm fecundorum obtineantur. Ob eandem ranonem erit

=2 0 minutis- fecundrs =49, atque == =1,

- 694.6Go52,

Iam vero eft
JQ = 9982658
- et f/P = 9839292
ideoque fQ—f/P= 143366
atque /(fQ—fP)= 8, 1564482
a quo fubtrah. = 4, 6855704
reftat 3, 4708778
fubtr. a === 1, 6946052
erit /[—o—— 1,9762726
feu v=7522
hic vero valor ficut et rchqm corre@ione ' fequente ha~
bet opus. :

§. 8. Ad hanc corte&:onem inftituendam quaeran=

tur valorcs htterarum M. et N ex fequennbus formulis:
. . M z M=

{ .
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M—“—-—-l-""sz— 2 [2Q.

N"’L‘"—I- J2P-% [aR.

~wbi 2 logmthmla finnum fubtrahi debet 41 ¢ 685 5704~
Quia vero finguli finus multiplicati funt per %' -cuius lo-

garithmus éft —4, 4556252, a logarithmis fiouum fub-
Arahi debet ifte logarithmus 9, 1452056 et numens
logarithmo refiduo refpondens dabit numerum .minuto-
rum fecundorum. Compendii autem gratia non eft opus
vt anguli 2P, 2Q, 2R ad minuta fecunds vsque foman-
tur: tane enim accuratio effet fuperflua. His pracmihis
ATt vt feqmtur.
=J159% 26’—./“’ ’ 84-'
f"Q:fI73 » 15’ =/6° 74-5
JaR=[s53¢" ¥'=[5° 59"

-Hing erit
eP= g, 5456745
fubtrabatur r 9, 1412056
. , 0 4044689
wgo ¥ fzP=a}
Simili modo

If2Q = g, 0901461
fubtrahatur o9, 1412056

{—3),9289705%
ergo ¥ [2Q=o0, 85"
stque ¥ J2R =0, 75"
Ex his prodit
M= 6’ 54, 43" et
N=18y°, 17, 31". § o.
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§. 9. Quia valeres licterarum M et N tam parum
discrepant ab ‘B4 ¢ "L corredio litterarum P et 0
fere erit mfcnﬁbdu,, interim tamen ad vfum regulac a
me traditae oftendendam calculom inftinam. Oftendi
SM-G=0SN
Jv-M—-(3=0)fv.N .
o — 1. Ad hunc ergo angulum P-detegendum fequent
modo operor

) m—-M=—s0, 69’
"“N-—-‘ )54 3,21" —-684'3) ar’

¢Igo —( q_n)-—o 0074073

igitur fore tang. P— pofito finu to-

Praeteres eft
SM=1203003
JN=-1296242

"80"( a—n)J N=—9400
€rgo numeratoy = 3193603
Deinde eft
JM= #2670
[v.N=19919123
Erit ergo
— (3=H)Jv. D= 149306 idcoque
denominator — 2259'36
Invenitur ergo
. ta0g. P 53771000
xkoque P="19° ) 2?”'5‘* ¢
~ M 3 T & 20,
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§. 10. Sumto ergo koc valore pro vero angulo P
erit Q =P M =86°, 22/,36" etR=P-4-N=266°,
45',25", atque ex his erit verus valor ipfius v.‘.}%

=/, quae expreﬂio ¥t ante debet tra@ari. Ex°

aequauone autem o= ;R—,—, prodit /—9——1, 7761733
qui eft verus valor ipfius v, atque diftantia media ad
excengicitatem vt 109000 ad 1674.

§. rx. Ex his'nunc per praecepta tradita vtraque
ariomalia loci folis in prima obferuatione poterit definiri,
in quo autem notandum eft ob valorem ipfius o nega-
tinum a perigaeo anomalia computatas prodlre Erit
autem primi folis loci obferuati x1S, 29°, 21°, 29
anomalia media x—P~ P et anomalia vera 2—P
—of P4%/ 2P etc. ad quos valores inueniendos eft

P=—x9° ’ 2’ ’ 54‘
IfP=9g, 9926192
fubtr. 4., 6855904
55 3070488
l—o=—1,49761733
I-9fP—3, 5308755
ergo —ufP=33957=56¢', 35"
IJ2P=9; 5556433
‘fubtr. 4, 68559704
. 4, 8700729
IY=—4, 1655562
l"’sz.: 0, 7045167
ergo sz._s Ex his ergo fic

-
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=48 , 31, 19" —2§5; 18°, 31’, 19"
2=80°% 24, 34 = 25,20°% 24/, 34"

. : A )

§. 12. Cum igitur Sol fuerit A. 1690. Menf. Martio
~4,12% 8", 24" in ecliptica 11S, 27°,21°, 29", eratillo
tempore aequatio 1°, 53", 15”addenda ad motum medim.

Quamobrem illo tempore erat motus medius folis x1 S,
25° 28’ 127/ atque 1690 die 7 Martii ipfo meridie iu-
xta tempus medium erat motus mediusfolist 15,25°,27",5 2"
Ergo A. 1689. completo feu initio anni 1690. erat mos
tus medius folis 9S, 20°, 24", 42", qui locus fi cum tabu~
Iis motus medii folis in Lexico Harris comparetur, depre-
hendetur 40" maior , et hanc ob-rem illae tabulae pro ob-
feruatorio Greenwicenfi augeri debent 40". Quocirca
Crit '

A.aCN. | Motus medius O
1901 9S, 20°% 44,307 °
iy2r | ¢S, 20% 53, 34"
1741 95,21 2’, 38
1761 9S, 21° 11, 42"
1781 9S,21°% 20', 46"

o 4 (¢
1801 95, 21°% 29, 51

In tabula pro .apnis intermediis nihil eft mutandum.

§. r3. Subtrahatur a vero Ioco folis
anomalia 'vera inuenta, ~I1IS, z7°,21:,27"
prodibit 2§, 20°% 24", 34"
. . . b4 o ’ T
locus perigaci osbitae folaris. 95, 67,56,58

"‘Quam-
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Quamobrem pogiewn orbime folaris erat,
A. 1690. d. 7. Mast. in 3,5,6‘ 56',53

atque initio anni 1690.in 38S, 6°, 56, 44

attue initio ammi 1%01. & 3S,7°%, 5’,54.”
Quare a loco apogaci folis ex tabalis aﬁronomncu ci-
tatis intiento perpetuo fubtrahi debet 34°, 16%, ideo v .
in illis tabulis plusquam dimidio gradu apoga'eum fic
mimis promotum.

§. 14. Logarithmum rationis excentricitatis ad di-
flantiam mediam inuenimas —r, T761733, itx vt fie
- diftantia media ad excentricitatem, vt 100000 ad 1674
feu vt 5973 ad 100. Si nunc ille logarithmus inxta regn-
lam in fequ. difl. expofitam addatur ad 5, 6154596 pro-
dibit 3,8392863, cui refpondet numerus 690" pro aequa-
tione maxima, eft ergo aequatio maxima —1°,5 5’,7".

§.15. Reftat vt.definiatur anomalia media, cui maxi~
ma aequatio refpondet; id quod per reguiam mcam- fo-
quenti modo fiet.

Ad log. finus totins 10, 0000000
addatr /% =— 5,9305799
: 4, 0694200
qui cft log, finus anguli 14"
et ergo  g—14".
Deinde ad 5, 3r44295
addatur Jlo—=— 1,7761933
3, 5382562
eui refpondet numerus 3454” feu 5+7,34". Quamobrem
mt anomaha media cni aequatio maxima rcﬁ:ondet 90°,
57,34" 3 atque anomaha vera, cui aequano maxima re-
fpondet, erit 89° 3', 27", SO-
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| SOLVTIO
PROBLEMATVM QVORVNDAM
ASTRONOMICORVM.

AVCTORE

Leonb. Eulero.

Problema I

Ata planetae aequatione maxima. inuenire orbztae ey
excentricitatem.
Solutto.

Conuertatur aequatio maxima in minuta fecunda,
fitque eorum numerus —m; dico fore diftantiam pla-
netae a Sole mediam ad excentricitatem vt 432533 ad
oumerum #7; fi quidem aequatio non fuerit nimis
magna. At fi aequatio admodum fuerit ingens, pofi~
ta ratione diftantiae mediae ad excentricitatem vt 1 ad

e m?
vy erit V= mmm—anaye QUEL

Problema 2:
Data excentricitate orbitae planctaris , inuenire aequa~

tionem maximam.
Solutio.

Sit 1 ad o vt diftantia planetae 2 Sole media ad
excentricitatem, et fit m numerus minutorum fecundo-
rum aequationis maximae, qui quaeritur, dico fore m
—412533 (v % ); vel per logarithmos erit log. m—
Tom. VII. N 5
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5,6154596 4+I/(9—+4% ). Vbi notandum eft, nifi
excentricitas fuerit vehementer magna loco quantitatis

v+ % fumi poffe tanum @. Q.E.L
Problema 3.

Data excentricitate orbitae planetaris, inuenire ano-
maliam mediam, cui acquatio maximg refpondet.

Solutio.

Sit 1 ad o vt diftantia media ad” excentricitatem,,
quae ergo ratio datur et proinde v. Multiplicetur finus
totus per %, et faGum erit finus cuiusdam anguli

ex tabulis inueniendi: " fit hic angulus ¢ graduum.
H acc vero operatio commodius per logarithmos. inflituetur.

Deinde quacratur logarithmus quantitatis v-%; , vel
tantum- ipfius v, ex tabulis. logarith. num. nawuralium ,
fi fuerit @ admodum paruum , ifte logarithmus addatur
ad hint s ) 3144295 , et logarithmi, qui prodit, quae-
ratuf numerus refpondens, qui fit #; vbi notetur »” efle
dimidiam partem aequationis: maxxmae, ita vt, fi aeqma-
tio maxima iam fuerit inuenta hac poﬁeriori operatio~
ne nequidem fit opus. Dico fore anomaliam mediam

quaefitam 9o° +¢° 47", Q.E.L - .

DE -
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MINIMIS OSCILLATIONIBVS'
'CORPORVM

'TAM RIGIDORVM QVAM FLEXIBILIVM.
METHODVS NOVA ET FACILIS,

AVCTORE

Leonb. Euvler.

§ r.
QVae ad ofcillationes corporum ngxdomm perti-Tobb, V.V

nent problemata, ea Geometrae ad inuentio~

nem centri ofcillationis referre funt foliti.
Cum enim corpora rigida figuram fuam, quantumuis
etiam a potentiis ollicitentur, immutatam retineant;
ad eorum ofcillationes determinandas fufficit eorum of-
cillationis centrum noffe. Hac enim ratione tota quae-
fio reducitur ad ofcillationes penduli fimplicis , cuius
motus iam fatis cognitus et extra omne dubium eft
pofitus. Omnes idcirco circa motum ofcillatorium cor-
porum rigidorum quaeftiones eo redeunt, vt inuenia-
tur longitudo penduli fimplicis, quod iisdem temporibus
ofcillationes fuas abfoluat; hac enim cognita fimul quoque
motus ofcillatorius corporum propofitorum innotescit.

. §. 2. Quod. vero ad ofcillationes corporum flexi-
bilium attinet, de iis duplex facienda eft quaeftio. Nam

antequam penduli fimplicis ifochroni longitudo determi-""
N2 .pari -
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mari poteft, figura, quam huiusmodi corpora flexibilia
inter ofcillandum induunt, debet definiri; nifi enim
haec fit cognita, quid potentiae in ea agentes effi-
cuaut, afignari nequit. Ad motum igitur oscillato-
rinm corporum flexibilium inueniendum requiritur, wve
figura eorum, quam quouis momento inter ofcillandum
induunt, determinetur; quo facto facile erit longitudi~
nem penduli fimplicis ifochroni affignare.

§ 3. Huius generis problematz famr quaedam a
Geometris fint pertratata, quorum primum, cuius Cl
Taylrus elegantem dedit folutionem , circa ofcillationes
chordarum muficarum tenfarumy verfatur, quibus oscil-
lationibus foni eduntur. In hacque traGatione CI
Taylorus psimo curuam, quam chordx vibrata format,
determinauit ; ex eaque poftmodum numerum ofcillatio~
num , quem data chorda dato tempore abfoluit, definiuit.

§. 4. Huc quoque pertinet problema de ofcillatio-
nibus funis feu catenmac’ perfete flexilis, cuius praeterita
anno CIl. Bernoullius folutionem huc tranfmifit; quod- -
que idem problema poftmodum alia metodo fatis bre-
ui et facili refolui, pariter hic coram f{ocietate prae-
le®. In vltimis vero, quas ad me dedit Cl. Bermow-
Jlius, litteris mentionem fecit ofcillationum laminae
elafticae altero termino parieti firmo infixae , atque
aequationem mihi perfcripfit a fe pro curua, quam
lamina ofcillans facit, inuentany effe ; de qua autem adhuc
auceps haerebat, vtrum conueniat, an fecus: propterea
quod haec quaeftio tam fit intricata , -atque in ea refol-
uenda errorem committere admodum fic procliue.

5 s.
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§. 5. Ego quidem, quamuis valde facilem et
latepatentem effem adeptus methodum curuam funis
perfe@e flexilis ofcillantis determinandi; tamen ex ea
parum vtilitatis ad curuam laminae elafticae ofcillantis
inueniendam haurire potui. In mentem igitur mi-
hi venmit alia methodus Iatiime patens atque ftaticis
tantum principiis nitens, cuius ope non folum has de
ofcillacionibus laminae elafficae et funis fufpenfi quae-
fiones mira facilitate refolui, fed omnia quae ad ofcil-
lationes pertinent: promptiffime expedire poffum..

§. 6. Alis enim, iisque maxime diuerfis metho~"
dis funt vfi aucores, qui de centro ofcillationis feu ofcil-
lationibus corporum sigidorum egerunt, alias etiam
C/. Bernoullius et ego methodos ad ofcillationes finis
fufpenfi flexilis inueniendas adhibuimus. Ex diuerfis
quoque principiis Clariffimi Viri T'eylorus., Iob -Bernoulli,
et Hermannus ofcillationes chordae vibratae derinauerunt.
Ea vero mrethodus, qua problema ofcillationunx laminae
clafticac parieti fixo infixae sefolui, ita eft compara-
tz, vt eius ope quoque fupra memorata problemata
omnia fummma cum facilitate refolui queant.

§. 7. Quo igiur hanc methodum, qua omniz
huivsmodi “problemata circa ofcillationes. corporum tam
rigidorum quam flexibilium refolui poffunt, commodif-
fime exponam, confidero ante omnia pendulum implex,
et ofcillationes, quas peragit: quippe ad quod quorum-
que corporum ofeillationes funt reducendae. Contem=
plor autem ad hoc inftitutum ofcillationes minimas tan-

N3 ° tum
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tum, eo quod hae funt inter e ifochronse tam in pen~
dulo fimplici, quam in corpore quocunque: cum maiores
ofcillationes cum pendulo fimplici rarifime comparan
qucant.

§. 8. Sit ergo OM pendulum fimplex in O fus-
penfum et in M habens pondus alligatum, cuius maffa
fit M. Declinet hoc pendulum a ftatu quietis feu recta
verticali O A angulo infinite paruo AOM, ita vt arcu-

- lus MA pro re&ta horizontali haberi queat; voceturque

longitudo huius penduli OM=f; et fpatiolum AM
corpori M percurrendum, donec in flatum quietis per-
ueniat—k. Vis grauitatis porro, quae corpus M- deor-
fum vrget, aequatur ipfius ponderi feun ipi M. Ex
hac -vero per refolutionem gptur vis corpus verfus MA

vrgens — va“gf—?,g:' 7 fatto triangulo Mam fi-
mili triangulo O A M.

§. 9. Ponatur haec vis follicitans corpus M fe-
cundum MA=g; erit g"'rai‘.”‘, vnde oritur f=%F.
51 igitur corpus M fecundum direGtionem M A vrgea-

vi g, cique percurrendum fit fpatium M A —k,
donec in flatum quietis perueniat; erit tempus, quo €x
MinA peruemt, ‘aequale tempori descenfus penduli lon-
gxtudims fi quidem dum corpus per MA incedit,
vis ad A-g\‘u'gens proportionalis ﬁlCl‘lt diftantiae corpo-

. fis ab A.

-§. 0. Ex his ergo perfpicitur, quomodo fi detur
maffa corporis et via percurrenda atque vis corporis
fecundum han¢ viam folkcntans, inueniri debeat lon-

. gitudo
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gitudo penduli fimplicis eodemr tempore defcenfum few
femiofcillationem  abfoluentis, quo illud corpus viam
fiam abfoluit. Illa autem via eft fpatium, quod cor-
pus percurrere debet, donec in ftatum quietis perueniat.
Dum vero corpus. in hoc fpatio mouetur,, vis illud fol-
licitans femper eft proportnonalls diftantiae a ftatn quie-
tis, fi quidem minimae ofcillationes fuerint ifochronae.
Id quod ex cafibus. deinceps euoluendis patebit, in qui-
bus vis fingulas particulas. ¥rgens proportionalis- quoque:
reperietur diftantiis ipfarum a ftatu quietis..

§ 11. Si igitur plurs corpora fimul in ftatunr
quietis peruenire debeant, oportet vt in iis quantitas
’-;—' fit eadem. Quocirca potentiae ea corpora fecun=~
dum direGtionem , in: qua mouentur, follicitantes debent
efle in ratione compofita ex rationibus. maffarum et
iiaatiorum percurrendorum , quibus. confectis in ftatum
quietis perueniant, feu in quo fitw in quiete perma-
nere poterunt.

§. 12. In omni ergo corpore ofcillationes pera-
gente fpeandus eft ante omnia ipfius ftatus aequilibrii,
in quo fi femel fuerit in quiete, in eo perpetuo fit
permanfuram. Hic enim ftatus refpondebit fieui pen-
duli fimplicis verticali in quo folo quiescere poteft.
Deinde illud corpus parumper ex hoc ftatu eft detur-
bandum, et inquirendum, quanto interuallo quaeque
particula ab eo loco, quem in ftatu aequilibrii occu-
pabat, diftet; quod erit fpatium percurrendum, De-

nique
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Huiusque penduli compofiti requiritur tempus vnius cu-
iusjue ofcillationis. Ponamus longitudinem penduli fim-
plicis ifochroni effe f, quod fcilicet pendulum  eodem
tempore defcenfum abfoluat, quo tempore virga OD in
fium O 4 pertingit. ™

§. 16. Quo autem virga OD in fitum Od trans-
feratur  corpusculis A,B,C, et D percurrenda funt fpa-
* tia Ae,Bs,Ce, et Dd, quae ob angulum DO infi-
nite paruum, pro lineis honzontahbus haberi poterunt.
Omma vero haec corpuscula in Ad fimul eodemque
temporc, A0 pendulum [ descenfum abfoluit, perue-

nient, fi ea fecundum dlre&wnes Aa Bb CcetDd

vrgeantur  viribus L__;“, Anf“,, '-:7°-5 et —f— rcfpe&nuc

Quarc fi his potentiis aequales in directionibus contra~
riis Aa, B8, Co et D& applicentur, hae virgam A D,
in hoc ﬁtu AD in aethbno feruabunt.

4. 1. Singula vero corpuscula A,B,Cet D reip-
fa vi ‘grauitatis deorfum tendunt viribus 1pﬁs eorum maf-
fis propertiopalibus. Quare hae .potentiae deorfum tra-
hentes curn illis horizoatalibus A«,B8,Cey et D3 in aequi-
librio debent effe conftitutae. At momentum ponderum
A, B, C, D ad virgam circa O conuertendam eft — A.

A4+B Bb—l—C Ce—+D.Dd. Momentum vero potentia-
rum horizontatium eft 2:4%-40-42.2:80-26.C.CO+-D.D4.PO,

f
Quae momenta cum debeant effe aequalia prodibit f__.

A.AG.A O—4-B.B5.BO4-C Ccoo+DDdD0 .
=X Aa+B.Bba-C.Cc4D.Dd__» quae eft longitudo penduli

fimplicis ifochroni cum pendulo compofito OD.
Tm. VII. 0 - §o t‘.
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§. 8. Sunt autcr¥ fpatia fingulis corporibus percur- |
renda Az, B#,Ce¢,Dd diftantiis ipforum a polo O pro-

A A0 B.BO?4-C. CQ* n po¥
portionalia. Quocirca erit f =155 504 c coI D DO

Quac expreflio eft ea ipfa, quae ex regulis iam fatis
cognitis pro diftantia centri ofcillationis a polo O inue-
nitur. Eft enim diftantia centri ofcil'~tionis a polo &
nil aliud, nifi longitudo penduli “.aplicis ipfi compofi-
to O ifochroni. Cognita ere ). longitudine f innote~
{cit numerus' ofcillationum , quem- hoc pendulum: com~
pofitum OD dato tempore abfoluit.

§. ®9. Sin autem pondufcula, quag virgis rigidiy
inter fe connexa circa polum O ofcillari ponuntur,
non fuerint in linea re@ fita, primo cafus aequilibri#
cft fpe&undus ,quk fit is , qui in figura: repraefentatur . iy
qua tria pondufcula A, B, C ex polo O/funt fuspenfa.. Ho-
rum ergo pondusculorum‘ centrum grauitatis erit pofituny
in re@a verticali OF. Quare fi demittantur ad hant
verticalem perpendicula AE, BF et CG erit A-AE+-B:
BF=C.CG.

§. 20. Confideretur iam triangulum ABC circa
polum © infinite parum econuerti, ita vt A i &, B
in 4, atque C in ¢ perueniat, erunt haec elementa Az,
Bs, Ce inter fe vt AO,BO et CO. Sit iam flon=
gxtudo penduli fimplicis de(’cenfum eodem tempore abu
foluentis, quo tria pondufcula ex fim @b¢ in fitim ABC

pertingnnt.  Hoc pofito erit vis quae corpus A in « fe-

cundum @A vrget = %£%; fimiliterque vis corpus B in-

xta 4B vrgens =23 et vis corpus C per ¢C vigens

=%". Haum ergo virium momentum in. polum

ori¢
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erit —AALAOFBH BOCLD M omenym vero, quod
oritur ex ponderibus corporum A, B, C in «,4,¢ fito-

rum in O, et =A.AE+ B.BF—C.CG - 2:9%4

.08 ’b—l-coc S, in qua formula A.AE~B. BF C.
C G et —o, propterea quod ABC eft ftatus aequili-
brii.

§. 21. Cum igitur haec duo momenta inter fe de-
beant effe acqualia erjt 442408 8-804 02.€0_ 4.Ac. OF

- A
B8.8b.0F €.Cc.0G o

"3 -+ ¢ - Qum autem Aa,Bb Ce, funt ipfis .
AO, B et CO proportionalia, erit 4:4%=2B0%-+C.CO"

—A.OE+ B.OF+4-C.0G. Exqua aequmone ori-

A.40%4-B.B0*3-C.00% AOT4+B.O+C.CG
fur f= % or s, OF-C.0G Exprimit autem =5 7~ =

diftantiam cenuri grauitatis corporum A, B,Ca pow O,

quod fi popatur in M, erit longitudo penduh ﬁmphqs‘

AO? BBO C.Co*
ifockroni f—=*% (;:_B S Gox——» quac quantitas dat quo-

‘que diftantiam centri ofcillationis a polo 0. Ex hac
¢rg0 nafCitur fequens regul.l pro centro ofcillationis cor=
pons cuiuscunque rigidi circa punctum fixum ofcillantis
inueniendo.  Quaclibet particula multiplicetur in quadra~
tum diftantiae Juae a polo, et borum fallorum fumma di-
yidatur per mafJam totius corporis in diffantiam centri gra-

sitatis a polo dultam; quotusque dabit diffantiam centri of- -
sillationis a polo feu longitudinem penduli fimplicis ifochro-
ni. Haecque regula fufficit ad ofcillationes quorumcunque
corporum rigidorum circa polutn fixum determinandas.

§. 22. Hic quidem pofuimus omnes corporis ofcil-
lantis partes cym polo O in eodem fitas effe plano -
0O s €asqus
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easque in eodem plano ofcillationes abfoluere; nihilo
vero minus haec eadem regula valet, fi vel omnes
partes non in eodem plano fuerint poﬁtaez vel ofcilla-
tiones non in eo plano peragantur. His enim in cafi-
bus non tantum pelus fer puntum debet confiderari,
fcd axis feu linea horizontalis ; circa quanr ofcillationes' -
abfolunatur. Hic enim iterumr quaeuis particula in qua-
dratum diftaatiae fuae ab axe eft multiplicanda'y et fum-
ma omnium fatorum per facum ex tota ofcillantis cor-
poris maffa in diftantiam centri grauitatis ipfius ab axe
dividenda, ex' qua dmlﬁone ortus quotus dabit centrum
ofcillationis feu potxus Jongitudinem penduln ifochronit
Hinc' inuenitur Theoréma Hugenianim pro globo ex ma-~
teria homogenea cosnftante AB circa polum O ofcillante),

¥igun, 4. quod fCilicet centrum' oftillationis' Z- feu l(ingitudo pen-
duli fimplicis ifochroni fit OZ=0C—+-:%% , exiften~
te C centro globi.

§. 23. Dantur autem practer motum ofcilfatoriuiy
corporum rigidorum circa polum fixum , ex quo funt
fufpcnfa, infinita alia ofcillationum genera. Quorum'
vnicum fatis notum y neque tamen a quoquam, quan-
tum mihi conftat expofitum , hac methodo pertractabo 5
antequam ad corpora flexibilia progrediar. Conftat au-
tem hoc ofcillationum genus in' motw reciproco’ curua~
rum vel corporum quorumque bafi conuexa fuper pla‘.
na faperficie  vacillantiom, Quem motum , ne cum mo-
tu ofcillatorio modo expofito confundatur, vacnllatomum
appellari conuenit: In hoc motu vero notandum- eft

P]a;
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plnum, fuper quo fit, aliquantulum afperum effe po-
pendim, ne curuae de loco fuo inter vacillandum di-
moueri queant, quod: eueniret fi planuny maxime foret
pOIitum.(

" §. 34 Sit igitur BAD bafis feu fectio verticalis Figan s.
corporis fuper plano EF vacillantis, cuius in imo pun-
@ A curuaturae radius it AC; in hocque fitu fit cor-
pus in aequilibrio’y atque M fif particula quaecunque hu-
ius corporis. Quomam vero' in hoc fitr BAD cor-
pus pomtur effe in' aequilibrio’; erit eius centrum gra-
uitatis in re&a verticali AC fitum. Quamobrcm erit
fimma omnium’ faQorum ex particulis M- ire diftantias
ipfirum” M Q. % verticali AC—=o ; fumtis nempe diftan—
¢iis particulirum’ ad alteram partem rectae -AC pofita-
rum negatinis, feu érit fM. ‘MQ=o. Iam vacillet
hoc corpus parumper, vt veniat in fiturn ba’ad, in quo .
4 et pun&um conta@us corpotis cum plano EF et ra-
dius 25 quo moty pun@um A in & perveniet, et M
in m, ita vt fit ang. Mam fen MNm=Cac fer ACa
atque elemenwim Mm normale erit ad reGam Mo vek

MA.

§ z5. Pofito func corpore BAD in fitn ad,
deterrhinari debet vis id rurfus in fatum quietis BAD
reftituens,; quae reperietur fumendis omnibus momeuus,
que fingulae particulie M habent ad corpus ¢irca a
conuertendum.  Momentum vero particulac M in m po-

0 fiae erit M. pa demiffo ex m in EF perpendiculo mp.

el
. (i autem fit CA.Ad::AM.Mm, erit Mm=2432%,

O3 ‘ vnde

A
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ynde erit AM:PM=Mm:Pp feu Pp="%2* Fx his

CA

fit pa—=PA—-Aa—Pp—PA A —PA 4 b,
Particulae ergo M momentum eft M.PA—+ =& CQ‘“,.

CA
Atque fumma omnium momentorum erit — fM.P A -

JECEAr — LA quia /M. PA aequale eft nihilo,

§ 26. Ponamus iam longitudinem penduli ifochroni

=f, erit vis pungum m in M follicitans =¥ f'F =Rz A8
2

huiusque vis momentum in =A% ,“‘ Omnmm er-

horum momentorum fumma erit 247 CA Fals llﬁ‘!}

fM.AM, ob Aa, CA et f conftantes qun-

titates. Haec vero momentorum fumma aequalis effe

debet fummae momentorum inuentae J "“i‘“ feu 22

JM.CQ, vnde habebitur ifta acquatio ff/M.CQ= jM,
AM?, ex qua fit f_‘f'g—‘c%_, quae expreffio dat lon-
gxtudmem penduli fimplicis ‘ifochroni, quod iisdem tem-
ponbus ofcillationes abfoluit, quibus corpus BAD fuper

plano EF vacillationes peragit. Quocirca hinc tempus
guiusque vacillationis definire licet.

§. 27. In formula autem inuenta defignat JSM.CQ
diftantiam ceptri graunitatis corporis a C in maffam to-
tius corporis dudam. Si igitur G fuerit centrum gra-
‘uitatis atque maffa totius corporis ponatur C, erit log-
gitudo penduli fimplicis ifochroni —/Z-3% ‘cc~ Ponamus
autem ad comparationem inflituendam corpus in ﬁtu deor-

fum conuerfo girca A ofcillationes abfoluere, erit lon-
gitudo pendyli ‘Gmplicis ifochroni =1 Fa :cf‘ . Data ergo
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hac penduli longitudine per priorem regulam inuenta,
quie fit F; ¢rif F.AG=F.CG atque f="55° AC S igi-
tur muentac fuerint ofcillationes' corporis ex A fuspenﬁ,
. innotefcent fimul vacillationes fuper plano EF.

§. 28. Sit machina vacillans bain BAD habens piguy ¢
omni materia deftituta praéter vnicum pondufculum M
W axe CA fitum. Vacillante ergo Bac machina fuper

plano EF, erit londitudo penduh fimplicis 1fochrom_..
‘3‘ Vnius igitur vacillationis tethpug erit vt vcm- Atque

quo dato tempore, eo fcilicet quo perndulum fimplex f
ofcillatur ,- vacillationes abfoluantur ,: debet effe A M*=f.
AC—fAM Quare ipuenitur AM==1f-VY (3f*
£ AC).

§ 29 Confideremus iam fegmentum citculare BAD "““ T
¢x vniformi conftans materia vacillare fuper re®a EF. -~
Ponatur AC=4; AH=4; APZ=¥, erit applicata
PM=V(2ax—xx). Iam m elemento MPpm, ca-
platur particula . exiftente Pp=2; erit ifta particula
=dxdz, que dua in Ap quadratum' dat dadz(a*
~+2%), cuius integrale pofito x conftante eft 32 2dw - .
‘:d". Fiat 2=V (dax—x2), erit fumma faGorur¥
¢x fingulis elementi mP particulis i quadrata diftantia-
rmab A—= Jx(’“’-i— F)V (gax—x2), cuiusduplum
m‘(a—l—x)?’ (2ax-xx) refpondebit toti elemento MMmms.

Huius differentialis integrale denuo fummm dat 3o fdxw

V{sax=xx)— (%) (sax-xx) Ponatur x=—é&
prodibit fM.AM: pro toto fegmento BAD—=:2".BA
DB-a4 BH—3;AH.BH-. §.39.
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§. 30. Ad {fummam vcro ipfarum M.CQ inuenica-
dam, multiplicetur clementum MMmm=— 2dxV (24%
-.1x) per CP—a—x, prodibit z(a—'x)dxl/( 2ax

~—xx), cuius integrale eftz(2ax - 11) in quo fi po-
natur AP—=AH, habebitur f M. CQ pro toto fegmen-
to BAD —:BH*. Longitudo ergo penduli fimpli-
cis ifochroni erit ’“"B'LAP B_fa—1AH. Si fe ‘Eagmc~
ntum hoc aequale femicirculo, fient BH =a, AH

—a, poﬁt.lque ratione inter diametrum et penphenam

2
x:m erit area femicirculi =%-. Pro femicirculo ergo

2
vacillante erit longitudo penduli ﬁmphcns ifochroni =
ma—2a, feu quam proxime #Ha Semicirculus “ergo

radii 206 1 {crup. ped. Rhcnani ﬁnguha minutis fecundis
vacillationes abfoluet.

§. 31. Si tantum arcus circuli BAD materia vni-
formi conftet, reperictur fM.AM’=2 &’ (BAD —BD);
atque fM.CQ=¢.BD. Ergo longitudo penduli fim-
plicis ifochroni erit —%p3°—24. Aequetur arcus £o-
ti fcmnpenphenae erit longitudo penduli’ ifochroni —a
(m—2)=—3$a quam proxime. Minore ergo tempore
femlpenphena quam femicirculos vacillationes abfoluit.
Ceterum in genere notari debet de his motibus reciprocis,
centrum grauitatis fcmper infra centrum bafis C fitum
effe debere: nam fi in ipfo centro C centrum grauita-
tis exiftat, corpus ex ftatu quietis ‘dctu;rbatu.m non re-
- ftitvetur, fed quiefcet. At fi fupra C centrum grauitatis

exiftat corpus non folum pon motu reciproco feretur,
fed penitus fubuertetur,

§- 3%
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§. 32. His de corporibus rigidis expofitis pergo ad
ofcillationes corporum flexibilium, quae vel funt perfe~
&e flexibilia, vel ita comparata, vt ad ea fleitenda vi fit
opus, cuiusmodi corpora elaftica vocantur. Ex quo intel~
ligiur corpora perfecte flexibilia ex elafticis oriri, fi vis
caftica euanefcat. De huiusmodi corporibus igitur, an-

wqum corum ofcillationes poffunt determinari, neceffe

¢k, vt figurae, quas inter ofcillandum induunt,, definianmir.
Quod quo fecundum in principio tradita principia fieri queat,
ante necefle eft, vt figura definiatur, quam huiusmodi
corpus 2 quibuscunque potentiis follicitatum induere de-
bet, id quod prolixe fatis in Tem. III. Comment. fum
Pperfecuis.  Quamobrem breuitatis caufa  propofitionem
Primariam ibi traditam hic repetam. |
: §. 33. Sit Bz virga re®ta claftica in B fixa, quae
Um. a portentiis quibuscunque in fingulis pun&is appli-
Gtis , tum etiam a duobus ponderibus E et F in altero
‘tremo termino A appenfis induat figuram BMA, cu-
s ¥natgram aequatione exponere oportet. Sumatur re~
1 AC pro axe, in eaque abfciffa AP—ux, fitque ap-
Ncaw, PM= y. Ponamus fingulis pun&is M duas po-
"X Cias effe applicatas, quarum altera in directione ver-
{"“ili MP agat, altera in dire@ione horizontali MQ. Sit
Ahil'na omniuin potentiarum verticalium fingulis arcus
zo;‘t pun&is applicatarum P; et fumma omnium hori-
i ©=lium eidem arcui applicatarum Q. Praeterea fit
o o Slaftica in M =V. Cumque eadem vis elaftica fit
N Txqajor, quo magis virga curuatur, erit vis elaftica in
T ¢ V divifim per radium ofuli in M, quem po-
%~ V I I . P na-

Figun 8,
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cipiantur, finis BM A ab his potentiis et propria gra-
uitate follicitatus erit in aequilibrio. Cum autem P de-
notet fummam omnium potentiaum M P, erit P— /2
Pondus porro particulae M eft —qda. et fccundum MQ
tendit, quae direttio illi, quam in generali propofitio-
ne affumfimus eft contraria; hanc ob rem erit Q =—/fgdx.
E vero et F euanefcent. ExX his inuenityr ifta pro cur-
w BMA aequatio jdqu-,——:jdyfqu, feu dxfqudx
=fdy[qdx, et pofito da conftante, erit qudx*—fddy
jqu—{-fqda.dj,m qua §i loco y ponatur b—u prodic
qudx’ +fddufqu+fqudu—~o Quae eft aequa-
tio pro curui AMB, ex qua longitudo f determinatur-
ex data fumis longltudme Ba; quae fi ponatur 2, et ex
aequatione quaeratur locus'vbi #—o; dabit valor ipﬁusx
per f inuentus longntudmem a, vndc f per a inuenie~
tur. Siue fumto M in A erxtfqudx_Da Aa.dxet
. Jgdx=Da.dx. Quibus pofitis erit in punto A,f= -

“-’;:,‘i—”: tangenti ‘feu fubtangenti curuae in A.

§. 36. Progrednor nunc ad problema, quod mihi Figurs. z0.
Cl. Dag. Bernoulli nuperrime propofuit, in quo ofcilla-
tiones laminae elaftica¢é muro verticali infixae et in pla-
n0 horizontali ofcillantis requirit. Sit igitur Be virga
feu lamina elaftica in fitu horizontali muro in B infixa,
atque eiusdem vbique crafficiei. Induat ea inter ofcil-
landum figuram BM A, fitque longitudo penduli ﬁmpli-'
cis ifochroni —=f. Debebit ergo efle vis, quae quoduis eius
clementum M, quod eft —dx, pofio AP=ux, fecun-

dim Mm vrger = %%, Quare fi in quouis eius pun-
P 2 ¢o
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&o M potentia ®%% fecundum direionem ipfi M ”
contrariam MP concxplatur applicata, lamina elaftica
BMA in hoc fiu erit in aequilibrio. Ponatur PM—y,
Aa—b, et Mm—=b—y—u; fitque radius ofculi in M—r,
et vis elaftica abfoluta — A feu conftans ; erit ergo V—=A.

Deinde quia grauitas laminae non in conﬁderauonem ve-

nit, erit Q—o, et P__[-"ydf. Ex quibus pro curua

BMA haec obtinetur aequano A— =fdxf5F 4% Pofito
autem 4x conﬁante et r=535 f;_dm quare erit A ddu’
—dvfdxf*F feu Afd*u=udx*, quae eft aequatio pro
curua AMB.

. §. 87. Ex hac autem aequatione differentiali quarti
ordmns valde cﬁ difficile quicquam ad ofcillationes la-
minarum elafticarum cognofcendas deriuare. Qma enim
haec aequatio quadruplicem integrationem requirit, fi s
“ vaaquaque. conftans adiiciatur, tam innumerabiles prodi-
bunt eae curuac, ad quas ea pertinet, vt quae illarum

noftro exemplo conueniat, non fine fumma circumf{pe-

-Gione definiri queat. Obferuauit quidem C/. Dan. Ber-

moulli in hac aequatione contineri iftas Bd*u—uda’ et-

Bdu—udx, quarum vero neutra hic locum habere po-
teft. Quod quidem ad quatyor illas conftantes in toti-
dem integrationibus addendas attinet, earum tres ex his

conditionibus determinantur, quod pofito x—o, fieri

debeat u—4&; fimulque et fudx—o et fdafudx—o0;
quarta vero, conftans (tamen manet indeterminata. Eam
autem ex hac conditiong definiri debere tandem intel-
lexi, quod in pun&o B, vbi fit ¥—o, tangens in ipfam

reftam



~
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re@am Ba debeat incidere, id quod natura elateris,
qui non nifi a potentia infinita ad angulum ﬁmtum in-
fleti poteft, poftulat.

§. 38. Quo igitur melius curuae BM A natura co-
goofcatur, fumo aequationem Afddi=dx fdxfudx
eamque in feriem transmuto tribus primo memoratis con-
diionibus fatisfaciendo. Methodo autem ad hoc ficien-

dum fatis confueta adeptus fum hanc aequationem ¥= 4-Cx

bx* Cx3 bx® Cx?® -
-+ 1-2.3.4Af 1 2.3.4.5Af +x 2--<sA3f27T 0. 2.3---- PY. S i
~- etc. quae feries ex duabus fatis regularibus ‘eft con-

futa. In ea vero ineft noua indeterminata conftans C,
que ex quarta conditione debet definiri. Pono ergo

Ba=a, pofitoque x—a, cuanefcere debet #. Quo
bat

‘arca prodibit ifta aequatio o —=4—-Ca—4-775; Tl T
Ca¥ ba*
oo iy—+etc. exqua prodit C—= - ,“ v, - o i

a+x 2304, 5Af+x 2.3. ~-9A’f‘

Cum vero etiam % debeat effe —o fi x =a; erit o=

ba® Ca*
—C—l’- 1.2.3 A; 1.2.3. 4A’f3 -+ etc. feu C —_—
bal ba
r2s. Af r.2. "7A’f' ! 2-=--11.A3%

l+x.z: 4.Af+x 2. - = s AL, 1 — €tc.

§. 39. His duabus inuentis aequationibus coniun-

gendis et loco numeralium coefficientium litteris a,8,7/,
aa* | 8a® -

c. ponendis prodibit ifta aequatio: o =1+ F+op

-1— Z.}’,—i—etc.‘m qua C non amplius ineft. Ex hac
sequatione pro f valor huiusmodi erit formae B2 de-
notante N numerum quempiam conftantem, qui eft Cir~
: P 3 citer
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citer — 3, ita vt longitudo penduli fimplicis ifochroni
fit wt 2=,  Pro variis ergo laminis elaflicis eiusdem vbigue
craffitici ofcillantibus erumt longitudines pendulorum fimpli-
cium ifochronorum in ratione compofita ex direta quadru-
plicata longitudinum laminarum , et reciproca fimplic: ela-
ficitatum abfolutarum. Tempora wero fingularum ofcilla-
tionum erunt direlle vt quadrata longitudinum laminarum
¢t inuerfe vt radices quadratae ex elaflicitatibus abfolutis.
Tempora igitur ofcillationum laminarum aequali elatti-
citate praeditarum funt in duplicata ratione longitudi-
num laminarum.

§. s40. Sin autem duae laminae -ex materiis di-
uerfae elafticitatis aequales fabricentur , eaeque parieti fir-
mo infigantur, tum tempora ofcillationum illarum eruat
in ratione reciproca fubduplicata elafticitatum, quia lon-
gitudines ponuntur aequales. Quamobrem numeri ofcil-
lationum, "quas iftae laminae dato tempore puta vno
minuto edunt, erunt dire€te vt radices quadratae ex ela-
fticitatibus. Hoc igitur modo diuerfarum materiarum

- elafticitates explorari poterunt, quod tum in Phyfica,
- tum in vita communi non parum vtilitatis habebit. Hinc
enim inueftigari poterit, quanto alia chalybis fpecies fit
alia magis elaftica; atque etiam elafticitates diverforum
- metallorum inter fe comparari poterunt. Ad hoc acce-
dit, quod haec methodus admodum fit facilis, et fola
ofcillationum numeratione “perficiatur. Ne autem ofcil-
lationes nimis ‘fiant celeres, oportet vt laminac fatis fint
magnae feu longae; de quo quidem obfernaui fufficere
pofle, fi earum longitudo fit duorum circiter pedum.

§. 41,
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§- 41. In hoc negotio vel lamina grauitatis expers
ponitur, vel itz eft parieti firmo infigenda, vt graui-
tas ofcillatorium motum nihil afficiat, id quod obtine~
ur, fi horizontaliter muro mﬁgatur, atque fatis fit lata,
ne a grauitate deorfum incuruari queat. Nunc vero quoque
laminam elafticam grauem contemplabimur, eamque pa=
uimento firmo verticaliter in B infixam ponemus, itz
w ea ex B dependens ‘ofcillationes perficiat. Sit ergo
BMA curua, quam haec lamina inter ofcillandum for=-
mat, in qua Vvt ante pono A¢=b, AP—am=—AM
—x,PM—y, Mm—u, radium ofculi in M =7 atque
vim elafticam in M=Z%. Sit flongitudo penduli fim~-
plicis ifochroni,, erit vis., qua quoduis elementum 4x per
Mmr vigeri debet ::"%’-‘, quae ergo vis fi in directio-
ne contraria MP "applicata concipiatur, tota lamina in
fitu BMA erit in aequilibrio. His ergo cum generali
propofitione comparatis eff P—f %—’5,. Q=—afdx=
—ax, c¢¢ E et F—o. Prodibit ergo pro curua BMA
ifta aequatio = — fdxf —afxdy feu 53 =[fdxf**
~+afvdu, quae abit in fAd"u_udx‘—i—afd.x’du—[—
afxda*ddu, quam autem viterius non perfequor.

§. 42. His de ofcillationibus funiun perfece flexi- Figam 11,

bilium et laminarum elafticarum vnico pun®o fixarum
expofitis ad ofcillationes eorundem corporum inueftigandas
progredior, fi in duobus pun&is fuerint fixae, quorfum
pertinent motus vibratorii cherdarum. tenfasum tam- per-
fete flexibilium quam elafticarum. Ae primo qui-
dm fic BPA chorda perfecte flexibilis in B fixa, in A

vero
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* vero tenfa pondere F ope fili AC.- -In A vero choz-

da vel per foraminulum tranfit vel ponticulo fuperia.
cet, ne vibrationes vitra A verfus B propagentur. Hu-
ins ergo loco pondus E concipio, quo chordae puntum
A femper in hoc loco retineatur. Sit itaque BM A fi-
gura, quam chorda inter ofcillandum induit, voceturque
AP—ux, cui e¢t AM ob interuallum PM wvalde par-
uum aequatur, et PM =y, fitque pondusculum feu maf-
fa elementi choggae in M—=g4x, pono cmm chordam
aequabilis craffitiei.

§. 43. Sit porro longitudo penduli fimplicis ifo-
chroni f, erit vis, qua quoduis elementum gdx ex M
werfus P per MP vrgetur =222 Huic ergo vi, fi
aequalis in dire®ione contraria applicata concipiatur , chor-
da BMA erit in aequilibrio. Chordam praeterea ipfam
grauitatis expertem pono. Hoc ergo cafu ad propofi-
tionem generalem accommodato erit P—=—f %—d—’ .._;-‘
Jydx,E=E, atque F=—F ac Q—o. Ex quibus pro
curua A M B haec prouenit aequatio Ex — Fy- ¥ fdx
Jydx—=o, quae bis differentiata dat F fddy +gyda*=o
pofito dx conftante. Huius aequationis in 4y ducte
integralis et Ffdy: 4-gy*dx*=gb*dx* pofita b maxi-
ma chordae a recta AB declinatione ef, vbi eft dy—o.

d
Hanc ob rem erit dr =g, 3"%s» atque x=%7 x inar-

- cum circuli cuius finus eft y extﬁentc fiou toto =5.

§. 44. Sit tota chordae longitudo AB—a, quae
€X aequatione inuenta prodire debet, fiy altera vice eua-

nefcere. ponatur. Hoc vero euefiit, fi arcus ille circuli

aequa-

-4




DE MINIMIS OSCILLATIONIBYS CORP. 121

sequalis fit femnpenphmae qo fa®o erit x—a. Sit
ergo 1:7 ratio diametri. ad peripheriam erit x4 femi-

peripheria cu'cuh radii 4. Quamobrem eric 4 ="y

fen V=23 aque f =&, quac eft Jongitudo penduli
fimplicis ifochroni, in qua F pondus chordam tendens,
« longirudinem chordac,; ‘et ge feu Jgdx pondus feu
maffam chordae fignificat. ~Sit autem pondus. chordas
=p erit f= SE.  Singularum igitur -vibrationum tem-
pora erunt in ratione compofita fubduplicata ex direétis
longitudinum et ponderum chordarum et ex muerfa pon-
derum chordas tendentium.

§. 45. Quo autem appareat, quot ofcillationes chor-
da dato tempore {cilicet minuto fecundo edat; corfiderari
debet longitudo penduli fimplicis fingulis minutis fecundis
ofcillantis quae eft 3,166 ped.Rh. Eritergo vnum minutum
fecundum ad tempus vnius chordae vibrationis vt v 3,166:

¥¢?, ex quo numerus vibrationum minuto fecundo edi=

nrum eft *7RET, feu "";',,‘,';,“' fi ¢ in partibus mille-

fimis pedis Rhenani exprimatur. Pofito vero loco =

r
eius valore, erit ifte vibrationum numerus _._‘%}%;%— =

115Va P

~vap » Vbi 15625 fcrup. dcnotant altitydinem, qua.ln
grave defcendendo- minuto fecundo abfoluit. .

§, 46. Haec eft ea ipfa regula pro inuenjendp vie
brationum numero tempore vnius minuti fecundi edito
1 data chorda tenfa, quam primum C/ Taylr in Me-
thodo Incrementorum , et CL Iob. Bernoulli in Comment.
noftris dederunt, ex longe diuerfis principiis petitam.
Habet autem haec regula magnam vtilitatem in Mufi-
ca et acuffica, ad fonos, quos quaeuis chorda edit, de-
Tm. VII. Q termi-
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termimandos, funt enim fonj inter fe vti vibrationum
dato tempore editsrum mameezi. © Ex hac porro regula,
fi habeatur menfira fixa fcilicet pedis Rhenmani, qui vbi
vis locorum ope pendulorum inueniri poteft, foni fixi
determinari poterunt, dum chorda ita adaptatur, vt da-
tum minuto fecundo vibmtionum numerum edat. Ope
huius regulae inueni in inflrumeatis muficis, quae ad to-

. num choralem attemperata funt, chordam infimam lit-

Figurs 12,

tera C notatum minuto fecundo 318 edere vibrationes;
fummam vero, quae ¢ fignari folet, codem tempore
vibrationes 1888 abfoluere.

. & 447. Ponuntur qmdem hic chordae perfe&e fle-
mblles, quod autem in chordas acneas et chalybeas mi-
nus competere videtur. At cum huiusmodi chordae fint
admodum flexibiles, quin etiam laxae fponte fefe infle-
&ant, merito dubitari licer, num elaflicitas in compu-
tum fit ducenda, fi quidem chordae fuerint admodum
tenues, vti in inftrumentis adhiberi folent. Sin autem
chordae admodum craffae fuerint , vt etiam non tenfae fint
in direGum fitae, atque ad eas tantum infleCtendas vis
requirgtur, tum vtique vis elaftica in calculum duci de-
bebit. Huc f{cilicet pertinent vibrationes bacillorum me-
tallicorum vel etiam ligneorum fuis extremitatibus pen-
ticulis. impofitorum , qui impulfi, etiamfi non fint tenfi,
fola vi elafticitatis fonos edunt.  Si igitur in his elafticitas
fierit =, vt fupra pofuimus, atque bacilus A B inter
ofcilandum mduat cormam AMB, pro qua ponatur AP— v,
PM—y, erit : =—%fdx[ydx feu Afddy—+gdx *fdx
Jydx—o, quae aequatxo fere conuenit cum ea, quam pro
lamina elattica oKillante inuenimus , fed modo alio huic
afui eft accommodanda* - - " 'DE
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AVCTORE

Leoub. Eulero.”
§& x. - - - ‘

- ‘Antopere iam pertradtatae et mueﬁ:gt;ae funt, fe- T viL

ries recxprocae poteftatum numerorum ‘nagura-

lium, vt vix probabile videatur de iis noui
qutccpam inueniri pofle. Quicunque enim de fummis
ferierum meditati funt., ii fere omnes quoque in fum-
mas huiusmodi ferierum mqmﬁuerunt, neque, tamen vila
methodo eas idoneo modo expnmere potucrunt. . Ego
ctiam iam faepius, cum varias fummandi methodos tra-
didiffem ,~has feries diligenter fum pcrfecutus neque ta-
men quicquam alind fum aﬂ‘ecutus, pifi vt earum fum-
mam vel proxime veram definiuerim vel .ad quadmm«
ras curuarum maxime tranfcendentium reduxerim ; qua-
rum illud in differtatione proxime pracle&a, hoc vero
in_praeccdentibus praeftiti. Logwor hic autem de fe-
ricbus fraionum, quarum pumeratores fint 1, deno-

minatores vero vel quadrata, vel cubi, ve] aliae figoi- . .

tates mumererum naturalium; cuius mod1 font 143

—I—n—l-n—l—ctc , item 1+.+,-,—|-.; —- etc. qtque

fimiles fuperiorum poteftatum,, quprum terming gcnctales
T . ,

‘contmentur in hac forma = S T

Q2 ‘ 6 2.
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§¢. 2. Dedu@us fum 20fem nuper omnino inopi-
- nato ad elégantem fummae huiusferiei 1 ~r ;443
~-etc. expreffionem , quac a circuli quadratura pendet,
ita, vt fi Ruius fe:iet vera fuguma haberetur, inde fimul
cu'cuh quadratura feqqerctut. Inueni enim fummae hu-
ius feriei fextuplum aequals efle quadrato peripheriae cir-
culi, cuius diameter eft 1; féu pofita iftius feriei fum-~
ma —s, tenebit V65 ad L rationem peripherize ad
diametrum. Huius autem feriei fummam nuper 'oflendi
prox1me effe 1] ; 6449340668482264364 , €X cuius nu-
meri fextuplo, "fi extrahatur radix quadrata, reipfa pro-
dit numerus 3, 141592653589793238 exprimens cir-
culi peripheriam, cuius diameter eft 1. Iisdam™ porro
‘ve(hgus, ‘quibus hanc fummmam fam con('ecutus, incedens
‘huius fEriei T =75 ~+ & —5li—+ o4y =+ etc. fummam
‘quoque a quadratura circuli pendere deprehendi. Sumn-
ma nempe eius per 9o multiplicata dat biquadratum pe-
‘ripheriae circuli, cuius diameter eft 1. Atque fimili
Tatione etiam fequentium feriérum, in quibus-exponen-
tes digmitatum’ Tunt numen pares, fummas determinare
POt'lll . 8 [R AL
R N Quo igitar, quemadmodum haec fam adep-
tus, commodiffime oftendam; totam rem, quo ipfe vfus
fum ordine exponam. In cxrculo AMBNA centro C
g 1 radio AC vel BC=1 ‘defcripto contemplatus fum ar-
cum quemcunque AM, cuius finus et MP, cofinus vé-
ro CP. ’ Pofito func arcu AM=35, finu PM.._j, ct
“cofinu CP—=yx, per methodum iam fatis cognitam tm
finus y quam cofinus ¥ ex davo arcu s per feries pof-
funt

- A . )

/ .
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funt deﬁmn, eft emm " vti pafim videre licet ]::.r--
,‘: s 1.3.3‘.4-5-6.7+th' atque ¥ =1 —T—z+r 2.3.4
- ;z—’;‘—;-s s —+etc. "Ex harum fcilicet aequationum con-
fideratione ad fummas fupra memoratarum ferierum re-
ciprocarum perueni ; quarum aequatiopum quidem vtraque
ad eundem fere fcopum dirigitur, et hanc ob rem faf-
ficiet alteram tantum €o, quem fum cxpoﬁturus , Mo-

do tractafle.

<8

o

§ 4. Acquatio ergo pnor y=s=sr s
e, et exprimit rclationem inter arcum et
finum. * Quare ex ea tan ex dato arcu eius finus, quam
ex dato finu eius arcus determinari poterit. Confidero
autem finum y tanquam datum, et inueftigo, quemad-
modum arcum § ex y erui oporteat. Hic vero ante
omnia animaduertendum eft, eidem finui y innumera-
biles arcus refpondere, quos ergo innumerabiles arcus
aequatio propoﬁta pracbere debebit.. Si quidem in
ifta aequatione s tanquam incognita fpe&etur, €a in-
finitas habet dimenfiones , ideoque mirum non eft,
fi ifta aequatio innumeros contineat factores ﬁmphces,
quorum quisque nihilo aequalis pofitus, idoneum pro s
valorem dare debet.

§. 5. Quemadmodum autem, fi omnes fattores hu-
ius aequationis cognit1 effent, omnes quoque radices il-
lius feu walores ipfius s innotefcerent, ita vicifim fi omnes
valores -ipfius s affignari poterunt, tum quoque ipfi fa-
Gores omnes habebuntur. Quo autem eo melius tam
'dc radicibus quam de factoribus iudicare queam, trans-

Qs muto
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muto aequanonem propofitam in hanc formam: o—=x1—~
]
"'-+-, iy e ,’M 5 —+ etc. Si nunc omnes radices
hmus sequationis feu omnes arcus’, quorum idem eft
finus y, foerint A, B, C, D, E etc. tumfa&oresquoquc
s
erunt omnes iftac quanutates, 1—;, -5 I—5I-5

etc. Quamobrem erit x-—y +,”_,, ,,,_,,’,,,,,-l-etc.
=(1-7)(1—-5)(3—¢) (1 —5) etc.

§.- 6. Ex natura autem et refolutione aequationum
conftat efle coéfficientem termini, in quo ineft s, fea
3 aequalcm fammae omninm coéfficientium ipfius s in
factoribus feu 5—i+i+E+p+ et Deinde eft
cocfliciens 1pﬁus s*y qui et —o, ob hunc terminum
in aequatione deficientem, aequahs aggregato factorum
ex binis terminis feriei, ,{, ,&, b etc. Porro erit -

o acqualc aggregato fattorum ex quaternis terminis

eiusdem feriei 4,4, &, 5 etc. Similique modo erit 0=
aggregato ﬁ&orum €X quaternis terminis eiusdem feriei,

et —+ 555 = 2ggregato fattorum ex quinis terminis -
itius feriei, et ita porro.

§. 7. Pofito autem minimo arcu AM=—A, cuins
finus et PM—y, et femiperipheria circuli =p, erunt
A’P"A’ 2P+A’ 3P—A7 +P+A7 SP’A, 6P+A
etc. item —p—A, —2p4 A, —3p—A, —4p-+A,
—5p—A, etc. omnes arcus, quorum finus eft idem j.

Quam igitur ante affumfimus feriem },%, 2 €15 etc. ¢

by oy e ) 31> —vp=a ct¢. Horum ergo omnium
termi-
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termrinorim fimma e —j; fumma autem faGorum ex
binis termminis huivs feriei eft aequalis o; fumma facto-

fum ex temis = ;T 3, fimma fatorum ex quaternis
—— - o« . -1 .
—o; fumma facttorum ex quinis — e TSR fums=

ma factorum ex fenis —o. Atque ita porro.

§. 8. Si autem habeatur feries quaecunque @ -4

“+c—+d—+ e~ f—+ etc. cuivs fumma fit ¢, fumma
fatorum ex binis terminis —8; fumma fiGorum ex
ternis —; fumma fiGorum ex quaternis — 4 , etc.
erit famma quadratorum fingnlorum termimorum, hoc
et ¢4 4-d*4-etc. —a’—28; fumma vero
cuborum @* —+ &° ¢ +d*etc.—a*-3 a8+ 3y ; fum-
ma biquadratorum —a*— 4a&’8—+ 4ay 4 28— 47,
Quo autem clarius appareat , quomodo hae formulae pro-
grediantur, ponamus ipforum terminosum 4, 7, ¢, 4, etc.
fommam effe —P, fummanm quadratoum —Q, fum-
mam cuborum = R , fimmam biquadratorum =S, fum-
mam poteftatum quintarum =T , fummam fextarum =V
etc. His pofitis erit P—a; Q=—Pa—28; R=Qa—
PE+4+3v; S=Re—QB8+Py—+49; T=Sa—R¥%
+Qy—Pd+45¢; erc.

§. 9. Cum igitur in noﬁro cafu feriei § , 7, =i

BEm SipEhr =k —p=i otC fumma omoium ter-
minorum feu a fit —3; fumma factorum ex binis few
B=o, atque vlterius v =;5; 8 =0; =117,

{—o; etc. erit fumma ipforum illorum tcrmmmu:r P=3;
1

fomma quadratorum xl.lomm terminorum Q__ =5
: fu‘mmw
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_fumma cuborum illorum termmomm R=% ¥y =35 ﬁm.
- ma biquadratorum S=%—-F—. Atque porro T=2

T 123y
Q il ;r_ R i
s:':y—l-bfs", V y—lzsy+x.z.s.4.;.ygw
¥
1.2. :0+ 1.2.3. 4.8Y 1.2.3.4.5.69° Ex qua lege faCllC l'ell‘
quarum altiorum poteftatum fummae determinantur.

§. 10. Ponamus nunc finum PM—y aequalem rs-
dio, vt fit y—1, erit minimus arcus A cuius finus eft 1
quarta peripheriae pars, —p, feu denotante ¢ quartam
peripheriae partem erit A—g et p——24¢. Superior er-
go feries abibit in iftam &, 2,37, — 0 =, +4, =k

— Ly = 31> —+ 5, etc. binis terminis exiftentibus aequa-
libus. Horum ergo terminorum fumma, quae eft 3
(1 —}4+3i—14+35— & -+ etc.) aequalis eft ipi P—1,
Hinc igitur oritur x —3—+41—1 +i—&-}etc. =7 =2,
Huius ergo feriei quadruplum aequatur femiperipheriae
circuli, cuius radius eft x, feu toti peripheriae circuli,
cuius diameter eft 1. Atque haec eft ipfa feries a Leib-
nitio iam pridem prolata, qua circuli quadraturam de-~

finiuit. ExX quo magnum huius methodi, fi cui forte

ca non fatis certa videatur, firmamentum elucet; ita vt
de reliquis, quae ex hac methodo deriuabantur, omnino
non liceat dubitari.

'§. 11. Sumamus nunc inuentorum serminorum pro
cafu quo y—rx, quadrata, prodibitque haec feries —+ %
—+ 5+ B e “+ e ~+ 7+ etc. cuius fumma eft
qz(, ~+ 5+ & —+ &+ etc.), quac ergo aequalis effe de-
bet ipi Q—=P—=1. Ex quo fequitur huius feriei 1 3

+
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—1—,,-—|—3+ etc. fummam efle — ¢ =% ; denotantep
totam circuli.peripheriam, cuius diameter eft.—1. Sum-
ma autem huius feriei ¥ 4% 4 etc. pendet a fum-

'ma feriei ¥ 4} -+ } + & -+ &-+etc. quia haec quar-
ta fui parte minuta 1llam dat. Eft ergo fumma huius

feriei acqualis funmmae illius cum fui “triente. Quam-
obrem erit 1 1 -5 4%+ + & ——etc. =%, ideo~
que huius feriei fumma ‘per 6 “multjplicata aequalis €ft
quadrato peripheriae ‘circuli cuius diameter eft 1; quae
eft ipla propofitio cuius initio -mentionem feci.

§. 12. Cum igitur cafa quo y—u, fit P—1x et
Q=1, erunt reliquarum litterarum R,S,T, V etc.
vt fequitur: R—};S=3; T—=5,;, V=%; W=7

=, erc. Cum autem fumma cuborum ipfi R =
fit aequalls, erit S(1—y4+jF—a+r—etc.) =i
Quare erit 1— 3+ 5— 5+ s—etc. =% =14. Huius .
ideo feriei fumma per 32 multiplicata dat cubum pe-
ripheriae circuli cuius diameter eft 1. Simili medo fum- .
ma biquadratorum, quac-eft 2 (1 - o5 et
etc.) aequalis efle debet %, ideoque erit I —+ 5+ 3+
#+i+etc. =¥ =f. Ef vero haec feries per if
multiplicata aequalis huic 1 435+ 5+ 5+ 5 +etc.
quare ifta feries aequalis eft 25 ; feu ferici xS+
-+ -+etc. famma per 9o multiplicata dat biquadra-
tum peripheriae circuli cuins diameter et 1.

§. 13. Simili modo inuenientur fummae fuperio-
rum potcﬁatum prodibit autem ‘vt fcqultur I—5-+35

=+ S—etc. =% =ify; atque I+ 4+t
Tom. V.[I R —+€ic
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-~

—~tetc. =% =42 Inuenta vero huins feriei furmma,
cognofcetur fimul fumma huius feriei 1435+ 5-+3%

[

—+ s-+etc. quae erit — %;. Porro pro poteftatibus
feptimis erit 1—5—4 5 — 5+ —etc. =8k =82,
ac pro ofaufs 1+ S+ 5+ 5+ 5tetc. =% =
brs; vnde deducitur 1 4545 45 35 45 e,
— £ Obferuandum autem eft de his feriebus in po-
tentiis exponentium imparium figna terminorum alter-

nari,, pro poteftatibus paribus vero efle aequalia; hocque

‘’in caufa eft, quod huius generalis feriei 1 5 4 4%

<. etc. iis tantum cafibus fumma poflit exhiberi, quibes
n e¢ft numerus par. Praeterea quoque sotandum eft, fi
feriei 1, X,5,%, 35, %y 75y 3% €tC. quos valores pro lit-
teris P, Q, R, S etc. inuenimus, terminus generalis pof-
fet affignari, tum eo ipfo quadraturam circuli exhibitum
irt. :

§. 14. In his pofuimus finumr PM aequalem rz-
dio, videamus ergo quales feries prodeant, fi ipfi y alii
valores tribuantur. Sit igitur y—J,, cui finui minimus
arcus refpondens eft ;p. Pofito ergo A—ip erit feries
terminorum fimplicium feu primae poteftatis ifta 5 -+
;‘;l— fi,—- ;_p"" ;’i,—i- ,%? —etc, cuius feriei famma P aequalis .
et =V 2. Habebitr ergo B =1+ 1—5—1-3-4
&—u etc. quae feries tantum ratione fignerum a Leib-
mitiana differt, et a Newsono iam dudum eft prolata. Sum-
ma vero quadratorum illorum terminorum mempe
(x4 5-i-etc.) aequalis eft ipfi Q—=2. Erit

. ergo
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ergo I3 —5-tetc. — %, vti ante ef inuen-
tum. '

§. 3. Si fiat y—¥ erit minimus arcus huic finng
refpondens 60°, ideoque A—ip. Hoc ergo cafu fe-
quens prodibit feries terminorum % — ——5+3
~-;3 €tc. quorum terminorum fumma aequalis eft ipfi
y =7+ Habebitur ergo 2F —1 47—z 14311 o
—&—+ etc. Summa vero quadratorum illorum termi-
norum eft — s =%; vnde fequitur fore ‘%’ — 1 | ij=
w—+ 3~ 55—+ —+etc. in qua ferie defunt termini ter-
nario conflantes. Pendet autem haec feries quoque ab
iffla 13 —-3—+ % etc. cuins fumma erat inuenta — 2 -
mm fi haec feries fui parte nona minpatur prodit ipfa
fuperior feries, cuius idea fumma debet effe —%'(1-})
=*4¥?. Simili modo fi alii affumantur finus, aliae pro-
dibont feries, tam fimplicium, quam terminorum’ qua-
dratorum altiorumque poteftatum, quarum fummae qua-
draturam circuli inuoluent,

§. 16. At fi ponatur y—o, huiusmodi feries non
amplius affignari poterunt, propter y in denominatorem
pofitumn , - feu aequationem initialem per y divifam. Alio
autem mnodo feries inde deduci poterunt, quae cum fing
iple feries 1 -2+ 5= ~-etc. fi # eft numerus
par: quemadmodum harum ferierum fummae fint inue-
niendae,, feorfum ex hoc cafu quo y —o deducam. Po-
fito vero y —o ipfa aequatio fundamentalis abit in hang
S x_s:_:' —+ :.::.4.5"-; 1.2 3.54:. 6. 7+ etc. cuius aequatio-
pis radices dant omnes arcus, quorum finus eft —o,

R 2 Eft

”.

M‘-“ S ¥ SR
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Eft autem vna minimaque radix s —0, quare aequatior
per s diui@a exhibebit reliquos arcus omnes, quorum fi~

nus eft —o,, qui arcus promde crunt radices - huius ae-

s3 ¢
quatloms o1 _t_z._s 1.2.3.4? 1 2.3.4¢ {.6.7+ etc. IPﬁ

vero arcus quorum finus et —ofunt p,—p,-+2p,—2p,.
3p,—3p etc. quorum binorum alter alterius eft negati-
uus, id quod quoque ipfa aequatio propter dimenfiones
ipfius s tantém pares indicat. Quarc diuifores illius ae-
quationis erunt x — ? . —1——? ) I ""in 1 —i——,P, etc. atque
comungendls binis horum diuiforum erit 1 — T

.23 1.2.3.4.8.
s? s
:z34567+etc"—(1—p’)(1 ;?)( "',;?)(I-R_?’)
etc.

§. 17. Manifeftum iam eft ex natura aequationum,
fore coefficientem ipfius ss feu 3 aequalem ji—

1.3.3
~+ ;s +etc.. Summa vero- fa®orum ex. binis
terminis huius. feriei erit = ; fummaque fatorum
ex ternis :,,,.3.'4.506., etc.. Hanc ob rem erit iuxta

§ 8. a=——,; 8= <3 €tc. atque

:zsws’ _1234567’

pofita quoque fumma terminorum p.+ ‘Pz -+ ,’Pz -+ ;64?1
—+ etc. =P, et fumma quadratorum eorundem termi-
norum —Q; fumma cuborum —R; fumma biquadra-
torum =S, etc. erit per §, 8. P_a—”-—,:};
Pa—28=34; R=Qa—P8+4 3y =sk;S= Ra—Q§
+Py—40=%; T=Sa—RE4+Qy-Pd+45¢e=
stiszy ¥ =Ta—S84Ry—Qd+4Pe—64—miivm
etc.

§. 18.
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§. 18. Ex his ergo derinantur fummae fequentes:

R o L etc. =% =P
3+1+,4+‘4+54 etc. =125 _Q

. I—I"',c +3o +,6+ s Ctc. :&;_ R
1+5+ 5+ 5+ netc. = =S
I+ sttt meetc. = =T
1 h—t it hetc. =522 v,

quae feries ex data lege attamen multo labore ad al-
tiores poteftates. produci pofflunt. Diuidendis autem fin-

gulis feriebus per praecedentes orientur fequentes aequa-

. Q__ 21R 108 T 6825V
tiones: p —6P=" =353 = K — os = %oy CtC. qui-

bus expreffionibus fingulis quadratum. peripheriae. cuius-
diameter eft 1, aequatur.

§. 9. Cum autem Rarum ferierum fummae etiamfi:
vero proxime ficile exhiberi poffent, tamen non mul-
tun adiumenti afferre” queant ad peripheriam circuli ve~
ro proxime exprimendam propter radicem quadratam,,

quac extrahi deberet; ex prioribus feriebus eliciemus.

expreffiones, quae 1pﬁ peripheriae p fint aequalcs. Prow
dibit autem vt feqpitur:.

Rsg ) =4
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DE

LINEA CELERRIMI DESCENSVS
IN MEDIO QVOCVNQVE RESISTENTE.
AVCTORE

Leonb. Euler.

§. 1.

Vae curuae ad cerfumt quendam motum produ- Tebuls VIIF
cendum in vacuo nod multo labore inueniun-

tur, eaedem in medio refiftente non folum labo-
rem multo maiorem ; fed etiam plus follertiae et -cautio-
nis requirint. Saepenumero quoque euenit, vt multa
problemata in hypothefi medii refiftentis folutionem vel
omuino refpuant velin particularibus tantum cafibus admic-
tant. Cuiusmodi eft problema tautochronarum, de quo
an in alia refiftentize hypothefi, praeter fimplicem et
duplicacam celeritatums rationem refolui queat, vehemen-

ter dubito.

§. 2. Pertinet huc quoque problema lineae brachy«
ftochronae feu celesrimi defcenfus, quod a Cel. Iob.
Bernoulli in hypothefi vacui Geomietris propofitum mox
plures easque differentes nacum eft folutiones, quas in
A&is Lipfienfibus, Transa@. Angl. Comment. Parifinis,
pluribusque aliis libris videre licet. Idem autem proble-
ma in medii refiftentis hypothefi ego primum in Adis
Lipf. A. 1926. foluendum propofui, cum ob eius non
contemnendam elegantiam, tum ob fingularem circum-

fpedtio-
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fpe&nonem qua in eius folutione Vi oportet ne qui
in errorem incidat.

§. 3. Poftquam autem hoc problema propofuiffem
Celeb. Hermannus id dignum iudicauit, cuius f{olutionem
differtationi de motibus variatis Tom. 1l. Comment.
infereret. Sed copia rerum, quas in hac differtatione per-
traG@auit viro ceterum perfpicaciffimo non permififfe vide-
tur vt boc problema, quod paucis tantum attigegat, fatis
perpenderet,, et folwionem inuentam accurate examinaret.
Ex guo faGtum eft, vt curuae ab illo affignatae problemati
non -conueniant, nec brachyfochronismi proprietatem
poflideant. Momu etiam hac de re beatae memoriae Vi-
rum per litteras, 1pﬁquc meam folutionem a fua difcrepan-
tem transmifi, vt in caufam difcriminis inquireret, ad que
mihi refpondit, fe vtique de fua folutione dubitare coepif-
fe, et quam primum negotia conceffura effent, emendatio-
nem fe perficere velle, quam etiam, .nifi:mors interuenis-
fet, pro eius eximia integritate iam certe haberemus.

§ 4. Quod “igitur ipfe feciffet, fi vixiffet, non ar-
bitrar quenquam aegre laturum, fi idem ego fecero atque
eius folutionem correxera. Hoc non folum non iniquum
puto, fed etiam ad id me obftrictum credo, ne forte poft-
hac ahii fint acceffuri, qui Viri eximii fimam et exiftima-
tionem ifto lapfu imminuere foftineant. Atque cum often-
dero , quantam circum{pectionem ad huiusmodi errores eui-
tandos adhiberi oporteat, tum vnusquisque eo facilius Viro
defuncto hoc erratum condonabit, tum etiam meum infti-

tutum non reprehendet, quo genuina methodo problemaa
ame propofitum refoluere ftarui.

$. 5.
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§. 5. Praccipuum, ad quod in folutione huius prob-
lematis attendere debemus, eft lemma ex natura maximi
¢t minimi petitum, per quod difpofitio duorum elemen-
torum contiguorum. curuae. quaefitac determinatur, quo
corpus ea breuiori tempore abfoluat defcendendo, quam
quacuis alia elementa intra eofdem termirios pofita. Hu-
iusmodi propofitio habetur a Hugenio demonftrata, eaque
vius eft Hermannus in fira folutione : fed vti mox apparebit,
plus ei tribuit, quam oportebat, atque ad reftritionem,
quam ifta propofitio requirit,, non fatis attendebat. Quam-
obrem et hoc Lemma Hugenianum et aliud latius patens

atque ad quosnis cafus accommodatum jin medium profe-
Tam. ' -

§. 6. Oporteat igitur in re®a FG definire pun&um.
M ex quo ad datos terminos L et N duétae lineae LM,
MN a defcendente corpore tempore breuiffimo percurran-
tur: fit autem celeritas corporis fupra FG—m et infra
eam —#n, quocnnque affumto puncto M in FG. His
igitar pofitis debebit ¥ 428 efle minimum, quia hac
quantitate tempus per L M N affignitur. Quod vt efficia-
tur, punto M' proximum m eft accipiendum, €t ductis
Lm, mN tempora per LM N et LmN aequalia facienda.
Hinc ergo habebitur 2% %N 2P _4 "N "oy quo de-
friptis centris L et N arculis M f et mg prodibit haec
aequatio W —2€ fey ifta analogia mf:Mg—=m:n. Eft
vero mf ad Mg vt cofinus anguli LMF ad cofinum
anguli GMN, Quocirca cofinus angulorum,, quos haec
duo elementa .cum recta FG conflituere debent, funt
celeritatibys, quibus illa elementa defcribuntur, propor-
Tom.VII. $ tiona-

Fi‘m } &
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tionales. Atque hoc eft lemma Hugemiamem, quo vims
Hermannus ad fuam problematis folutionem peruenit.

§. 7. Quo autem perfpiciatur, quam late pateat
hoc lemma et quibus in cafibus poffit adhibert, ad hoc eft
aduertendum , quod in: eo ponitur , elementa omnia infra
retam FG fumea eadem celeritate n abfolui. Quamo-
brem,, nifi corpus in hisce omnibus elementis, punéto M
vbicunque affimto, eawdem. habuerint celeritatem, hoc
lemma perperamy adhibetur, atque in erroneam folutio~
nem inciditur. Euenit autemv hoc in medio refiften-
te, atque ita eft icum, vt Cel.. Hermawnus, poftquam.
hoc lemmate in: inueniendis brachyftochronis in vacuo fe~
liciter effet vius, pro mediis refiftentibus codem lemmate
& reca via fuerit fednctus.

§ 8. In vacwo tamen etiam res ita eff inftimends, vt
refta FG ad dire@ionem. potentiae follicitantis: vbique fit
normalis. Tum enim id, quod requisitur, obtinetur,
et corpub ex L. ad quodqne rectie FG pun@um descendens.
idem femper acquirit celeritatis: incrementum, ita vt fin-
gula elementa intra F G fita sequalic celesitate percurran-
tur. Curua igjtur his in cafibus, fcilicet in vacuo,, erit bra-
chyftochrona,. fi celeritas corposis in guouis. elemento pro-
portionalis fuerit finui anguli, quem hoc ¢lementum cum
dire@ione potentiae follicitantis. conflitnit. Quamobrem
ope huius regulae inueairi poterit curuz celerrimi defcenfis.
in vacuo, quaecunquae fuerit potentiae follicitantis lex..

- §. 9. Ex his iam fatis perfpicitur datam regulam in-
ueniendae brachyﬂochronae admedmm refiftens accom-

modarii |
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modari non pofle. Namgque cel€ritatis incrementa, quae
corpus descendendo ex L ad quaeque re&ae FG punéa
acquirit, non fuat inter fe aequalia, etiamfi re&a FG ad
potentiae follicitantis directionem fit normalis; fed prae-
terea ab inclinatione €lementarum percurforum pendent,
quemadmodum ex mnatura refiftentiac facile apparebit.
Pro his igitur cafibus peculiare lemma ftabiliri oportet, in
quo celeritates per inferiora elementa vtcunque variabiles
ponuntur, pro diuerfis locis in quibus pméum M jn FG
accipiwr,

§. 10. Sumtis igitur ¥t ante pun®is M et m pro-
ximis, et dulis elementis LM, MN ac Lm, mN, fic
celerits perelementa L M et Lm—¢, celeritas per MN
=gq-+dt, at ea per clementum mN =g dt--dd0.
Incrementum fcilicet celeritatis per LM acquifium po-
nimr df, et id, quod per L m acquiritur, ponitur d¢—-
ddd. Quo igitur tempus per LMN fiat minimum,
oportet id aeqmale fieri tempori per LmN. Ex quo
habebitor EF 4 AN =" 4 BN o, atque ex hoc
prodibit ¥ — Aby; o mAll o feu (g 2 gdi-+
dt*+-qdd0-dtddd)mf—(q + qdt-+qddd) Mg
~+4¢.mN.dd0. Et vero mf—=TLE" e« Mg="%%"
Quibus fabftitutis et neglectis negligendis orietur ¢( o —
=indt—%3". Quac, cum ddd femper ita per
Mm determinetur vt fit huius formae Z.Mm, alias
quantitates non inuoluet, mifi quac a pm&o M pende-
buat. - .

Sa ' '§. It
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¢ » : ,
;;Lm. Quare celeritas, qua elementa L M et L m per-

carruntur , debetur altitudini o celeritas vero per M N

ot
attudini v—4-pdx— = LM, et celeritas per mN alti-
' 4
§. 14. His cum noftro lemmate comparatis habe-

bimus =9, ¢+ dt=V (v+pdx— :;LM):Vv-l-v

o* i
pdx—~5. L-_N_l.; adeoque df—= pdr—zds Atque g+~

2 Vo ) 2Vo
v“].dn

dt+dde_*/(v+pdx-— Lm)"V”‘*‘pi&-__
2Vo

v".FM.Mm

Ex his fiet ergo a’de_.d‘(Lg.[V vLm)_ ~ 2> LM.Vw

d . I
confequenter &d; Z%"‘:_dj}, Jo Sequens igitur ex iftis

T odx2dd;
orietur sequatio fingulis per 2V v multiplicatis , =T

dxd "d *d
':Pd:‘ L _ ‘Dc,. y—l—--‘v‘,‘y feu 20dxddy =pdyds.
Haric igitur proprietatem, vt fit =225, curua bra-
chyﬂbchrona hubere debet, ex eaque facile erit eam in-

uenire.

.S 3 § 15.
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§. 1s. Quia ii termini, in quos refiftentia :’7. i~
greditur fefe mpuo deftruunt, hoc lemma Jatiffime pa-
tet et ad quamcunque refiftentiam poteft accommodari,
fine ylla mutatioge. Haec eft igitur proprietas vniver-
falis omnium brachyftochronarum tam in vacuo, quam
in quocunque medio refiftente. Sed quo facilins iftud
lemma memoria teneri queat, aliam formam ¢i indu-
cemus,

4. 16. Acquatio inuenta 2vdaddy—pdyds 6
dividatur per 45" abit in hanc ¥ — 22 ' jp qua %2
exprimit vim normalem refolutione vis (ollicitaatis p or-
tam. In altero membro =512 fignificat ;‘af’% radipm os-
culi curnae LM N fecundum plagam F porreGurh. At
quia curua verfus F eft conuexa radius ofculi in plagam

~ oppofitam G erit dire&us, et haber idcirco valorem nega-
tivum. Eius ergo longitudp erit ;ﬁ;—,. Quare pofito
radis ofculi—r, et vi aormali — N habebitur ifta aequa-
tio ¥ =N. Denotat autem 5 vim centrifigam, qua
corpus, quatenus in recta linea progredi nequit, curuam,
in quu mouetur, premit. Hanc ob rem omnis brachy-

ftochrona hanc habebit proprietatem, vt vis normalis ae-
qualis fit vi centrifugae.

Figen 2. §. 17. Notandum autem eft omne corpus, quod
quapiam vi follicitatum fiue in vacuo fiue in medio refi-
ftente fuper concaua parte curuae cuiusdam A M B incedit,
curuam duplici vi premere, vi fcilicet normali a potentia
follicitante orta, et vi fua centrifiga. Sit M1 potentia

folli-
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pllicitans corpus.in M; haec refolai folet in duas alias MK,
KI, quasum #lins dire@io MK normalis eft in curvamy
et propterea vis haec normalis appellawur . alterius K1 di-
rectio eft fecundum curuae tangentem et tangentialis vo-
catur. Perfpicuum igitur eft harum virium normalem fo-
bm; corpus ad curiam apprimere. Secundum eandem
directionem MK praeterea cutua AMB in M premitur a
vi centrifuga , quae’ {€ habet ad vim grauitatis, vt altitudo
celeritatemn generans v ad- dimidium radii- ofculi M O.

§. 18. Si ergo curiis’ A M B fine in’ viciio fiue inme.
dio refiftente qubcunque ita: fierit comparata, vt corporis
fuper ea defcendentis: ambae Vires, quibus curua premitur
fcilicet normalis et centrifuga’, inter fe fuerint acquales
eurui fesper erit brachiftochronia ', fen corpus fuper eami-
nori temyore ex A ad M dcfcémiu’ qéam fuper alquna-
cunque linea per A et M transeunte. Haec igitur
acqualitas: inter vim ‘normalem ct vimr contsifugam
vers' et voiuerfalis eft lex omnium: curuarum' brachyfto-
chronarisn ,, eiusque’ beneficio in quacunque £t potentiae
follicitantis et refifteritiae hypothefi in promtu erit curuas.
brachyftochronas: determinare..

§ ro. Quiz in' vatuo fecundum’ T'Beoréma’ Huge-
mianim celeritas proportionalis effe debet “finui anguli,

quem cnruu cum direGtione potentiae conflituit, i.e. ipf
X7, erit sty proportionale iphi MK. fen %¥ ipfi MI.

MO. 'Qmnes igjtur brachyftochvonse in vacuo hanc
habent proprietatem ,. vt finus anguli, quem directio po-

Ratize cum curud facxt,, vbique fit praportionalis radio
ofculi
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ofculi . et potentise follicitanti coniunétim. Quare huius
regulae ope fine celeritatis determinations qmnes bra-
chyftochronae in vacuo facile inuenientur.

§. 20. Initium autem curuae A, in quo omnes
defcenfus ex quiete fieri debent, femper in eo eft loco,
in quo curuae tangens in dxreﬁxonem potentiae incidit.
In hoc enim loco in wvacuo ipfa corporis celeritas pro~
pter angulum curnae cum diretione potentiae enanefcen-
tem fit aequalis o. In medio autem refiftente ipfum
motus, initium a vacuo, non differt, et hanc ob rem
etiam hoc cafu fangens jnitii curuae cum potentiae di-
re&ione congruere debet. Huius vero ratio eft haben-
da in adleé'tnone conftantiuym quantitatum, quando aequa-
tionem differentio - differentialem brachyftochronae inte-
gramus, et efficere debemus, vt curua datum habeat
initinm et per datum pun®um ftrapseat.

g 3. §. 21. IHuftremus regulam §. x9. pro brachyflo-
~—~_chronis inueniendis in vacuo datam exemplis, fitque po-
tentia follicitans conftans —g, eius dire@io verticalis fe-
cundum PM. Brachyfloctirona vero quaefita fit AM et
ablciffae in recta horizontali AP per initium curnae
transegnte accipiantur.  His factis it AP—y, PM—x, -
AM =y, critque finus anguli,- quem PM cum curua
conficit —5{, et radius ofculi __;%ﬁ;, pofito dx con-
ftante, qun ob potentiam conftantem proporuonahs effe
debet ipi 2. Fiat igitur 795 —%% fen ob ddy=

ds.lds =ddy— ds-
hoc modo d.r‘._adxdd.r. _Diuvidendo per ds* et

mtegrando prodit s=C—%Z. Quia fako s:—o fieri
debet.
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debet dx —ds, erit C=a et ideo sds—ads—adx,
quie porro integrata dat s’-—245—24¢x aequationem
pro cycloide vt conftat.

§. 22. Sit porro C centrum virium attrahens in Fig. 4
ratione quacunque multiplicata diftantiarum, cuius ex-
ponens fit . Curua AM fit brachyftochrona pro corpore,
in vacuo moto. Dicar CA —4,CM=—y, et per-
peadicflum CT in tangentem M T ex C demiffum —z.
Vis eréo in M fecundum' M C corpus trahens erit vt
J™, finus anguli curuae cum hac dire@tione erit — §-;

et radius ofculi erit —%2. Quare vi regulae erit > vt
f“_"-”f_ fen Azdz::y"’"’dj cuius integralis eft C—l-
Az=y™+. Quia fi y=ea fit z—o0, erit C=g"™+*,
et confequenter Az*Z=g™+5—y™+s  arbitraria A ne-
gative famta. Haecque aequatio omnes brachyftochro-
nas, quae circa centra virium exiftunt, complectitur.
§. 23. Reuvertamur autem ad medium refiftens in
ratione quacunque multiplicata celeritatum, cuius expo-
nens fit 2n  Potentia follicitans vero ponatur conftans
=g et habens dire(tionem verticalem vbique ipfi AP
parallelam.  Sit AMB curua celerrimi defcenfus inue- Figum g,
nienda, in qua ponamus AP=x, PM—y et AM—s.
\Celentas porro in M debita fit alntudml v, quare re-
ﬁﬁentxa in M erit *-g— Vnde ex follicitatione ' po-

tentiae et eﬁé&u refiftentiae fimul habebitur dv=gdx—

vd
—-i Brachyﬁochromsmus vero dat 2 vdwddy —gdyds,

Tom. VII. - T po-
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pofito dx conftante (§. 14.). Ex quibus aequationibus
coniun®is exterminata littera © prodibit aequatio pro
curua brachyftochrona quaefita.
§. 24. Propter dx conftafis erit ddy— *74: ideoque
0=552%. Ergo do—82d8Cuinddstgdsdydls bo
v*ds B
P
. gdsdy'd:s—g3gdyrdds  grdsrdyt
bebitur 2 dvdds = v adrddy
o o g""‘ d st d),zn—z
4 5= 8 dd s = e g
medium refifterss fit infinite rarum feu in vacuum trans-
mutatur, quo cafu fit ¢=—cv, abit in dsd*s=3dds,
cuins integralis eft adxdds—=ds. Quae quod fit ad
cycloidem §. 21. oftendimus.

valoribus fubftitutis in acquatione dv—_gdx—

Haec aequatio, fi

§. 25. Ad aequationem autem generalem conftru-
endam pono ds=pdx, vt fit dds=dpdx et d*s=

dxddp. Hinc erit dy=dxV (p*— 1) et v = SR,
Ipfa autem aequatio abibit in hanc pddp—g3dp* =
sﬂ-—xpn-{-rdxﬂ('pé_ 1 )u——x'

2 g - Ponmatur porro dx=gqdp,

' dpd odd—
eritque ddp—— 1;—1. Quo fubftituto prodibit _.l’iqq.;__?_i_
- g"’-lp"-!-t (pt__ I )ﬂ»—xdp

Py - Multiplicetur haec  ac-
quatio per 7p™"'; quo ‘fa&o habebitur ——

L
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”pﬂ—sndq_snp—“—-lqdp ”gn—-lp-—g' (pg_l )'—.#\
qﬂ-t P
zﬂ—lcl (pz__x)l—-: dp
”g’l—x 3nqn -"f p;n . Po-

—1 2__ gy N—1t
natur breuvitatis gratia 2£, o f (2 ;,Z. dP—P"‘,quae

Cuius integralis eft

quantitas conceflis quadraturis, fi integratio non fucce-
dit, femper poteft exhlberl Quo ergo pofito erit p*
q:P atque ob q a— , fiet dux :7?. Confequenter
x=f5, s=BE et y=[PLAT=1)  Quare in qua-
cunque medn rcﬁﬁenns hypothefi bmchyﬁochrona hoc
modo poterit conftrui.

§. 26. Si refiftentia medii fit vt quadratum cele-
ritatis “erit n— 1, ideoque P—"_—_gf? _ac a‘-‘-—"ﬁ;}' ‘
Quare fiet P—r—-g’ atque P’q—p_a—taf, feu dx —
ﬁ;ﬁ,,, cuius integralis eft x_b—;.- 4= ¢ Jp—a —°_ —b4

¢ yds—adx

L LT ~=—. Inqn aequatlone, quia fa&o x=o,
deber effe ds—=dx, fiet b—=—c—3I(1—a). Habebi-
tur ergo pro curua quaefita haec aequatio ax—<(4%=*%)
4+ £ 1522 Vel fi aequatio a logarithmis libera de-

ﬁderetur haec differentio- differentialis, ecdxdds—ds®

—adzds* pofito 4x conftante. Haec alio modo dis-

. o . d . . o
pofita abit in hanc 2957 — ds—adx, cuivs integralis

acdx

et s—ax—ac— 5~ feusds— axds::acd.r—-mdx Quae

integrata dat s— /=222 fen e (c— —ac)=s—ax

~c¢—ac¢. Huius curuze pun&tum infimum B ibi _erit
' T 2 vbi
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i eft s=ala-+¢). Hoc igitur cafu erit AB—=¢/-X
e AC=51"—-c.

1—aq

§. 2. Si autem Tbearemate Hugeniano tanquam ad
hunc cafum idoneo vfi effemus, ftatim hanc habuiffe-
mus inde aequationem v=2%%. Hincque dv—225%

! ] 2n zu
; df’{‘—’ fen 2adx*ddy—gdxds* ‘_,,a;z,_‘
Qume facto ds—pdx abit in j&,,i%:gpx dx —

n

| and;;f_’t)‘ quae iam per fe' eft feparata, ideoque

conftrui poteft. Si ponatur #=—1x, vt brachyftochrons
pro medio refiftente in duplicata celeritatum ratione pro-
deat, erit 2 acdx*ddy—=cgdxd s*—ady*ds* feu 2acdy’
dds—cgdxdyds—ady’ds. Qume aequatio, etiamf
lemmate fimpliciore nitatur, tamen multo magis cf
compofita et perplexa, quam noftva brachyftochrona io-
uenta; id quod per fe faepe veritatis criterinm effe fo-
let, praecipue fi operofior calculus eo deduxerit.

§. 28. Quo autem appareat, qualem figuram brs-
chyftochrona noftra in medio fecundum celeritatis qua-

drata refiffente habitura fit, acquationem fumamus hanc
Pl

c?(c ac)=s—ax-t+c—ac. Haec, in feriem conuer-

fo ec abit in hanc (6'-46')(I+:+'_:..cz+,.z;:x+

Ry c‘—[—etc ) =s—ax-t+c¢—ac, ex qua reperitur
Pofito “7 "=k haec aequatio x ::—-,{% -4 '"sc. =,
— etc. Perfpncltur ergo k neceflario effe debere ‘numerum
affirmatiuum , alias enim ﬁexet x2>s quod fieri nequit;

erxit

=gdx—

-
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erit ergo a—5 Ex bhac ferie, quia vehementér con-
uergit facile pro quouis valore ipfius s refpondens ipfiss x
inuenictur.  Praeterea intelligitur curuam hanc vitra A
continuari it Am, quae fimilis eft ipi AM.
§. 29. Quomodo vero curua vira B porrigatur.
hac ratione inueftigo. Du@o ex B axe verticali BD,
in eumque applicata MQ, fit BQ—=PC—=u, arcus BM
—t. Hoc pofito erit s—¢l5—1, et x = 5/~
¢—u, quibus fubftitutis haec emergit aequatio ce ct:c:u
—t—+¢ vel haec differentialis , tdt—audt_.acdu. Per
feriem vero habebitur au— ,', e cz—l—. 5o —etC.
Quae aequatio prorfus congruit cum ea, quam A. 1729.
pro tautochrona afcenfui in eadem refiftentiac hypothefi in-
peni. Altera igitur portio cumruae vitra axem BD
fita erit tautochrona ad defcenfum pertinens. Habebit er-
go curua brachyftochrona huiusmodi formam EABCD in-
finitis cufpidibus A, C etc. praeditam, quarum alterni fint
altiores vt A alterni humiliores vt C. Rami vero ex
vtraque cufpidis cuiusque parte funt inter fe aequales et fi-

miles. Eleunatio altiorum cufpidum eft - /== —¢ humi-
liorum vero eft ¢— 7 /(1 —+a). Ipfi vero rami altiores
AB vel AE funt = ¢/ —; depreffiorumque CB, CD lon-
gitudo et —c/(1—+4-4). Conuenientia ceterum ifta in-
ter tautochronam et brachyftochronam praeter vacuum
etiam in hac refiftentiaec hypothefi praecipue confiderari
meretur , et disquirendumn reftat, num forte in reliquis refi-
fteatiae hypothefibus fimilis analogia locum obtineat? Id

v quod tautochronarum inuentionem perfe difficillimam red-
deret facillimam. T3 DE

Figurs 6.
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DE
PROGRESSIONIBYS HARMONICIS
OBSERVATIONES.

AVCTORE

Leonb. Eulero.
§ 1.

Rogreflionum harmonicarum nomine intelliguntur
omnes feries frattionum, quarum numeratores funt
aequales inter fe, denominatores vero progrefiio-
nem arithmcticqm conﬁituunt. Huiusmodi ergo

forma generalis et £, ;=» H_,,,, ,,_,_3,,, etc. Quique
enim tres termini contigui vt -5 s5ho o= hanc
habent proprietatem, vt differentiae extremorum 2 me-
dio fint 1pﬁs extremis propomonales. Scilicet eft 555

a.c._, - .,_f_, -—a,_,_b a5 Cum autem haec fit

proprietas proportionis harmonicae; vocatae funt iftis-
modi fractionum feries progreffiones harmonicae. Vo-
cari etiam poﬁ'ent reciprocae primi ordinis, quia in tere
mino generali ;5= index n vnicam eamque negati-
uam habet dimenfionem.

§ 2. Quanquam in his feriebus termini perpetno
decrefcunt ; tamen fumma huiusmodi feriei in infinitum
continuatae femper eft infinita. Ad hoc demonftran-

" dum non opus eft methodo hasce feries fummandi, fed

veritas facile ex fequente principio elucebit.  Scries quae
in infinitom continuata fummam habet finitam, etiam-
fiea
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fi ea duplo longius continuetur nullum accipiet augmen-
tum, fed id quod poft infinitum adiicitur cogitatione,
re vera erit infinite paruum. Nifi enim hoc ita fe ha-
beret, famma feriei etfi in infinitum continuatae non
eflec determinata et propterca non finita. Ex quo
confequitur, fi id, quod ex continuatione vitra termi-
oum infinitefimum oritur, fit finitae magnitudinis, fum-
mam feriei neceffario infinitam eflfe debere. Ex hoc
ergo principio iudicare poterimus, vtrum feriei cuius-
que propofitac fumma fit infinita an finita.

. . . [ e ¢ . ¢

§. 3. Sit itaque feries 7, 355, 3373 etc. in in-

. . . . . ¢ )
finitum continuata, terminusque 19ﬁmt¢_=.ﬁmus e =y
denotante i numerum infinitum, qui fit index huius ter-
mini. Iam haec feries viterius continuetur a termino
o5 Vsque ad terminum o= cuius exponens eft
ni. Horum terminorum igitur infuper adieGtorum nu-

merus eft (#-1)i; Summa eorum vero minor erit
(n—1)ic

. -\ « «
qum S35~ maior vero quam SRS, Sed quia f
eft infinite magoum, evanescet 4 in vtroque denomina-

tore. Quare fumma maior erit quam 257 at mi-

(n—=1)

gor quam 3=, Ex quo perfpicitur hanc furnmam effe
finitam, atque confequenter feries propofitae <, ,’,—5_,,-_3,

ctc. in infinitum continuata¢ fummam infinite mag-
nam,

§. 4. Huius autemi fummae términotum ab 7 ad
ni limites prospiores ex fequentibus proportionis harmo-
nicae proprietatibus eliciuntur. Scilicet omnis proportio
harmonica ita eft comparata, vt terminus medius minor

fic
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maior , fumma horum. terminorum fequentivm  erit
—o, et propterea fumma progreflionis finita. At fi fit
a <1, fununa termirorum fequentium erit infinita; quo~-
circa ipfius progre{liones firnma in infinities maiore gra~
du erit infinita. Inter has igitur progreffioncs fola har-
monica, in qua w=—1, hanc habet proprictatem, vt
finma eius, in infinitum continuatae fit infinite magna ,
wminorum vero fequentium poft terminum mﬁmtcﬁ-
mm fiTnma ﬁmtn ~

§. 6. Quanta vero fit fumma terminorum a tet-'
mino indicis ¢ ad terminum indicis #; fequenti modo
inseftigo. Popatur fumma feriei ¢, ;gp-~~-===
=3 ad, terminum indicis i vsque =5, quae eft quan-
titis ex 4,5, ¢ et i determinanda. - Crefcat § vniute

habebitque s pro augmento terminum fequentem 7=y

Quare erit di:ds—=1:;4p feu ds= ,_,_i,,, Vnde in-

uenitur s—=C -3 l(a+zb), denotante C quantitatemi
quandam conftantem. Apparet quoque ex hac forma
fummam eiusdem feriei ab initio ‘ad terminum indicis n2
continuatae fore -_—_C+7,-l(a+mb). Harum igitur
fummarum differentia 3/ ‘L"_‘_-'—,"%:;ln (cuanefcente @) da-
bit fammam terminorum ab g7 vsque ad ;:cm'-Qﬁz
autem huius fummae limites fupra aﬂignammus erit 3 /n
maior quam 3=t atq::e minor quam =5Y°, Cu In

SN z(u
3—’-

§. 7. Infra oﬁcndemus quantitatem illam conflan~
tem C efle finitam, eamque definire conabimur. Eua-
Tem. V1I. \' nefcet
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Rt — ity A S = et
13:1+§—;+%+}—:'+;+;"fg+T'a"*‘:‘r"r":efC' '
=1 44— I i — & et
=1 i - i S A Leete.
I6=1 434} 4 i i s — o ete.
etc. etc.
Vode pro ‘cuiusuis numeri logarithmo fucile feries con-
gergens inuenitur. . . .

§. 9. Ex his fericbus aliac eiusdem formae, quae
fummam habeant rationalem ,. poffunt’ deriyari, Nam, .
quia feriei —/2 duplu aequale eft /4, fi feries 1 -
3=+ 3-; etc. fubtrahatur ab hac 2 « § 4 - Zetc. refideum,
nempe haec feries 1 -j—j—4j—}-§ etc. erit —o,
feu j=y43i+43i-34i+43-+3i-3% etc. Similiter £ .
feries 1 6 exhibens fubtrahatur a fumma ferierum /2 et
43 exhibentium, refidium, nempe 1 -%-3-i1-4-1--3
~G3—5—3—1 OtCc.-eHt —o few T34 i-I-i-
¢s+i+:i+ 5 etc. Pari-modo huiusmodi feries in-
numerabiles poterunt inueniri.

§. 10. Series illae logarithmos exprimentes con-
vergunt quidem, fed admodum tarde, quare, quo ea-
fum ope logarithmi commode erui queant, requiritur
aliquod fubfidium. - Ad quod inuenjendum notari opor-
tet eas feries non aequabiliter progredi, fed certas ha-
bure reuolutiones, quie tot terminis abfoluntur, quet,
n habet vnitates, tot igitur. terminos fimul fumtos vnum
feriel membrum vocabo. Ita in feriei pro /2 duo termini
conftituent vium' membrum, in feric pro /3, tres, in
ferie pro /4 quatwor et ita porro. Membra igitur ifta

- Va2 acqua-
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feries, cum fint ¢onuergentes, fi proxime fum-
mentur prodibit T B O I ;,__.I(1+1)+o,57721&
Si fumma dicatur s, foret, vt fupra fecimus, d:_,_,,.,
ideoque s=J(i—-3)-~C. Huiws igitur quantitatis con=
fantis ¢ valorem deteximus, quippe et C—o, 5%7218.

§. 12. Si feries. 1 ~+i--3-~---% vlterius. in
infinitam -continuetur,, et in membra dividatur, quorum
quodvis vt ipfa feries i terminos contineat; erit mem-
brum mtet 1 et % contentum =12, fequens —/}, ter= ’
tum= /¢, etc. .Atque cum ipfius feriei fumma fit log,
infimti, poterit ad analogism poni /;.. Hocque mode
fequens fchenm -obtinebimus non parum curiefum

Summae I} 11» 'I’ l‘ l 1;”, etc.

§. 13. Difficile quidem videatur has easdem pro-
prietates progreflionum harmonicarum et logarithmorum
expreffiones analytice ; ‘eoque modo, quem alibi ad fe-
ries fummandas tradidi, inuenire. At rem attentius per-
pendenti hoc non folum fieri, fed multo gener_alius etiam .
fieri pofle deprehenfum eft. Confidero enim non im-
plicem progreflionem harmonicam , fcd cum gcometno

ca conitn@am, cuiusmodi eft = —l—a_,_b—l-.,_,.,b—}-m

' etc. Huius fummam pono s, et vtrogue per bx’T'

a—4=d
a—b lwx‘? bex b bex b
. . Ll . —
nmlnphcatoentbxs a.*alb+alzb

a—d
Sumtisque drﬂTercnnahbus habébitur 5D. % T s=dafexd
. V3 - -t

«\ -
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(1-—.1r’")’J
/ (1= x-)—;-. Quo aptem hacc expreflio fiat ﬁmta 'fa-

&rx—1, debeb;t efle 3t... 5 » hanc ob rem fiant omnes
I—x"
T—x — = {1 4-x
N T x™ 1) Quae exprefﬁo dat differentiam in-
2 oAt oxt X ™

% .
ter has feries x+ 5 '-+ -+ etc et —+_.

hae litterae —1x-, eritque ;—t_l

x”"
-4-—3:etc Q_uare i m—2a erit (t4-x)=x~% +

=4 etc. fi m=3, erit (14242 )=x4-%

+"‘-+—’°’ ”‘ +etc. ﬁmlhque modo /(x —-x

. —l—x’—i—x’)-—a. +"’ '  etc. In his fi fiat

x—1, prodibunt eaedem fenes pro. logarithmis nume-
rorum nawmralivm , quas ante dedimus.

m M3

L x> .x—z.-a I
6 15. Si =28, erit r— Ib — .Pona-
tur xm —f r cn: ot =% /5w \x-—y)v: — '51 I::x; =
fx l:—l—-x Sy S
3 T Si praeterea fit a—25 erit y— l e

At s eﬂ famma hmus feriei 4% —|— e ctc atque
F i
=+ fr f*’,l_f

=5 T dat hanc feriem g—k-‘a‘z -;-8-

-—m

-}-etc. Sit a=1 et g=1 erxt:—tr : _“"li_-:x, -

£x *
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+2 T ete. et EAE = ere. fadto x—1. Il-

lissautem fumma et /=, huius vero fumma eft fZ&*
?_':_3121+I—V——3 V—3] 1—Vm=3,

fn 125300+ D+ e s
Hac igitur ab illa fubtraa fattoque x — 1 prodibit —1/3
e Yo Vs oo fumma  progreffionis

2 3—V¥—s3 t—V—3 9
propofiae. Eft vero Y= /:EV= peripheria circuli di-
ufs per V'3 pofito diametro =1 et = /:=%=* huius
dimidium. Quare feriei fumma quam proxinfe erit

. 0,3576.

§. 18. At fi etiam ipfa membra non vniformiter
incedunt difficilius fumma affignatur. Swmamus hanc
feriem 1 —i43i4+i-i4-i+i+i-it+Ht+n%
~+4—2% etc. Haec eft differentia inter has feries 1 -

~ . L4 . .
ek R e o () it t4g-
2
i+ .
e TR ita in infinitum continuatas, vt extre-
2 L3

mi termini eundem habeant denominatorem 7(~%=).Hae
rum ferierum prioris fumma e C4-/i—4-/(i-}-3)—12,

denotante C conftantem §. 1 1. inuentam,nempe o, 577718,
Altera feries fubtrahenda in has duas refoluitur (1 —-
el e L (O g b S R o). llius
fumma eft 3C—-3/i; huius vero $C—%—4$1(i-+3).
Quae ambae ab illa fumma CH-li4-/(i4-3)-]2
fubtra®ae relinquunt —C—+-%2—/2 feu 1, 173078 quam
proxime pro fumma feriei propofitae.

\

Tom. VI1I. X Da-
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Daniselis Bernoulls
DEMONSTRATIONES
THEOREMATVM SVORVM

: DE
OSCILLATIONIBYVS CORPORVM

FILO FLEXILI CONNEXORVM ET CATENAE
VERTICALITER SVSPENSAE.

, I

Tabuls 1X Edi nuper theorcmata de ofcillationibus corpo-
rum filo flexili connexorum : demonftrationes

autem, quas tum nom vacabat in ordinem redi-

gere, nunc paullo plus otii nacus eo libentius cum pu-
blico commmunicabo, quod multorum aliorum fimilium
problematum folutio inde peti poffit, eorum praefertim
I quibus motus partium non funt inter fe paralleli. Inter
huiusmodi problemata facillimum eft atque a multis iam
diu folutum, quod circa centra ofcillationis inueniends
verfatur. 'Ad ea quoque pertinet problema de motu mi-
- Xto determinando, quo corpus ex pluribus dinerfae gra-
witatis fpecificae partibus compofitum in fluido defcen~
dit: pertinent porro theoremata, quae in Commentas.
Tom. IL p. 200. a Patre cum publico communicata fue
runt: Praefertim autem methodus, quam mox exhibebo,
cum fucceflu adhibetur, quando in fyftemate corporum
plurium lege aliqua inter fe connexorum, fitus vnits
ex fita alterius cognito non poteft mmedxate determi-
: m,
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nari, veluti cum corpus fuper hypothesufa trianguli in
horizonte mobilis defcendit; hic enin fi vel noueris
fitum corporis in hypothenufa, ipfius tamen trianguli
fitus in horizonte incognitus manebit nifi hunc aliunde
determinare fcias. Problema hoc poftremum aliquando
Patri meo propofueram et plane inter fe conuenerunt
folutiones noftrac; Eam, quae a Patre profe®a eft,
Academia Commentariis fuis inferi curauit, vid. Tom. V.
p- 1x. Quae ad hanc clafflem pertinent, nouam me<
chanicae partem efficiunt: Principium autem, quo vti {o-
leo ad huiusmodi problemata foluenda, tale eft:

Puta in fyftemate ad momentum temporis corpora
fingula a fe inuicem folui, nulla fata attentione ad mo-
tum iam acquifitum, quia hic de acceleratione feu mu=
tatione motus elementari tantum fermo eft: ita quolibet
corpore fitum fuum mutante, fyftema aliam accepit fi-
guram, quam non-folutum habere debebat: Igitur finge
caufam mechanicam quamcunque fyftema in debitam
figuram reftituentem atque, rurfus inquiro in mutationem
fitus ab hac reftitutione ortam in quolibet corpore; et
¢X vtraque mutatione- intelliges mutationem fitus in fy-
ftemate non foluto, indeque accelerationem retardatio-
nemue veram cuiusuis corporis ad fyftema pertinentis
obtinebis. _

Quomodo haec regula ad praefens noftrum de of-
cillationibus corporum filo flexili ligatorum aut catenae
verticaliter fuspenfac determinandis, negotium applican-
da fit, hic docebo, alia occafione idem fortafle etiam

X 2 mon-
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monftraturus in problematis aliis partim iam a Patre meo
tractatis partimque nouis. ‘

II. Sit filum AHF granitatis expers, duobus one-
ratum ponderibus in H et F, e punto fixo A fuspenfa:
faciant corpora ofcillationes veluti infinite paruas, fintque
eorundem diftantiae a linea verticali AC, vt 2 M/ ad
mL—ml4+ML-+M!/4+V(4mMLL A (m/--ML
—~+M/~mL)). Demonftrandum eft, ofcillationes in
vtroque corpore fore ifochronas. Valores litterarum m,
M,/etL infra dabuntur. '

Erunt ofcillationes ifochronae, fi fuerint vires ac-
celeratrices in corporibus vt diftantiae eorundem a linea
verticali ; nec enim differunt diftantiae hae ab arcubus
defcribendis: Has igitur vires acceleratrices definiemus:
ponatur pars fili HF extendi facillime, ita vt corpus F
nihil amplius retineat: accelerabitur corpus iftud verti-
caliter deorfum a grauitatis vi naturali: finge ita acce-
lerari vt perueniat dato tempusculo ex F in E, &m
eodem temporis puncto alterum corpus filo AH alli-
gatum arculum HL defcribit: du®ae jam intelligantur
horizontales LB et EC, quae quamuis ceu infinite par-
uae confiderentur, fint tamen arculo LH infinities ma-
iores. Apparet ex mechanicis et theoria infinite par-
uorum, fore HL=F%xFE. Pofitis igitur corporibus
in L et.E ductisque re@tis AL et LE, erit quidem fi-
lom AL inuariatae longitudinis, alterum autem LE ia
maioris erit longitudinis quam fuerat in fitu HF: con-
cipiatur igitur caufa, quae filum LE contrahat ad fusm

lon-
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Jongitudinem naturalem: dico ab ifta contra&ione cor-
pus ex E elevatum iri'vsque in #, alterdmque retraGum
ex L in #: fpatiola Ex, Ln determinabimus, poftquam
monuero, quod, duta minima re®a Fu, verae acce-
lerationes, quae durante affumto tempusculo acceflerunt,
feu ipfae etiam vires acceleratrices rationem habiturae
fint in corporibus H et F vt H#n et Fu. . Sed vt ra-
tio intelligatur inter Hz et Fu, faciemus AH feu AL
—/:HF feu nu—L: maffa in corpore fiperiori —m;
in inferiori =M. Producatur AL et ex E in illam
perpendicularis ED demittatur. - Denique ducantur ho-
rizontalis HG et verticalis FG: erit Fu ad nu perpen-~
dicularis cenfenda atque ‘triangulum minimum F E# trian-
gulo HFG fimile, ipfaque E# lineolae FE aequahs-

vnde fi ponatur BL:I ; DE—ux; entMC_x—i—
EC=x+4+1+4+%; HG=CE-BL—x— ¥ ,hmc

Fu=(}4+71 )xFE.
Supereft vt definiatur- Hn: Notetur quod fihm LE,
dum contrahitur, corpus E directe furfum trahit; dum
corpus alterum ‘L oblique ad diretionem fuam L# re-
trahit: hoc igitur titulo erit L# ad E# v¢ DE ad LE
fen v¢ x ad L: fed eft practerea L# ad E# reciproce
vt maffa corporis L ad maflam corporis E, id eft, di-

re@e vt M ad m: compofita ratione erit L#n:Ex—Mux:
Mx

mL; vnde pofita FE pro Eu, erit Ln—7;7;xFE; et
qma Ha—HL-—Ln, fcqmtur f‘ore
~ Hn=(j— )xF E:
fant igitur vires acceleratrlces in corporibus H et F,
X 3 vt
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vt } -+ ad §—3%: ponantur hae vires ad ifochronismung
obtinendum proportionales fpatiis defcribendis L B et EC,
feu fiat (4 Z):(j—ms)=1:(x~4143), atque re-
perietur facta reductione

__mL—ml—ML—MI+vy[+mMLL4-(Mml4-ML4-N]—m L)3]
= 2ML

Huic autem fi addatur MC feu 1%, habebitur

mL—ml4-ML4-M]+ V[ mMLLg=(ml4-ML 4-Ml—mL)2]
CE—— 4 le BL

plane vt habet in parte huius argumenti prima theore-
ma tertium Prop. 7.

III. Pofitis iisdem, erit longitudo penduli fimplicis
ifochroni aequalis
mLl
mL+ml+M1+ML-:-V[4mMLL+(ml+nL+Hl—ml.)’]7 ’

cuius rei rationem intelliges ex eo, quod fi pendulum
fimplex longxtudmls AH feu / conﬁderetur, ‘fit vis ac
celeratrix in hoc pendulo fimplici ad vim “acceleratri-
cem corporis H in pendulo noftro compofito vt H/ ad
Hn, ideft, vt }ad }—oF: funt autem long:tudmes pea-
dulorum ifochronorum in reciproca ratione virium ac~
celeratricium; Erit igitur longitudo penduli quaefiti ad
longitudinem AH vt }adj—g;: vnde inuenitur longi-

tudo penduh ifochroni — L_lmx, et pofito valore pro
a fupra inuento, erit eadem longitudo, vt diGum eft,

_aequalis

amLl
ML 4-m]M—4-ML V[ +mMLL—-(m!4-ML4-M]—mL)?]

IV. Si filum AG fit tribus oneratum corporibus in

‘H, Fet G, ofcillationes facientibus valde paruas et ifo-

chro-
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chronas, ponaturque maffa corporis fupremi=—m; me-
dii—M et infimi—p: diftantia AH=/; HF=L,
FG =A. diftantia corporis H a linea verticali AP—1;
diftantia vero corporis F ab eadem linea verticali=y;
erit

((MMM4+MpIX)ss4-mMIN +mp /L —mMLX
—MM/A—MMLA 4—-mp/A~Mw/A—MuLr)s
—maIN—mMIN)x((MIN 4 wIN)s—mLA—-MIn
—MLA—pIN—pLA4-mIL )=mmpl/LLy.

Diftantia autem corporis infimi a linea. verticali erit

pro quams radice ipfius s aequalis

MA . MA  MMA
(m"'"mr-)“"‘"("'*' § A al Aadimy m’ﬁ—%"%“,

MA __

ol ) A L’ )
Haec vt demonftrentur, ponatar rurfus filam infi-
mum FG facillime extendi atque fic corpus G vi gra-
pitatis naturali acceleratumn, affumto aliquo tempusculo
infinite paruo verticaliter defcendere ex G in s, dum
mterea ambo corpora fuperiora accelerentur, vti in figu-
ra prima, ficiendo arculos fues Hn et Fu. Patet au-~
tem, fi Gs in figura fecunda aequalis pomatur defcen-
fui FE in figura prima, fore pariter arculos HnetFg
idem in vtraque figura; erit igitur per praecedcntem pa-

ragraphum Hr=(}—22)xGs et F“...(i—}-xxG;’
telligendo per x lmeolam u M perpendiculariter ad pro-
Jongatam An du®tam, prouti deinceps per y imtellige—
mus lineolam yv, quae perpendicularis eft ad prolon-
gatam ny: iamducantur horizontalis F Q ac verticalis QG,

fumtaque
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fumtaque #uy—FG, ducatur Gy. His ita ad calculum
praeparatis, nunc turfus fingendum eft, reCtam us, in
priftinam longitudinem FG contrahi: ita eleuabitur cor-
pus‘ex s iny vel in 7 (eft autem yr nulla prae Gy),
corpora autem fuperiora iterum retrahentur ex 7 in o
et ex u in m: atque fic tandem patet fore vires ac-
celeratrices in ﬁnguhs corponbus fecundum diretiones
fuas naturales ad vim grauitatis naturalem, vt fe habent
Ho,Fmet Gy ad Gs: fupereft igitur vt fingula haec
elementa exprimantur, probe obferuato arculos Hn,Fu
ctc. nullos efle praec diftantiis corporum a linea vem-

gali. Inuenictur autem reéte inftituto cadculo FL—= ;
-—}-—x—{—_y. et quia FG:FQ=Gs:Gy, erit

Gy=(G—+1+%)1xGs.
Jam porro quaerendum eft , quantae futurae fint retro-
gradationes corporum in # et # pofitorum, quae funt,
dum corpus infimum ex s in y aut in 7 eleuatur. No-
tetur potentiam filum s contrahentem vbique aequali-
_ter diffundi.  Erit igitur rucfus vt in fuperiori paragra-
‘pho um ad sy feu ad Gy in ratione compofita ex vy
ad uy et maffac p ad maffam M: vnde inuenitur um

_.mes, qua fabtra®a ab Fz feu ab (4% )xGy,

oritur

Fm:(,s—a—-f-—,-,x)xss.
Penique quia ab eo, quod corpus medium ex # in m
cedit, nihil patitur corpus fupremum, erit, vt antea,
70 ad ys feu Gs in ratione compofita ex M« ad un
¢t maffac . ad maffam m; vode no—=14] xGs: hacque
.. . fob-
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fublata ab sH fba ab (1—2%3)xG s, fiet.
Ho=(;-2-5)xGys.

Poﬁquam’ fic accelerationes corporum fingulorum in-ve-
ris fuis diretionibus inyenimus, erunt hac diftantiis fuis
ab lmea vemcalr yP,uCetaB fcu quantitatibus (x = -
- dra-3r4y), G4-S+41) e (1) pro-
portionales faciendae \ifochronismi ergo: Ita duae ae-

. quationes obtinebuntur valores x et y determinantes:
atque fi deinde ponatur x4 %--x=ys, inuenierur
aequatio pro s eadem, quam fupra recenfuxmus, quam-
que demonftrandam fuscepimus.

- V. Acceleratio corporis H exprem per Ho feu per
(3-= -8 )xGseft ad accelerationem eiusdem corpo-
ris, abfentibus duobus inferioribus expreflam per §xGs,
\li s-ﬂ-u ad §, feu vt mL—M/x—p/x ad mL.
Sequitur inde longxtudmem penduli ifochroni eﬂ'e

mLl
mL—Mix—pl»

Hanc autem non differre ab illa, quae in parte pri-
‘ma, propofitione decima tertia dara fuit, videbis fi ibi,
prouti faGie a nobis denominationes poﬁulant, intelli-

gis per ¥, quod hic per s feu per r—- Fx.

VI. Sintiam plura et quotcunque volueris corpora, wigum 3.
veluti B, C, D, E, F producantur fingula fila defignen- |
turque ﬁnus angulorum BAN(AN eft verticalis) CBG,
DCH,EDL,FEM per p, q,7,5,t; maflac autem.
corporum per 1pfaa litteras iisdem appoﬁtas denotentur,

Tom. V1I. Y dice -
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dico pofita vi gmuiﬁtis naturali— r , vires acceleratri-
ces corporum fecundum fuas dlreéhones fore vt fequitur.

. inB=p— c+.n+z+pq .
mc_.p+q-°i‘ﬂ"’r, -

in D—‘p—l-q—l-r—T.r,
in E= p+q-+—r+.c—-§t
in F_.p+q+r+.r+'t'

Veram hanc effe viriom acccleramcmm legem, perci-
pies fi fextum corpus fuo filo _inferius adhpc appendi
pouas, calculumque deinde m(’(rtuas, AL fecimus ratione
trium corporum paragrapho quarto, fingendo fcilicet,
corpus infimum naturali grauitatis 'vi verticaliter deor-
fum accelerari, reliquis interim fecundum fuam indo-
lem vibratis, idemque corpus. .mox a comtradtione fi-
li iteram eleuari:-ita enim legem hanc accelerationum
mmc expofitam a quinque corporibus ad fex, et inde

ad feptem atque fic quousque libuerit rete continnar
videbis. :

Ex affumtis autem fingulorum angulornm finibus, de-
ducuntur corporum a linea verticali diftantiae , ac fi quam-
uis diftmtiam  vi acceleratrici refpondenti proportio-
mlem facias, habebis tot aequationes quor incognitas,

fic vt omnia denique defiderata inde recte definixi poffint.

VII. Puta nunc eorpora efle numero infinita et

Figin 4 aequahia, diftuntiis minimis et aequalibus a fe invicem
pofita: ideam habebis catenae wniformis ab vna extre-
mitate fuspenfae, qualis et AC vel AF: In hac ele- |

’ meo-
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mentim confideretur infinite parusm Mm vel N,
du®is MN et mn ad AC_ perpendicularibus et mo
cidem AC parallela ponatur Am vel An—=ys (nec
enim differunt quia’ infidite parum diftant); mM vel
#N —=ds, quod elementum conftans affumatur: longi-
tudo catenae integrae AF =/, mn—y; Mo—dy: erit -
(pofita vi grauitatis naturali— 1) per praecedens theo-
rema Vis accelertrix in m aequalis furnmae omnium
fionum angulorum conta&us, qui funt inter A et m,
diminutae tertia proportionali corpusculi in m, fummae
omnium corpusculorum in MF et finus anguh contac-

d
tus in M: fic igitur habetur vis acceleratrix in M = dd 72

,a_;lf 7, Quia vero ifochronismus poftulat, vt vis ac-
celeratrix fit proportionalis applicatae M N, erit affumta
pro conflante S =034Y — 2 fumatur integrale ter-
mini primi ﬁue addmone conftantis, quia hic nulla fu-

menda eft: fic fiet F— 53 —-2. Denique ponatur
J—s fu FM aut CN=x, et erit 52— 5'=2, fiue
ndydx+nxddy—=—ydx,
quae aequatio denotat naturam curuae AF: quoniam
vero integralis eius non apparet, pofui
y—=a—8xr—yxrx—9x —ext—etc.,
dy——-8dx— zfyxdx—-gé‘o.xdx—q.ex’dx-ctc
dd]__—zfydx’-z.3.6“xdx’ 3.4. exxd x* — etc,

. Hisque valoribus fabftitutis divifaque deinde aequatione

per da*, oritur

. Y -8
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—B—zyx—3drx—gax’—etc.
—2yx—2.302%—3 4ex —etc. =0,
£ Sy Yrx—Ta e

cui aequationi fatisfit ponendo a—1;8=]; ¥y=35;

= e= ,——*—,,,‘; etc. vngf .
y=i—nEm—m e Taar et

wbi per I mtclhgenda eft diftantia pun®i infimi F 3

werticali: et qma poﬁta x=I, eft y—o erit fimul

l m—
I.—;‘-"—‘m ,n"+""d"0 etc'-—a’

Hinc derinandus eft valor litterac 7, qui exprimet lon-
gitudinem fiibtangentis in F. Haec demonftrant veri-
tatem theorematis, quod in praecedente differtations
oftauwum eft.

VIII. Vt habeatur longitudo penduli ifochroni,
quaerenda eft vis accelesatrix in puncto F, qme per
§. VL. erit aequalis fummuae finurm omnium augulorum
contactus ab A vsque in F, id eﬁ-'f' i feu="2,
ponendo fimul x—=o; et hinc fit 5 2 —=x Eftiuge
vis acceleratrix in F ad vim acce{eramcem naturalera
vt 1 ad n: fi vero pendulum fimplex Iongitudinis F
habeatur , erit vis acceleratrix in illo—7 fub eadem
diftantia a- linea verticali; ergo vis acceleratrix in ex-
tremitate catenae eft ad vim acceleratricem in pendu-
lo fimplici eiusdem longitudinis, vt / ad n: Hincque
erit longitudo penduli fimplicis cum catena fimul vi-

brantis—#, vt habet theorema nonum. in: pracmifs
- difiertatione.,

IX.
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IX. Theoremata autem decimum et vndecimum
vnice pendent 2 debitae conftantis additione, eaque.
proinde cen nimis nunc facilia hic non attingam: fed

duodecimum ex § VI rurfus, hunc in modum dedu-
cetur.

Corpuscula nunc confiderentur “infinita et aeqnali«
bus diftantiolis 4 fe inuicem pofita , fed inaequalis
ponderis: ita habebitur idea catenae pro lubitu in e~
qualiter craffac; fit haec ita formata, vt longitudini
FM (x) pondus refpondeat £, denotante % fun&io-
nem qualemcunque xpﬁus x: Erit (per§. VI.) vis ac-
celeratrfx in M.._ [y 82— 2 vel quia dx con-

dx— =»
flans , erit 72 —iga%,._,, aut ndid_y—i—nédlj_.
—yd%dx, vel denique
| = =[ydx,
vt fert theorema duodecimum, de quo fermo erat:
" demonftratio magis fiet intelligibilis, £ fimul confera~
tx paragraphus feptimus.
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DE : :
INFINITIS CVRVIS
EIVSDEM GENERIS.

METHODVS INVENIENDI

AEQVATIONES PRO INFINITIS CVRVIS

: EIVSDEM GENERIS.
' AVCTORE

Leosh. Eulero.
6. 1.
CVruas eiusdem generis hic voco tales curuas, quae

a fe inuicem non differunt nifi ratione lineae

cuiusdam conftantis, quae alios atque alios vi-
lores- affumens eas curuas determinat. Linea haec con-
ftans a Cel. Hermanny modulus eft vocatus, ab aliis
parameter: quia autem parametri nomen ambiguitatem
creare poteft, moduli vocabulum retinebo. Eft itaque
modulus linea conftans et invariabilis, dum wvna infini-
tarum curuarum quaecunque determinatur; varios autem
habet valores et ideo variabilis cft, i ad diuerfas cur-
mas refertur, Sic firia aequatione y*=—gx fumatur «
pro modulo, ex viriabilitate ipfins # innumerabiles ori-
untur parabolae fuper eodem axe pofitac et commu-
pnem verticem habentes.

§. 2. Infinitae igitir curuae eiusdem generis om-
nes vnica aequatione exprimuntur, quam modulus qui
/ nobis

_ re—
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nobis femper litera 4 indicabitur, ingreditur. Huie
enim modulo, fi fucceffive alii atque.alii valores tri«
buaantur4 aequatio continuo alias dabit curuas, quae
omnes in vna aequatione continentur. Aequationems
hanc modulum continentem cum Hermanno modularem
vocabimus; in qua igitur praeter alias conftantes et eius«
dem valoris in, omnibus curuis quantitates infunt mo~
dolus @ et duae variabiles ad curuam quamlibet per-
tinentes , cuiusmodi funt vel abfciffa et applicata, vel
abfcifla et arcus curuae, vel area curuae et abfciffa etc.
prout problcma foluendum poftulat. . '

§. 3. Sint igitur quantitates variabiles x et z, quae
cam modulo & aequationem modularem mgredumtur..
Perfpicuum eft, (i derur aequatio algebraica inter x et
zeta, pro vnica curua, in qua @ vt conftans confidera~
wr, eandem fore fimul modularem, feu ad omnes cur-
uas pertinere, fi modo « fiat variabilis, At i inter x
et 2 nonr poterit aequatio algebraica dari, difficile erit
aequationem modularem inuenire. Nam fit z—fPdx,
vbi P in 4, 2z et x , quomodocunque detur , few

—PJx, ta qua aequatione @ vt conftans confidera~
wr; intelligitar aequationem modularem haberi, fi io-
tegralis aejuationis 42 =P dx denuo differentietur, po~
fto etiam & variabili. Sed cum integrationem perfi-
cere non liceat, eciusmodi methodus defideratur, qua
differentialis aequatio, quae prodiret, fi integralis de-
mwo  differentietur pofita etiam & variabili, inuenish

pqﬁit.
, § 4
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'§. 4. Ad conftruendas quidem et cognofcendas cur-
nas aequatio dz = Pdx fufficit. Nam, dato ipfi modulo ¢
certo valore conftruetur aequatio dz_..de, quo fako
habebitur vna curuarum infinitarum, eodemque modo
aliae reperieumr aliis ponendis valoribus loco . Sed

fi in his curuis certa pun@a debeant aflignari prout pro- -

blema aliquod poftulat, talis aequatio z—, JPdx non fif-
ficit fed requiritur aequatio a fignis fummatoriis libera
in qua i non eft algebraica etiam differentialia ipﬁust
infint. Ex data 1g1tur aequatione differentiali pro vni-
ca curua dz2="Pdx in qua a vt conftans conﬁderatur, quac-
ri oportet acquationem differentialem, in qua et 4 fit
variabilis, haecque erit modularis. Haec vero modu-
laris interdom erit differentialis primi gradus, interdum
fecundi ct altioris, interdum etxam penitus non_ poterit
inueniri.

§. 5. Quo igitur methodum tradam, qua ex -
quatione differentiali dz —=Pdx, in qua & eft conftns,
modularis poffit inueniri, quae @ vt variabilem con-
tineat; pono primo P efle fun®ionem ipfarum a4 et x
tantum, vt fPdx faltem per quadraturas exhiberi pos-
fit. Erit igiur z—/P4dx, in integratione ipfius Pdx,
a pro conftanti habita. Quaeritur npunc differentile
ipfius /Pdx fi etiam @ vt variabilis tra&etur; quo in-
uento ipfique 4z aequali pofito habebitur aequatio mo-
dularis. Diffcrentiale autem ipfius /Pdx habebit hanc
formam Pdx -+-Qda, eritque d2==Pdx—+-Qda 2¢-
quano modularis, i modo valor ipfius Q effet co-

guitus.

5.6
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4. 6. Ad inueniendum autem valorem ipfins Qfe—
quens inferuit theorema. Quamtitas A ex duabus varia~
bilibus ¢ et u wtcunque compofita, fi differentietur pofito ¢
conflante, bocque differentiale denti differentistur pofito u
confiante et t wariabili, idem refultat ac fi inuerfo ordine
A primo differentictur pofito u conflante bocque differentiale
denwy differentietur pofito t conflamte et w variabili. Vt
it A=V (#*—+n4*), diffcrentietur pofito # conftante ,

‘habebitur yess Hoc denuo differentietur pofito
—ntudtdu
(B—4nw);
fo differentietur V' (#* - nw*) pofito 4 conftante, eritque
differentiale _‘:_,mr), quod denuo differentiatum pofito ¢
conﬁante’ dabit (:’m——-—ét—%‘
inuento. Atque fimilis conuenientia in quibusque alm

exemplis cernetur.

conftante et prodibit Iam ordine inuer-

id quod congruit cum prius

§. *7. Quamuis autem huius theorematis vcritatem
exercitati facile perfpiciant, demonfirationem tamen fe-
quentem adiiciam ex ipfius differentiationis natura peti-
tam. Cum A fit fan&io ipfarum # et u, abeat Ain B
fi loco ¢ ponatur ¢ dt; at pofito #—du loco u ab-
eat A in C. Pofito autem fimul 24 loco ¢ et u—+du
loco # mutetur A in D. Ex his perfpicuum eft, fi
in B fcribatur w—+-du loco # prouenire D; fimilique
modo fi in C ponatur £ d¢ loco ¢ proditurum quoque
D. His praemiffis, fi differentietur A pofito # conftante
prodibit C—A, nam pofito #—du loco # abit A in C,
Tom. VII. Z dxﬁ-
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differentiale autem eft C—A. Si porro.in C—A po-
natur #—4-d¢ loco ¢ prodibit D—~B, quare differentiale
erit D—B—C—~A. Inuerfo minc ordine pofitq £ -4t
loco ¢ in A habebitur B, eritque differentiale. ipfius A
pofito tantum # variabili B—A. Hoc differentiale po-
fito u—4-du loco # abit in D—C, quare eius differen-
tiale erit D—B—C—-A, id quod congruit cum dif-
ferentiali priori operatione inuento. Q. E. D.

§. 8. Iftud autem theorema hoc modo inferuit ad
valorem ipfius Q inueniendum. Cum P et Q fint fun-
“&iongs ipfarum @ et x, it JP—Adx—-Bda et dQ
—Cdx+4-Dda, atque z cum fit —=fPdx, erit quoque
hin&io ipfarum ¢ et x, pofitum autem eft dz2—Pdx
~+Qda.  Iam fecundumi Theorema differentietur z po-
fito x conftante, eritque differentiale Q42 hoc pomo
differentiatum- pofito # conftante dabit Cdedr. Alte-
rz2 operatione differentiale ipfius 2 pofito primo 4 con-
ftante eft Pdw, huius vero differentiale pofito x con-
ftante eft Bdadx. Quare vi theorematis aequalia effe
debent Cdadr et Bdadx, ex quo fit C=B. Da-
tur aatem B ex Py differentiale enim ipfius P pofito x
conftante dinifum per d¢-dat B. Cum igitur fit dQ —
Bdx—+-Dda, erit Q=fBdx, fi in hac integratione &
¥t conftans confideretur.

. §. 9. Ex his ergo habebitur d2=Pdx+dz[Bdx,
exiftente dP—Adx—+Bda. ~Si igitur Bdx integrari
poterit, defiderata habebitur aequatio modularis. At fi
mtegrari non poteft aeque inutilis eft haec aequatio ac

' prima
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prima =/ Pdy, viraque enimi inuolpit integrationem
differentialis, in. qba 4. vi. conflans debet confiderari y. id
-quod- eft contra vaturam. acquationis modularis ,. quippe
in qua 4 aeque viriabile effe debet ac x et z.

. §. 10. Quando autem Bdx mtegratxonem non ad-
mittit: non -tamen 2equatio ‘ifuenta vt inutilis omnino
eft negligenda. Nam f mtegrano ipfius Bdx pendeat
af Pdx aequatio’ modularis ’poterit _exhiberi: Si enim
fuerit dex__.af Pdx—+K ‘exiftente K funcione ipfa-
rum & et x algebraica, erit ob fPdx—2z, [Bdx—az
+K etdz—= Pc?xx—-l—-qzda-{—l(da, quae aequatio re-
uera erit modularis..' Quoties igitur Bdx vel reipfa po-
terit integragi, vel ad, \ntegrationem ipfius Pdx deducl,
aequatio habebitur modularis, quae erit differentialis pri-
mi gradus, At fi Pdx eft integrabile, ne hoc quidem
opus eft: fod 3—/Pdx erit fimul pequatio modularis.

§. r1. Si antem fBdx neque algebraice exhiberi
neque ad fPdx reduci poteft, difpiciendum -eft, num
JBdx ad-integrationem' alius differeptialis, in qua ¢ non
ine@t, poffit reduci. Tale enim integrale in qua « mon
inet mon turbat aequationem modularem, cum fi libue-
rit per differentiationem tolli poffit. Atque eodem iu-
re, fi f/Pdx reduci poterit ad aliud integrale, quod «
non continet, nequidem hac -ipfius dete_rmmanone
opus eft, fed 2= £P dx ftatim dat aeg uationem modu-
larem, ve fi ﬁt‘f dx__bedx data b per &' et"K
‘per x tantym, erit aequatio modulms z_..bf Kdx feu

dz__’-’g'—”—‘-xbdx. R
Z 2 §. 12.
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. §. z2. Si autem haec omnia-nullum inueniaat lo-
cum indicio eft, aequationem - modularem primi gradus
differentialem non dari. Quamobrem in altioris gradus
differentialibus quaeri debebit. Ad hoc differentio de-
nuo aequationem d3=—Pdx—-dafBdx. Pono autem
dB=Edx—+ Fda, quo fako erit ipfiss fBdx diffe-
rentiale Bdx +daj' Fdx. Differentiatione igitur per-
aka et loco f Bdx eius” valore ex ‘eadem aequtione

nempe 35— pofito, habebitur ddz—Pddx+-dPix

b+d§1“_”=““ +Bdadx~+dafFdx. Erit igite
d.l"'" %ﬂ dzdda 'Pdad: dex_h_.Pixad‘dc de. Cum

“autem- (k' fBlx =942 P25 et [Pdx—x2, fi derre-
«duci poterit ad integralia fBidx'--et. SPdz vel fireiph
poterit integrari, habebitur aequatio modularis, quae erit
- differentialis fecundi gradus.  Vt 6 fuerit fFdx—afBd
—+-8fPdx +K, datis 2 et & vtcunque per & et con-

ftantes, et- K per ¢ et x conftantes, erit agquatio mo-

dlﬂ"‘ll‘ls haec daddz—-dzdda—l;d:'ddx—qtl’dxdda—dl’dadx Ba__d: —

!i%:“’“’+ez+x At B et F ex dato P ficiler-
periuntur.

§. 13. Si J/Fdx quod autem ranﬂime euenit vel

‘non amplms in fe contineat @, vel ad aliud poffit re-
duci, in quo « non ‘infit, aequatio “inuenta differentialis
fecundi gradus pro legltlma modulari ‘poterit Hhaberi.
, Sed fi haec omnia nondum fucceddnt, adhuc differen-
“tiatio eft inflituenda, in qua differentiale ipfius [Fdz
erit Fdv—+dafHdx pofio dF = Gdx—+Hda. Quo
fa®o videndum eft vel an jH dx re ipl poffie exiiibe-
2 i
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ri, vel an pendeat a praccedentibus /Fdx, fBdx et
JPdx, vel an poffit ex figno fummatorio ¢ eliminari.
Quorum fi quod obtigerit, habebitur aequatio modula-
ris differentialis tertii gradus; fin vero nullum locum
habwerit, continuanda eft differentiatio fimili modo do-
nec figna fummatoria potuerint eliminari. '

§. 14. His generalibus praemiffis ad fpecialia ac-
cedo, cafus euoluturus, quibus fun&io P quodammodo
determinatur.  Sit igitur P fun&io ipfius x tantum, @
prorfus non inuoluens, quam littera X defignabo, erit
ergo.dz—Xdx, quae quidem aequatio quia non con-
tinet ¢, ad vnicam videtur curuam pertinere, neque
ad modularem pracbendam apra effe. Sed cum in in-
tegratione conftantem addere liceat, poterit efle 2=
JXdx 4 na feu diftrentiando dz2—=Xdx—+4-nda, quae
eft vera aequatio modularis. Eadem aequatio prodiif~
fet, fi iuxta regulam X differentiaffem pofito » con-
flante, vode prodit B—o et fBdx—n conftanti, or-
ta igitur effet aequatio modularis dz—Xdxr—+nda
cuius loco potius integralis 2— fX dx - ne vfarpatur.

§. 15. Sit ninnc P—AX, exiftente A fun&ione
ipius #, et. X ipfius » tantum. Cum igitur fit 2=
JPdx erit z=fAXdx feu quia in integratione & vt
conftans debet confiderari, 2=AfXdx. Quac aequa-
tio feu eius diffcrentialis Adz—2dA—A"Xdx erit
aequatio. modularis quaefita. Loco A quidem cum fie
fin&io ipfius @ tantum, poni poteft' ipfe modulus &:
nam loco moduli eius fun@io quecunque codem iure
pro modulo haberi poteft.

Z3 §. 16,
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§. 16. Sit P=A -} X litteris A et X eosdem
vt ante retinentibus valores. Erit-ergo d2—A x4
Xdx atque 2—=Ax—+fXdx, quae aequatio iam eft
modularis ; quia modulus A non eft in figno fumma.
torio inuolutus. Si quem autem fXdx offendat, dif-

ferentialem aequationem dz—Adx - di-i—de pro
modulari habere poteft.

§. 17. Simili ratione modularem aequationem in-
nenire licet , fi fuerit P— AX—A-BY+HCZ etc. i
A,B,C ﬁmt funtiones quaecunque ipfius moduli ¢,
et X,Y,Z fun@iones quaccunque ipfius x et con-
ﬁantmm exceptd 4. Namque obdz—=AXdJx+BY
dx4-CZdx erit 2=A[Xdx~+BfYdr—+CfZdrx,
quae fimul eft mioddlaris, cum modulus 4 nusquam
poft fignum fummatorium reperiatur.

§. 18. Sit P=(A+-X)* feu 2—fdz(A+ X\
Differentiale ipfius P pofito x conftante eft n(A—-X)'dA
id quod per ¢ divifum dat fuperiorem valorem B
vid.§.8. Erit igitur d3—(A—-X*dx+-ndA [(A—+-Xdx .

42— (A4-Xydr - .
feu fdx(A+ Xy = —7A ) -=. Cum ig-
tur fit fd2(A—+X)*=2, fi haec duo integralia a
inuicem pendeant, vel fd.x(A-}-X)ﬂ ' algebraice e
iam exprimi poterit, habebitur quod quaeritur.,  Si neu-
trum contingat denuo differentiatio eft inftituenda. Eft
.autem differentiale ipfius fd2{A —- X y— — dv(A4-X)

o+ (n—1)dAf(A+X)* dx = Diff, & (A”;:X)"if—
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. I . d3—(A+Xdx
Erit itaque fiA—+X) g D — 1
Q1
‘M(l:i;( ; . Quare videndum eft an Jix(A-4-X)™*
poffit vel integrari vel ad priora integralia reduci.

§. 19. Si » fuerit numerus integer affirmatiuus
aequatio -modularis erit algebraica. Nam (A4 X)*
poteft in terminos numero finitos refolui, quorum
quisque in dx ductus integrari poteft, ita vt modulus
« in fignum fummatorium non ingrediatur. Erit autem
sequatio modularis haec 2—=A™x—+ A X dy--——A"""
JX*dx etc. .Examinandum igitur reftat quibus cafibus
fi n non fuerit numerus integer affirmatiuus, fupra me-
moratac conditiones locum habeant.

§. 20. Sit primo X—=4x™, vbi & etiam ab 4
pendere poteft; erit ergo y— (A +bx™)"dx. Haec
formula primo ipfa eft integrabilis, fim—} defignante
i pomeram  quemcunque affirmativum integrum : dein-
de etiam fi m— 5. His igitur cafibus aequatio mo-
dularis fit algebraica.” At fim——1, vbi 4 ab #non pen-
dere poteft illa quidem aequatio integrationem non admit-

tit fed fequens dz=(A—+bx »)*dx+-ndAfdo(A—+bx »"—"
enadit integrabilis, fitque aequatio modularis differen~
tialis primi cafus.
§. zx. Non folum autem, quictnque valor ipfi
m tribuatur aequatio modularis differentialis primi gra-
dus haberi poteft, fed etiam fi firerit 2—=/x"d (A 451"y
Fiet enim dz = X" dx(A—+-bx)"—-ndAfx™de( A—-brk)
Sed
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o am ATTA-B S nRA
Sed eoft fimd(A—-but)= m—-nk—+ 1 m——nk—+1
Jxmdx(A4-ba*)™, feu fx™dx(A—+baxt)*—=
(m~4nk+1)z 2™ (A4-bxtpr
- nkA B nkA
bebitur aequatio modularis hacc Akdz=—(A -+ baxtp
(Akx™dx—x™ dA)+ (m—4-nk+1)2dA. Simili
modo modularis effec inuenta, fi fuiffet 2— BA™d
(A—-b4x%" alia enim non prodiiffet differentia nifi
quod foco z feribi debuiffet <, et loco dz, 2
quidem B ab @ ettam pendeat.

. Confequenter ha- -

§. 22. Miffis ~autem huiusmodi litterae P deter-
minationibus,, quippe quae minus late patent, ad aliss
accedo, quae multo faepius vfui effe poffunt. Cont-
nentur hae determinationes ea functionis cuiusdam pro- -
pofitac proprietate , qua functio eundem vbique tenet
dimenfionum quantitatum variabilium numerum. Tales
enim fun®iones peculiari modo differentiatiopem ad-
mittunt. Ve fit # fun&io nollius dimenfionis ipfaram
a et x, cuivsmodi funt 2, ¥€=%1) jliseque fimiles, in

quibus ipfarum @ et x dimenfionum numerus in deno-

" minatore aequalis eft numero dimenfionum numerato-
ris. Det autem talis functio # differentiata R ax - Sdg,
dico fore Rx+Sa—0¢. Nam fi in fun&ione % po-
natur ¥ =4y, omnia & fefe deftruent et in ea praeter y
et conftantes nulla alia littera remanebit. Hancobrem
in differentiali poft hanc fubftitutionem aliud differen-
tiale practer 4y non reperietur., Cum autem fit x —ay
' erit

4
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erit dx—ady-+yda, ideoque du—Rady+Ryda-+Sde
Debebit ergo efle Ry—+ S=o, feu Rx—+4Sa=o.

§. 23. Sin vero fuerit 4 fun®io m dimenfionum
iplatam « et x, atque du—Rdx—+-Sda; erit ,5—,,

fun&io ipfarum « et x nullius dimenfionis. Differentie-

u " xdu—mudx Rxdx—mudx—+-Sxda.
tungltur— et prodibit e feu ==

Quod cum fit differentiale fun&ionis nullius dimenfionis
erit Ra? —mux—+Sax=o, feu Rx—+Sa=wmu. Qua-
te fi fuerit » funtio m dimenfionum ipfarum 4 et x;
atque ponatur du_..Rdx—l-Sda erit Rx-—l—-Sa__mu
ideoque du—Rdx—+%(mu—Rx) feu adu=Radx
—Rxda +muda.

§. 24. His praemiffis in dz=Pdx feu 2=
fPdx fit P fun&io » dimenfionum ipfarum « et x, erit
igitur z talis fun®io dimenfionum n—+ 1. Quare fi po~
natur dz =Pdx+Qda, erit Px+Qa—=(n+41)z.
Ex quo valor ipfius Q fub(htutus dabit aequationem
modularem dz_.de—l— Y((n4-1)2—Px) feu adz
—-(n4-1x )zda_.Padx dea Quae tantum eft dif-
ferentialis primi gradus. Cum autem generaliter erat
Q=/Bdx, erit hoc aalu (n—41)/Pdx—afBdx—+
Px. Ex quo perfpicitur hoc cafu integrale fBdx fem~
per reduci ad fPdux.

§. 25. Eadem aequatio ‘modularis proueniet ex con-
fideratione folius P. Pofito enim dP —=Adx <+ Bda,
erit sP—Ax—+4+Be. Cum autem fit dz—Pdx—-da
Tom. VII. Aa JBdx
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JBdx, erit dz:de-—l—%—“f((thx—Axdx) in qus
integratione & conftans habetur. Erit igitur fnPdx—
nz, et [Axdx—=Px—fPdx ob fAdx—=P. Habe-
bitur itaque d2—=Pdx—+¥(n-+1)2—Px), id quod -
prorfus congruit cum praecedentibus.

§. 26. Retinente P fium valorem n dimenfionum.
Sit z—[AP X dx, vbi A fit fin&io ipfius 2 et X ipfins &
gantum.  Erit igitur T=/PXdx. Pofito dP=Adx
—+Bda, (in quo littera A cum altera quae eft findio
ipfius ‘@ tantum non eft confundenda) erit 2P —Ax+
Ba. Ipfius PX différendiale igitur pofito x conftante
erit BX da. Confequenter habebitur d. £ —=PXdr+
- dafBXdx=PXdx+%¥ f(nPXdx—AX xdx). Eft
vero nPXdx="7 et fAXxdx=PXx—[PXdr-
[PxdX. Quare fiet d. % —PX Jx— Xzl (ackieie
~+ ¥[PxdX. Nifi igitur [PxdX reduci poterit ad
JPXdx vel prorfus integrari, aequatio modularis dif-
ferentialis primi gradus. dari nequit. '

§. 27. At fi foerit 2—R/Bdx, exiftente R fur-
€tione quacunque algebraica ex «, a et etiam. ex 3 con-
ftante, at P functione ipfarum & et x dimenfionum 7
Quia eft 3= fPdx erit d. F—=Pdx— (= py
—Rd22R Gu Radz—zadR—(m—+1)R2de=PR’
adx—PR*xda. In vniverfum autem: teneatur, quo-
ties 2= fPdx ad aequtionem modularem reduci pof-
fit, toties etiam 2==R/Pdx ad aequationem modulz-
sem reduci pofle. Nullum aliud enim difcrimen ade

ut,
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rit, nifi quod in illo cafu erat 2, hoc cafu debeat effe

- Quare i R fuerit vel quantitas algebraica, vel ta-

lis transcendens, vt eius differentiale pofito etiam & va-

riabili poffit fine fummatione exhiberi, aequatio modu-

laris per praecepta data reperietur. Quamobrem in po-
fterum tales cafus, etiamfi latius pateant praetermitters
licebit.

§. 28. Ponamusefle 2—f(P—+ Q)dx, feu 2—fPdx
—+/fQdx et P effe fuinQionem ipfarum & et a dimen-
fionum n—1, Q vero fundtionem earundem @ et x di-

menfionum m—1. Cum igitur differentiale ipfius fPdx

fi Medx=xda) 4 dapryp gy et differentiale ipfius fQdx

fit 2ed=xdd 4 dery O g, erit e EHL =) &
(nfPdx—+4-mfQdx). Ponatur 22—=F+3) ("d”_m)—u,
eritq #—=nfPdx—+m[Qdx. Si lgltm‘ porro diffe-
rentietur erit gy— UPmOade=rda) | 93(1n (P gyt
JQdx). - Pofito igitur “r=tPmQNade sy o g
#fPdx—~+m*[Qdx. Eliminatis nunc ex his tribus ae-
quationibus ipfarum z, # et # integralibus S Pdx et fQdx,
prodibit haec aequatio mnz—(m—+n)u—2=o0. Quac

aequatio, fi loco # et ¢ valores affumti fubftituantur, erit
modularis quaefita.

§. 29. Simili modo fi fuerit 2=f(P+Q+R)dx
¢t P fun®io n—1, Q fun&tio m—1 et R funQiok—1

dimenfionum ipfarum et x.Ponatur y—282-F~-A=FR)(adxxda)

et t_adu-\nP+1:8+kR)(adx—ada) adt—(n’P+m’Q+k’R)(adx—xda)

] et s— da-

Aa2 Quo
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Quo fato erit aequatio modularis haec: kmmz—(kn
—kn—mn)u—(k—-m—-n)t—s—o.

§. 30. Sit porro 2= f(P+Q)*#x, wbiP fi fu-
&io 7 dimenfionum, Q vero fun&io m dimenfionnm
ipfarum ¢ et x. Quando igitur et /P—Adx + Bda
et dQ=Cdx+ Dda, erit nP—Ax-+Ba e
mQ=—Cx—+Da. Differentiale autem ipfius (P-4 Q)
pofito x conftante diuifurn per dz eft k(B—D)(P+4-Q )+
Hanc ob rem erit dz=(P—+4-Q)tdx+ "= /(P4- Q™
(Ba—+Da)dx. Cum autem fit Ba—=nP—Ax et Dsa
=mQ—Cx, et Adx—dP et Cdx=dQ ob ¢ in
hac integratione conftans, erit dz—=(P—+-Q)* dx—l—?
S P+Q*(nPdx+mQdx—xdP—xdQ),feu dz=

(P+Q)\(adx—=xda) daf( P-Q ) ( (k1)

P’ +3 )
adz~(P+Q Y (adx-xda)-2de
kda

Pdx—+-(mk—+-1)Qdx ). Ponatur

=u erit u—f(nPdx—+mQdx)(P+Q *. Qure

fi integrale f(nPdx—+-mQdx)(P+Q *— pendet 2b

integrali J'(P—+Q J*dx habebitur aequatio modularis dif-
ferentialis gradus primi; fin minus differentiatio eft con-
tinuanda.  Fit autem du— (nPdx—+mQdx)(P4-Q)
22— L P—4-mQ ) (P4-Q )"t L ke Prdx—+-( 2k
mn—+n—2mn—+ m)PQdx+kmQdx)[(P+ Q).
adu—uda— (nP—+-mQ ) (P—4-Q Y (adx —xda)

da
erit ¢ —f(kn*P*dx—-(2kmn—+n— 2 mn—+m*)PQdx

+km* Q' dx)(P+ Q).

Et pofito 2=

9 31
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§. 31. Cum igitur habeantur tria integralia viden-
dum eft, num ea a fe inuicem pendeant, hoc enim fi
fuerit, habebitur aequatio algebraica inter £, # et 2,
quae dabit loco # et u fubftitutis affumtis valoribus ae-
quationem modularem diffcrentialem fecundi gradus.
Quo autem facilius in cafibus’ particularibus perfpici
pofiit, an pendeant a fe inuicem, ad alias formas eas
reduci conuenit. Cum igitur fit 2= f(P—Q ftdx
erit 8 —=mz~+(n—m)[(P+Q)*—"Pdxet t—=(2km
tn—myu—(km*—m*+mn)z—+ (n—m) (k— 1) f(P
+Q)*—*P*dx. Quaerendum itaque eft an (P Q)*—
P:dx reduci poffit ad haec [ (P—+Q Y Pdx etf{ P—-Q)dx
Velan fit [(P+Q #—*P*dx—af( P+ Q *'Pdx—+-
8J(P+4-Q *dx—V defignante V quantitatemn algebrai-
am quamcunque per ¢ et x datam, et « ac & funt
coefficientes ex conftantiffimis et ¢ compofitae.

§ g2. Fiat igir V=T(P+4-Q }*~ huius dif<
ferentiale * pofito « conftante fit 4T (P4 Q '~~~
(k=1)(TdP4+TdQ )(P—+Q )—= Prodibit ergo fe-
quens aequatio P*dx — aP*dx—+ aPQdx 4~ BP*dx
-+ 28PQdx 4-8Qdx + PdT 4 QdT—+ (k—1)
TdP+(k—1)T4Q, quae per dx diuidi poterit. At
T ita debet accipi, vt termini repondentes fefe deftru-
ant, famtis ad hoc idoneis pro a et & -valoribus.

§. 33. At fi per fPdx non abfolute determinetur = /

z fed quantitas fQd=z, data Q vtcunque per ‘2 et =z,
atque P per 4 et x; habebitur ifta aequatio Qdz—
Pdx in qua imdeterminatae x et 2 funt 2 fe indicem

Aag fepa-
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feparitac. Modularis vero aequatio hoc modo inuenie-
fur: Quia eft /Qdz=/Pdx differentictur vtrumquoe
membrum ponendo etiam @ variabili ope dP—Adx
~+Bda et dQ=Cdz—+Dda. Erit ergo Qdz+
dafDdz=Pdx+dafBdx feu Qdz=Pdx—ds
(/Bdx—fDdz). Quae aequatio, fi fBdx et fDdz
poterunt eliminari, dabit modularem quacfitam.

§. 3%4. Sit P funtio ™* dimenfionum ipfarum «
et x, et Q fun&io "' dimenfionum ipfarum « et z.
His pofitis erit Diff. [Pdx— 2lefdetratomll o
Diff. [Q dz—"4Qdx+2e=2) Ex quo eruitur iffa sc-
quatio (m—n)f Pdy—Qldz—zln) MUl o [Py
—/fQdz. Quare fi fuerit m=n, erit Qadz-Qzds

*Padxr—Pxda. quae eft acquatio modularis, fu
da __Qdz—Pdx
8 —Qz —Pa°

-+ §. 35.°Sin vero m et n non fint aequales, 2c-
guatio modularis ‘erit - differentialis fecundi gradus. Nam
cum it (m—n)fPdy = Ylede=zda)-Hale=2ds) ¢ iff,
Q'_,_(t_ldz-‘ zde) —Pladx—xda) __ m(m—nldafPdx -+ (m — n)P(adx —2da)

. da ' [ e
- mQ(adz—2da)-nP(adx~xda) . :
— e . Quae aequatio eft modularé

quaefita.

§. 36. Si in aequations propofita dz—-Pdr=¢
indeterminatae non fuerint a fe ipuicem feparatae,
ita vt P.fit fun®io involuens x et z et «; debebit
per quantitatem quandam R multiplicari, quo formu-
la Rdz—+PR%x vt differentiale integralis cuiusdam
S poffit confiderari. Erit itaque dS—Rdz—+PRdx=0,

' B ideoque

\
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ideoque S —Conft. Sed ad quantitatem R inuenien- -

dam, fit dP—=Adx—+Bdz et dR=Ddx-+4Edz,
vbi < tantisper pro conftante habemus. His pofitis
erit d.PR=(DP+4+AR)dx~+(EP +BR)dz, quo-
circa debet efe D—=EP--BR. At ob D—"8Ed=z
fiet Edz+EPdx—4-BRdx=dR. Cum vero fitdz
~Pdx—=o0, habebitur /JR=BRdx, et /R=/Bdx.
Cognita vero eft Bex dato P, et quia Bet 2z et xin-
woluit, Bdx integrari debet ope aequationis 7z~ Pdy
—o, fi quidem fieri poteft. Sit itaque fBda—=K,
eritque R—=¢* pofito /e—r.

§. 37. Cum igitur fit 48— X7z &XPdrx—v,

ad aequationem ‘modularem inueniendam fit /K —F dw
+Gdz—+Hda, eritque de¥— & F dx-4-Gaz—-Hda).

Sumatur deinde integrale ipfius £XHdz pofito tantum 2

-variabili, x vero et & conflantibus, quo fa&to erit ae-
quatio modularis eXdz—-eX Pdx4-dafe*Hdz =0, ku

dinifo per & haec dz—4-Pdx—-eXdafXRdrz—0.

Alia aequatio modularis inuenitur, pofito dP = Adx
Bdz—+Cda, erit enim ipfius 5P differentiale pofito
x et z conftante hoc eX(Cda—~-PHda). Integretur
eX*dx(C—+PH) pofito tantum x variabili, quo faGo
erit aequatio modularis 4z +Pd.1+e‘"‘da fe“dx (C
4+ PH)=o0. Sed huiusmodi aequationes modulires nifs

R poﬂ'xt fine aequatione propofita dz—+-Pdx—o deter-' :

mman, mullivs fere funt vfus. .

§. 38. Confideremus igitur cafos particulares, fitque

i aequanone dz+4-Pdx—o, P functio nullius dimen~
fionis




v

- w—z et T—=P. Prodibit igitur. Ix—l-—j;_q\:o fen ad-
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-fionis ipfarom x et z, non computatis conftantibas et

modulo ¢. Formula vero dz—+Pdx integrabilis fem-
per redditur fi dividatur per 2—~+-Px, quamobrem erit
S =222 = Conft. Fit autem fd"'z_",'_';,f’ == I(z+Pxy

=%, Deinde pofito z—=z¢x, fiet P fun&tio 1pﬁus

2--Px*

¢ tantum quae fic T. Quare erit S =2+ Pa)—f%;
quod per quadraturas poteft exhiberi.

§. 39. Ad aequationem modularem igitur- inue-
niendam nil aliud eft agendum, nifi vt <=5 ":_’:_’::‘ diffe-
rentietur pofito quoque modulo @ variabili. - Ponatur

igitur JP—=Adx—+Bdz—+Cda, vbi erit A.a.—}-Bz::a
Differentietur nunc cocfficiens ipfius 4x, nempe 3
pofito tantum & vanablh, erit eius differentiale (zgf,‘f:).
Demde integretur w tantum x pro variabili habi-

, quo fao erit aequatio modularis quacfita 4z
de+(z+Px)daﬂzﬂf::),: . Simili modo ex
coefficiente ipfius dz qui cft = prodit haec aequa-

tio modularis /2 Pdx— (z—-}—Px)daf(z,,.,,,z_o, in

qua integratione 2 tantum pro variabili habetur. Siue
Dat

etiam haec Jz+Pdx=(2+Px)daf, 75 in qu
C et T per folum # et 4 dantur.

§. 40. Practermittere hic non poffum , quin geners-
lem aequationum hemogenearam , vti a Cel. Iob. Bernoadi

. vocantur, quae- omnes hac aequatione dz—-Pdax—o

continentur, refolutionem adiiciam. Namque repentut
ex (§.38) /(2—+Px) ——'ft-!-'l':l(t"l"’r) ~/ G Wb

ielts
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ie®a conflante /5—/ ,7:1_-'1. Vt fi propofita fit aequatio
nxdz—+dx V(x* - 2*) —o fiet P:V (x;—]— zz), po-

fitoque z=tx, erit T="2" deoque /S — T

fiat V{r—#t) =t erit s="5 et dr—=21t),
) s 78 —nds(i4-ss)  __ —n_ n?

Quare erit Iy — [or s s = s l.r-+—rz_,l( (n—1)

$—n—1).

§. 41. Quo tamen vfus calculi §. 36 in cafu fpe-
ciali appareat, fit aequatio propofita dz—+pzdx—gdx
—o, in qua p et ¢ vtcunque in « et x dantur. ‘Quae
aequatio cum illa generali dz—+-Pdx—0 collata dat
P=pz—gq, ex quo fiet B—p, et /R=/pdx feu R
=¢/?%*, Cum igitur fpdx per quadraturas poffit af
fignari, cognitus eft valor ipfins R, ideoque aequatio-
propofita per e/?%* multiplicata fit integrabilis: erit igi-
tur e/ 4z -e/t4* prdx— e/t gdx—0. huiusque in-
tegralis e/P4* 2= fe/P4*gdx feu 2= /P plrixgyy,
Differentiari itaque debet e—/4*f4/td244x pofitis et
et » variabilibus, et differentiale ipfi 72 aequale poni,
quo fato habebitur aequatio modularis. Pofitis igitur
dp=fdx—-gdaetdg—hdx—+ida prodibit ifta ae-
quatio modularis dz==— ¢ (pdy - dafgdx)f eIte=
gdx—qdx—+eIPda [t (idx 4—qdxfgdx), feu
pofito breuitatis gratia fe/?%*gdx—T erit d 3 — — g—Jpdx
Tpdv+—qdx -t dafe?idx— e % 44 Tgdy.
Ex qua operatione intelligi poteft, ad aequationem
modularem inueniendam id maxime effe efficiendum,
vt in aequatione propofita indeterminatae a fe inui-
em feparentur. . .

Tom. VI, "Bb AD-
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‘AVCTORE

Leonb. Eulero.

6 1.

N fuperiore differtatione, in qua methodum tradidi
aequationem pro infinitis curuis eiusdem generis in-
ueniendi, ipfius Q valorem in aequatione dz=

Pdx+Qda determinmare docui, ex data aequations %
—/fPdx. Namque fi P exx, ot @ cum  conftantibus
vtcunque fuerit compofitum; manifeflumn eft - fi de'-t'
differentietur pofito non folum x fed etiam g variabili,
prodituram eflfe huius formae aequationem dz=Pdx
~+-Qda, in qua valor ipfius Q neceffario a quantitate

P, qme eft cognita, pendebit. Demonftraui fcilicet,
fi differentiale ipfius P pofito x conftante fuerit Bda,
fore ipfius Q differentiale pofito @ conftante, Bdx,ex
quo pendentia ipfius Q a' P fatis perfpicitur.

§. 2. Cum autem inuentus fuerit valor ipfius Q, aequa-
tio /2—=Pdx—4-Qdz exprimet naturam infinitarum cur-
warum ordinatim datarum, quarum fingulae feorfim con-
tinentur aequatione dz—Pdx, a fe inuicem vero dif

diffe-
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differunt diverfitate “parametri fen modnli 4. Et hanc
ob rem aequationem dz:=Pdx—+Qda in qna modu-
lus @ tanquam quantitas variabilis ineft, cum Cel. Her-
manno aequationem modularem vocaui.

§. 3. Si Pdx integrationem admittit, feu i cur-
me ordinatim datae omnes funt algebraicae aequatio 2
=/Pdx fimul erit modularis; nam quia nulla adfunt
differentialia, modulus # aeque variabilis ac x et 2 po-
terit confiderari  Sin autem Pda integrari nequit, ae-
quatio etiam modularis non erit algebraica, exceptis ca-
fibos quibus et P—=AX 4-BY 4+ CZ-etc. exiftentibus
A, B, C etc. fun@ionibus ipfius « et conftantium, atque
X, Y, Z etc. fun&ionibus ipfius x et conftantium tan-
tum, modulo # ipfas non ingrediente. Etiamfi enim
ipla aequatio /2—=P4x fir differentialis, tamen aequa-
tio modularis 2—=A fXdx—+BfY dx—+ CfZdx etc. in-
flar algebraicae eft confideranda. :

§- 4. Nifi autem P talem habuerit valorem aequa-
tio modularis vel erit differentialis gradus primi vel al-
tioris gradus. Differentialis quidem primi gradus erit,
i Q vel erit quantitas algebraica, vel integrale ipfius
Pdx inuoluet, hoc enim cafu 2 loco fPdx fubflitutum
tollet quoque fignum fommatorium, ita vt aequatio mo-
dularis differentialis pura fit proditura.

§. 5. Deprehendi vero in fuperiore differtatione,

Q toties algebraicum habere valorem quoties P tafis
fuerit ipfarum ¢ et x fun&io, vt numerus dimenfionum,
quas @ et ¥ confhtuunt fic vblque idem atque — 1, feu
Bb 2 quo-
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quoties Px vel -‘Pa fuerit funttio ipfarum & et x nollins
dimenfionis. Deinde etiam obferuaui, quoties in P lit-
terae ¢ et x eundem tantum vbique conflituant dimen-
fionum numerum, toties Q ab integratione ipfius Pdx
pendere. EXx quo, cum tam exXimia confequantur fub-
fidia ad aequationes modulares inueniendas, maximeiu-
nabit inueftigare, num forte aliae dentur huiusmodi fun-
Qiones ipfius P, quae iisdem praerogatiuis gaudeant.
Has igitur a priore inueftigare conftitui, quo fimul me-
thodus tales functiones inueniendi aperiatur.

§. 6. Si P eft fun&io ipfarum # et x dimenfio-
mm —1, feu 2 fun&io ipfarum « et x nullius dimer-
fionis, oftendi fore Px+4-Qa=—o, feu Q—=—%. Su-
mamus. igitur efle Q=— et quaeramus, qualis fit P

fin&io ipfarum & etx. Atfi Q—=—ZZ erit dz=Pdr
~red Quamobrem P talis effe debebit fun&io ipfa-

um & et x, Vvt dx—’iﬁf per eam multiplicatum euadat
integrabile. Hic autem per integrabile non folum in-
telligo, quod integratione ad quantitatem algebraicam,
fed etiam quod ad quadraturam quamcunque reducitur.
Si igitur generaliter inuenerimus quantitatem , in quam
£x — =% du@um fit integrabile, ea erit quaefitus valos
"ipfiss P, eius proprietatis, vt fit =k

§. 7. Fit autem dv—2% integrabile fi multipli-

eatur per §, integrale enim erit —-¢, defignante ¢
_ quantieatem conftantem quamcunque ab & non penden-
. Quocitca, fi f(5—+¢) denotet fun@ionem quam-
cungue
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anque ipfius S+¢, fiet quoque dx—’-’f—" integrabile,
i multiplicetur per (f(Z—-¢). Qui valor cum fit
maxime generahs, erit P=2f(F-4¢), et Q===

Eft vero f(z —+¢) fun&io quaecunque ipfasum @ et x
mullius demenfionis. Quamobrem quoties Pz fuerit
fintio nulhus dimenfionis ipfarum « et x, toties erit

Q=-—73, ideoque aequatio modulasis 4z = Pdx—F2.

A}

§ 8. Sit Q—A-", et A fun@&io quaecunque
ipius a et conftantium ; erit dz—=Pdx— Adqg—"22¢
fen dz—Ada—Pdx—*22, In qua aequatione cum

dz—Ada fit integrabile, debebit Pdx—?=%%’ quoque
effe integrabile. Hoc autem per praecedentem opera-

tionem euenit i P=3f ~4-¢). Tum igitur erit Q
—=A-5f(%4-¢). Simuli ratione intelligitur fi fue-
rit P=X4-Lf(5-4¢), denotante X fun&ionem ip-
fis x tantum, fore Q=A —5f(54-¢), vbi vt ante
f(5+4¢) exprimit funéionem quamcunque ipfarum &
et x nullius dimenfionis.

§. 9. Sit Q=—", vbin indicet mumerum quem-
cinque ; erit d2—Pdx—"22.  Debebit ergo P talis
effc quantitas, quae dx —"—,‘g“-’ fi in id multiplicetur,

reddac integrabile. Fit autem dx—"22 integrabile, 6

R . X
ducatur in —, integrale enim erit 7 Quare genera-

liter erit P:a—f, f (:n—"'")- Atque quotics F salem
Bb 3 ha-
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re

x
habuerit valorem erit Q —=— -’-‘—— f( Z 2 +°) Intelligi-
tur etiam fi fuerit P— X—l—- f( —+¢), fore quo-

que generalius Q—A— - f ( 7 ——4¢). "Vbi vt ante

et in pofterum femper f denotat fun&ionem quamcunque
quantitatis fequentis. At A eft functio quaecunque ip-'
fius @, et X funttio quaecunque ipfius x tantum.

- § 10. Quo igitur dignosci queat, an datus quis-
piam valor ipfinss P in formula inuenta contineatur,

poni debebit a:b’{, quo fao videndum eft, an Pé
fiac fun&tio ipfarum 6 et x nullius dimenfionis, vel an
prodeat aggregatum ex functione quadam ipfius x tan-
tum, et tali finctione. Quod fi deprehendetur, ha-
bebit P proprietatem requifitam , eritque Q aequile buic
ipfi fun&ioni in—7 ducae vna cum functione quacun-
que ipfius A. In vniuerfum autem notandum eft quan-
titatem P functione ipfius x-vt X, et Q functione ip-
fius ¢ vt A pofle augeri. Nam fi fuerit dz—Pdx
—~+ Q4da aequatio modularis, talis quoque erit aequa-
tio d2—=Pdxr—+ Xdx—+Qda—+ Ada. Pofito enim
dy loco dz— X dx— Ada habebitur du =Pdx —+Qda,
quae cum priore prorfus congruit. Hancobrem fuper-
fluum foret in pofterum ad valorem ipfius Q affum-
tum, fan&ionem A ipfius @ adiicere. Quare hanc ap-
parentem generalitatem negligemus.

§. 11
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§. 1x. Sit nunc Q =PE denotante E fun&ionem
quamcunque ipfius «. Erit itaque /2 —=Pdx—+ PEda
et P ulis quantitas, quae reddit /x4 E 44 integrabile.
At fi P—1 fit integrabile hoc differentiale, integrale
enim erit x—+fEda. Quamobrem erit P—={(x
JEda)et Q—Ef(x+fEda). Siue fi ponatur fEda
—A, fueritque P—=f(x+A) erit Q,:z—;‘f(x—l—A).
Num “autem datus ipfius P valor in hac formula con-
tineatur, hoc modo eft inueftigandum, ponarur x —y—A.
et quaeratur, an pro A tals accipi queat fun&tio ipfius e
et conftantium, vt P fiat functio folius y et conftantium,
guam modulus ¢ non amplius ingrediatur.

§. 12. Ponamus efle Q—=PY, vbi Y fit funtio
quaecunque ipfius ¥ modulum ¢ non inuoluens. Quo
pofito erit dz—=Pdx—+PYda, et P ulis functio quae
efficiat dx 4 Y d« integrabile. Pofito autem P—4§, fit
2= % t-q=X+a, fi ponatur f¥=X. Quamob-
rem erit P— § (X —+a). Quoties ergo P huiusmodi
habuerit valorem erit femper Q= f(X -+ a).

§. 13. Sit nunc generalius pofitum Q =PEY erit

s—Pdx+PEYda, vbi vt ante E denotat funtio-
gern ipfius @, Y vero ipfius x  Perfpicuum eft, fi fue~
rit P—¢ formulam iftamw differentialem effici integra-

bilem , prodiret enim z—f% -+ fEda, feu 3= X--A
pofito f ‘,’T”:: X. Quamobrem erit P—{f(X 4 A)—
“X£(X -+ A) hisque in cafibus fiet Q = %—%f( X4+4)
Comprehenduntur in his formulis etiam logarithmici ipfa-

rum A et X valores, vt i:yﬁt‘ X=IT et A=-/F,
N < —dR T
erit P=os {3 et Q= Fia {7
§ 14
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§. 14. Perfpicitur igitur omnes has formulas lo-
cum habere, fi aequatio propofita fuerit vel d2—dX
f(X+A) vel dz=%fX. Quoties ergo aequatio
propofita ad has formas poterit reduci, fubftituendis
X pro funcione quacunque ipfius x et A pro functio-
ne quacunque ipfius @, toties aequatio modularis pote-
rit exhiberi: erit enim priore cafu dz—dXf(X~+A)
. - dAf(X—4A) in pofteriore vero cafu dz—=%,f}

44 £X 1d quod quidem in his vniverfalibus exem-
plis facile perfpicitur, in fpecialioribus vero multo dif-
ficilins.  Quocirca maximum pofitum erit fubfidium
in reducendis cafibus particularibus ad has generales for-

mas, id quod, fi quidem talis reductio fieri' poteft,
non difficulter praeftatur,

§. 15. Si pomatur Q— PR, defignante R finc-
tionem quamcunque ipfarum « et x, erit dz—Pds
—+PRda. Ad inueniendum nunc valorem ipfius P,
fumatur formula dv—+Rda, feu aequatio dx- Rda
=0 conﬁderetur, et quaeratur quomodo indeterminatae
.a et x afeinuicem poffint feparari, feu quod idem eft,
per quamnam quantitatem 4x— R da debeat multipli-
cari, vt fiat integrabilis. Sit haec quantitas S et ip-
fins Sdx-+RSda integrale T erit P—=SfT. Hisque
in cafibus erit Q =RSfT. Haec operatio latiffime pa-
tet et omnes cafus complectitur, quibus Q cognitum
et a 2 non pendentem habet valorem.

§. 16. Progrediamur autem vlterius et in eos ipfiusP
valores inquiramus, in quibus Q non folum a P fd

etiam
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etiam 2 f Pdx feu a z pendet. Ponatur igitur prlmq
Q= % ¥ denotante n numerum n quemcung;. Eritergo d%
—Pdx + 2222 fendg -2 =Pax—2 Mul-

. g . £
tiplicetur vtrinque’ per 75> quo prodeat haec aequatio =

nzda Pa’x Pxda

— S =5 — o 0 qua prins membrum eft
integrabile. Debebit ergo etiam integrabile efle alte-
Pdx Pxda
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