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OBSERVATIO SOLSTITII
- AESTIVI,
FACTA ANNO MDCCXXX, PETROPOLI,

a
Georgio Wolffg. Kraffs.

§ 1.

Eftas feruida, quam hoc anno transegimus,
cum Aftronomis quam Agricolis magis pro-
pitia effet, ac praecipue circa_Solftitii dies (Y%,
_Solem per aliquot feptimanas fere femper £ ;.\’

purum et ab omni nube liberum oftende-§z 2
ret: facile coeli cultoribus perfuafit, vt ferenitatem hanc{ ;
a€ris in Aftronomiae commoda traherent, et maxime %
momento exato Solftitii aeftiui infidiarentur. Fa&um
id fcio fumma cum cura et diligentia in Obferuatorio
Imperiali. Volui tamen et ego eo, quo licuit wvti,
minori inftrumentorum apparatu, eundem hunc fco-
pum mihi proponere. Qua vero ratione, et qua via,
rem meam exegerim: praefenti {cripto hoc exphcarc
coaflitui.

Tab.

A2 §. a.



4  OBSERV ATIO SOLSTITII AESTIVI.

§. 2. Infrumenta quibus antiquiores maximam
Solis declinationem obferuare laborarunt, copiofe de-
fcribit Proclus in lib. I. Hypotyp. Aftron. Pofit. Gno-
mones praecipue in hanc rem adhibiti fuerunt; qua-
lem Lacedaemone erexit Anaximander, referante Stra-
bone, lib. L. et Diog. Laért. lib. II.  Maximam cele-
britatem inter hos acquifiuit A Pythea ereGus Mafliliae,
cuius obferuationem idem Strabo recenfet, nec non
Gaflendus in vita Peirefcii. Confenferunt in eandemx
methodum recentiores, maxime Caffiaus, qui praecla-
ro fuo Gnomone Bononiae ftatuto inuenit, altitudines
Solftitiales, facpe dimidio fere minuto primo diverfas
fuiffe: cuius rei varias cawffas adducit in Memoires
de Ia Mathem. et Phyfique. 1693.

. §. 3. Tutiores autem longe eas effe Obferuatio-
nes, quae circa aeftiuum Solftitium fiunt, merito iw~
dicat Dan. Gregorius, in Iocis nempe, quac ab Ae-
quatore verfus Polum Boreum fita funt; quia ob ma-
fores Solis altitudines non adeo turbant fubtile nego-
tium refraiiones. Quamuis autem hoc fequaris mo-
pitum, non tamen infignes difficultates euitabis, nifi
Inftcumenta ad manus fint, de quorum magnitudine
ac fide nihil defideres. Heuelius cap. IV. Prods. Aftron.
propria experientia edoftus flatuit, Solftitia , licet op-
timis et maximis Inftrumentis, etiam ab omnium ex~
ercitatiffimo  Obféruatore deprehendantur, nequaquam ,
tamen poffe in ipfis minutiffimis determinari. '

§. 4- Variis hisce impedimentis moa deterritus ,
fequente confilio rem aggreflis fum. Adhibui Qua-

dran-



OBSERV ATIO SOLSTITII AESTIVI. s

drantem ferreumn, cuius limbus orichalco obduétus fin-
gula minuta prima lineis transuerfalibus exhibet, radi-
us vero eft ditorum pedum Parifinorum cum 23 di-
gitis. Quadrans hic in Anglia primum fabricatus, ean-
dem plane corretionem paffus eft, quam ille quem
defcribit Clarifl. De /’Fsle in Tomo II. horum Com-
mentar. pag. 497. feqq. adeoque eius vlteriore defcri-
ptione non opus eft. Quolibet porro die poft acqui-
fitam folis aldrudinem meridianam ad notas quasdam
corretorias. eius errorem indagaui; interie@o autem
tempore fumma induftria cam, ne ta&u aliquo rudio-
ri telefcopium lateri affixum € fim fuo dimoueretur,
nihilque eorum omifi, quac_fubtilitas talis Infttumenti
requirere poteft.

§. 5. Quamuis itaque non haberem, cur fidem
Inftrumenti in dubium vocare poffem: malui tamen,
vt in re tam fubtili etiam minutias fectarer, vlterio-
rem adhuc adiicere diligentiam. Primo quidem co-
gitaui, in Inftrumento hums magnitudinis nom facile
committi errorem in diuifione illorum graduum, qui
totum Quadrantis limbum in partem dimidiam, ter-
tiam , quartam etc. fecant, adeoque poffe dinifiones gra-
dmmm 45, 30, 15, etc. aut in genere quintum quem-
libet gradum pro maxime tutis affumi; praeterea, ne
quid fuspicionis relinquerem , hos gradus ope circini ali-
cains maioris denuo examinaui per chordas ¢ dato ra-
dio computatas, quibus omnibus has diutfiones . legiti—
me fattas inneni. Cum itacue memor effem methd—
di illius, quam in horum Commentariorum Tom.IN.

A3 pag-
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° pag. 115. §. 6. propofui, qua ex datis duabus altitu~
. dinibus quibuscunque, vna cum diftantiis veris 4 meri-
die, altitudo aftri meridiana elici poteft: propofui mi-
hi hanc viam fequendam; idque eo magis, quia mu-
tationes Declinationis , -quibus illa methodus in Sole
fubie@a eft, circa Solftitii dies admodum paruae fant
in fpatio 5 vel 6 horarum, quas tamen non omnino
neglexi, vtiin fequentibus apparebit. Hinc Solem bis
obfernaui in altitudinibus quantum licuit talibus, de
-quarum fide certus.eram; atque deinde -ex tempori-
‘bus .ope horologii ofcillatorii exacte ad meridiem com-~
pofiti acquifitis, altitudinem folis meridianam calculo
fatis improbo et molefto venatus fum, eamque cum
inuenta in ipfo meridie per Quadrantem comparaui,
vt hoc modo de altitudine folis meridiana quouis die
obtenta eo rhagis certus effe pofiim. Verum quoniam
tempora etiam maXime in confiderationem hic venire
video: necefle eft, vt exponam qua ratione meridiem
obferuanerim, atque ad illum horologium meum di-
rexerim. '

§. 6. Cum affuetus effem illi methodo, qua Cla-
riimus De/’ Isle meridiem obferuare folet exa®iffime,
ope meridianae alicuius capillaris, quam imago Solis
in conclane obfcuratum per foramen immiffa percurrit:
facile iudicaui, exactiorem viam vix inueniri pofie.
Sed denegabant mihi circumftantiae eiusmodi concla-
uve, in quo fenefiris claufis noctem eflicere poffem.
Igitur cura mentem fubiit, an fortaSe in mufeo a So-
le illuminato idem efficere liceat, falua rei exactitu-

: dine,




OBSERV ATIO SOLSTITII AESTIVI. +

dine. Quapropter in hunc finem parieti lapideo fe-
neftrae illius conclauis in quo obferuare datur, infixi
horizontaliter cylindn#h orichalcinum caunm, cuius
apertura aequat 7 lineas pedis Parif. cui aperturae im~
mifi cylindrum alium folidum, in priori cauitate ho-
gizontaliter . volubilem , femper tamen firmum, qui in

extremitate fua annulum affixum gerit, cui vitrum po-~

litm commode inferi poteft. Ex pluribus vitris fe-
legi tale, quod imaginem Solis exceptam in diftantiam
5 vel 6 pedum proiiceret diftintam , et .varoque limbo
‘exadtiflime terminatam; effeci autem vt cylindrus hic
mobilis gyrari poffit in immobili, vt varias altitudines
Solis meridianas fequi femper pofsem, et imago inde
procreata quouis anni tempore in charta perpendicu-
lariter obiecta rotunda exa&e appareret. Porro huic
machinae oppofui capillum tenuiffimum verticaliter ex~
tenfum in ditantia trium pedum, fuperius atque infe—
rius firmatumr; quibus omnibus non fine voluptate ob-
tinui , vt imaginis folaris appulfum ad vmbram huius
capilli in dimidio quoque minuto fecundo horologii
propinqui notare petuerim, etiam in conclaui non ob-
fcurato, fed A fole illuminato. Quo fa@o per obfer-
uationes. altitudinum aequalium Solis ante et poft me-
ridiem multis diebus repetitas deprehendi, meridianam
hanc verticalem oftendere meridiem 494 fecundis iufto
citius, atque adeo ab omni meridie per eam inuente
. fubtrahi debere haec minuta, vt verus habeatur. His
itaque fubfidiis negotiume meum: peregi; €t praeterea
Refra&ionum Tabulamx viurpaui eam, quam Cel. Caf~
fous in Commentariis Acad. Scientiar. Parif. Anno

1'714.
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1714. publicauit, quaeque eadem et cum illa, quam
exhibuit in Tra&atu, cui titulus eft: Les Elemens de
I’ Aftronomie verifies par etc. Vt vero quoque alti—
tudini meridianae per calculum inuentae adiicere vel
demere poffim partem conuenientem, quam PDeclina-
tio interea temporis fubiit: adiicio hic laterculum, ex
quo illa apparet. Erat .nempe altindo vera centri

- Solis meridiapa per Quadrantem inuenta

o / /77 ~ *

Junii 8 - - - 5§53 31 24 : %
9 --= — 32 O SN

10 - - - ~ 82 I§ ST 2

12 -~ -~ ~ 32 O ot

13 -~ -~ — 31 § o

_ §. 9. Cum igitur methodus illa, qua ex duabus
altitudinibus Solis, vna cum tempore vero, obferua-
tis, altitudo Solis meridiana quaeritur, cautioni Decli-
nationis fubie@®a fit: non posfum non indicare quoque,
qua medela vius fuerim ex hac parte. Repraefentet .
in hunc finem DBAE Meridianum, CP Aequato-
rem, obferuetur altitudo Solis in K; fi iam in eodem
parallelo IKOLH Sol pergeret conftanter moueri:
obfermaretur tempore BAL in loco L; fed auxit in-
terea temporis fuam declinationem, adeoque eodem
tempore BAL obferuatur in N, quafi in alium
rallelum remotus esfet. Sed in triangulo LM N, quod
ob paruitatem pro re®ilineo haberi poteft, latus LN, .
quod eft augmentum declinationis A prima obfernatio-
pe ad fecundam, admodum paruum eft; angulus MLN
: | in
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in meridie euanefcit plane, adeoque circa meridiem
eft admodum paruns, confequenter eo magis LMN
recto appropinquat, adeoque ML, NL latera ad fenfum
funt aequalia ; porro ob angulum LBO valde paruum, la~
tera MB, NB fere etism aequalia funt; hinc LB —’
NB= LB MB LM=—LN; vnde LB_.NB.—l-
LN, aut QL:go‘—LB:go"—NB—LN =RN
—LN; ex quo apparet, quod ab altitudine propius an-
te meridiem inuenta fubtrahi tantum debeat augmen-
tum Declinationis quod Sol ab obferuatione matutina
ad fequentem acquifiuit, vt habeatur quam proxime
illa, quam 8ol eodem tempore habityrus fuisfet, fi
femper in eodem parallelo motus fuiffet; illud vero
augmentum elicitur ex collatione . duarum altitudinum
meridianarum, adeoque ex immediatis obferuationibus,
fupponendo nempe, quod in diftantia non valde ma-
gna KN Declinationes temporibus proportionaliter cre-
fcant. Reduta itaque altitudine inuenta RN ad al-
timdinem QL in eodem parallelo HLOKI, calculus
inftituitur, ac {i Sol nullam Declinationis mutationem
paffus fuiffet, et obtinetur altitudo meridiana fia DH,
quac deinde, adig@ta ad ipfam parte proportionali pro
interuallo temporis ab obferuatione prima ad meridiem
FH, mutatur in altitudinem meridianam veram DF.

* §. 8. Igitur die 8 Iunii ftyli veteris, obferuaui

temporibus veris ante meridiem fequentes altitudines
veras centri Solis, nempe

Tom. V1. B K
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H 7 /7 ° / /7

6 41 7 --- 2515 33

9 25 53 - - " 44 44 57
ex quibus, adhibita correctione praecedentis paragraphi,
inuenta fuit altitudo vera meridiana centri Solis eius~

/7 /7
dem diei 53 31 20. Die 9 Iunii nactus fui fequentes
obferuationes - : ‘
H r v ° s s
6 36 52 - - -~ 24 43 51
‘ 9 25 49 - = - 44 44 57

ex quibus calculus produxit altitudinem meridianam fe-
° / V4

quentem 53 31 54. Pro Iunii 10 non potui prae-
fata commoditate vti, adeoque coactus fui altitudinem
meridianam in Quadrante inuentam retinere. Quoniam

autem video, altitudines duas calculatas minores effe
7 ,
per Quadrantem obferuatis 4. et 6 hinc affimo me-

diam inter has differentias 5 , eamque ab altitudinibus

in Quadrante repertis fubtraho, vt adeoque altitudines
veras centri Solis habeam fequentes

Iunii 8 - -~ -'53 31 20

9 - - - — 31 54
- I0 - - -~ — 32 10
Iz - - - — 3I 55
I3 ~-~- — 31 O

- ex quibus' Solftitii momentum poterit definiri.

§. o. Sequar autem primo ‘methodum Celéb.
Hallei1, quam expofuit in Transa&. Anglic. A. 1695,
Fepetiit deinde Dau. Gregorius in Aftron. Phyf. et Geo-

metr.
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metr. Elementis pag. 221. Edit. Oxon. eamque ap-
plicabo ad cafum ‘illum, quem altitudines tres priores
exhibere poffunt. Referat idcirro DHM Tropicum
Cancri, et curua EFGH illam lineam, quam Sol mo-
tu fuo proprio circa Solftitium defcribit. Quoniam
pm&a E, F, G, non multum diftant a pun®o Sol-
ftitiali H, erunt lineolae GB, CF, ED, vti quadrata
arcuum HG,HF, HE, vel vti quadrata his proxime
aequalium BH CH DH, ant GI,FK, EL, per

Fig. a.

Lemma XI. Prmcxpp Newmm Quare curua EFGH :

erit quam proxime Parabola communis Apolloniana;
atque, pro inueniendo punto H, data erunt fequen~
tia, DC,CB, diftantiae obfemationis primae et fe-
cundae, fecundae et tertise; LK, KI, differentia al-
titudinis primae et fecundae, fecundae et tertiae. Po-

nantur ergo DB—=«¢,CB=4, LI1=m,KI=n,BH

—ux, HI==y, et vocata Parabolae parametro =p, eft
L py=x?, velp= =5. Il py+pn=b2~+-2bx--
x2; III. pj+pm—42+zax+.x’ Sub(htuto Va~
IOre 1pﬁus p in IIL fit bz_,__m__j, in III. fit o— a_,_mc

ain—-b3m

~=y; hinc aequatis valorxbus ipfius ¥, eft ¥—Fnam:

§. 10. Quodfi iam applicatio fiat ad obferuatio=

nes §. 8. allatas, erit a—2,b—1,m=50, n=—16,
. b , ’ ’ N . _ o0

adeoque x—.% —9 20, vnde concludo Solftitii mo-

' b »

mentum fiifle  Petroburgi die 1o Iunii ft. v. 9 20,

poft meridiem temporis veri; quo tempox;e T/abulae
/ .

'Hireanae exhibent locum Solis in IO 29 59 29, qui

B2 A vero



12 OBSERV ATIO SOLSTITII AESTIVE.

/7
& vero Solftitio non nifi 31 differt. Poflem quoque
~ alias tres altitudines aflumere, atque ex iis momen-—
tum Solftitii reperire: fed quua nullis magis fido, quar
teibus prioribus, in his acquiefco.

§. 11. Quodfi ex iisdem datis inquiratur im Sol-
ftiii momentum iuxta methodum b. Maieri noftri, in
T.II. Commentar. Academiae huius publicatan p.185.
‘erit, fubtrata altitudine prima A reliquis duabus, fe-—
ries altiudinum o. 34. so. dierum vero o. 1. 2. po~
fito itaque dierum numero x, erit formula pro exhi-
bendis altitudinibus 43x—9x 2, cuius differentiale ae~
quetzn nihilo, ex methodo de maximis et minimis,,
exhibebit 43dx—i18xdx—o, vel x=2 g, vnde
additis diebus 8 ab initio fubtractis oritur Solftitii o~
mentum Iunii 10%; idem quod ante ex methodo Hal-
leii; id quod ex tribus affumtis altitudinibus neceffa-
rio femper fiet, cum vterque in hoc cafu per tria da-
ta punc® Parabolam communem defcribat. Cum ves
ro in Halleiama Solutione non liceat plura fimul quam
tria pun&a eligere, vtpote per quie Pambola ordina-
ria determinatur: id fingular¢ habet methodus Maie—
riana, quod ex plusibus fimul quam tribus pun&is Sol-
ffitium- determinare poffit. Verum enim vero. in tali
cafu neceflé eft, vt Curua motus Solaris EFGH fta-
tuatuwr eflé Parabola altiorie generis, non vero erdir
naria,, id quod demenftrationi Halleianae, quod nem-
pe. Curia EFGH fit Parabola vulgaris, contrariari:
viderur. '

§ 12.

-



OBSERV ATIO SOLSTITII AESTIVI. a3
§. 12. Quod ad altitudiném Sol(’ddalem attinet, -

/ //

ea ex methodo Halleiana deducitur faiffe 53 32 II.
Sin igitur aflumam Obliquitatem Eclipticae in TomoII.
horum Commentar pag. s12. i Clariff. De/’ Isle pu-

/

blicatam , 23 28 30 eruitur mnde Elewatio Aequa~
o / /7

toris Petropolitana 30 3 41, quaec non male “congruit

cum ei, quac media eft inter vtramque loco cit. re-
o 7 4/

pertam, nempe 30 3 58f

DE VNGVLIS CYLINDRORVM
VARII GENERIS,

AVTHORE

Geoigio Wolffg. Krafft.

f r.

Nuenimonr paffim: apud fiperioris feculi Geometras /- /¥
- Theoremata de Vagulis variopum Cylindrorum ,,
quas quilibet eorum propria fibi methodo, et ma-
gno ingenio, examimauit. Praecipuam fibi ldem in

hac materia comwparanit Gregorius & Sanito Vimcentio,,

qui integro tradtame egit de Vngula Cylindri Circula-
sis- atque Parabolict, vbi omnes. earum proprietates acute:
sdmodum. eruit,, ita vt mira fi¢ ibi copia Propofitio~
mum,, quae Calcnl.t Integralis hodie imperio fub{'unt,.
anius feliciflimae inuentioni ille ingenio- fuo. propius. quafit
‘B 3 prac~

)
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elufit. Occurrunt fubinde alia inuenta ‘huius gene-
ris Roberualli, W allifii, aliorumque, quaelibet Aucto-
‘rum foorum acumine digoa; oftenditque Cel. Halleius

"phyficum aliquem earum vfum, in exhibendo propor- -

tionali gradu caloris Solaris, quamdm in loco aliquo
~dato Sol eft fupra horizontem. Vid. Transact. Anglic.
. 1693. pag. 878. ‘Triplici autem cura omnes circa
haec corpora verfati funt, dum alii foliditatem eorum,
~alii fuperficiem, alii vero vtrumque, eXaminauerunt;
methodo autem non vna omnes vfi fuerunt, fed qui—-
libet talem fibi felegit operam, in qua maxime ver-
fatus eflet. Fateor, negotium noftra aetate non am-
plius, qui tum, difficultate premi: dedi tamen ope-
ram, vtin hoc fcripto, ope methodi a recentioribus
inuentae, et hodie pulcherrime excultac, eidem filo
inuentionis diuerforum labores innettam, adiiciamque
praeterea. Cylindros hucusque non examinatos, in quo-
rum Vngulas , earumque foliditatem inquiro. Quamuis
cnim via ad-hoc Propofitionum genus culta admodum
hodie fit, et ftrata: non eam tamen ob id minus fre-
quentandam efle -cenfeo ; quippe quae inuenta eft, non
vt impediret, fed vt adiuuaret Geometriam, exusque
nobis foecunditatem indicaret.

§. 2. Notiflima eft Fuwlidis Definitio. Cylindri,
quod nempe fit, folidum ortum ex rotatione re&an-
guli circa latus alterutrum pro axe aflumtum. Cum
vero haec Definitio non comprehendat nifi Cylindros
Circulares: melius pro meo inftituto aflumam defcri-
puonem Sereni, qui, affumto plano horizontali circu-

lari ,
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lari, fupponit', illud furfum moueri motu {ibi femper
parallelo Prout igitr motus hic perpendiculariter
procedit ad planum horizomtale pro bafe affumtum,
aut inclimte, Cylindrus vel Re&us, vel Obliquus ex-
exfurgit. Ad ‘hanc itaque imitationem affumam pla-
num horizontale pro bafe, loco Circuli curua quacunque
definitam, furfum metu fibi femper parallelo moueri;
qua ratione Cylindri diverfi, pro diwerfa natura Curuag
in plano affimtse, oriuntur. Atque Obliquorum qui~
dem Cylindrorum tractationem peculiarem praeteribo ,
quoniam quicquid de Redis demonftratur, debito mo-
do- adhibito ad Obliquos facile poteft applicari. Itaque
appellabo Vngulam , folidum ortum ex, fectione Cy-
lindri cuiuscunque ad axem eius oblique factd, et in-
choata in altemm emsdem Cylmdn bafe -
§ 3. Lem autem attentxone pntet, duplici &&io-
nis modo pofle erti : ex . Cylindro . Vngulam " prout

nempe fectionis mitium fit aut in ordinata aliqua, aut-

vero in ipfo.Axe, bafis Cylindricae. Illas vocabo Vn-~
s per Ordinatam, has  vero Vngulas per Axem.
Ea -ex. gr. pofito. dxe’ A B, applicata, normali BC, e
A BCH femi-vngula per Ordmatam fed ABCH fenu-
vogula per Axem; vtque habeantur Vngulae integrae ,
ibi addenda eft aequalxs femi-vngula ex parte ipfius A B,
‘hic vero ex parte ipfius BC.. Videbimus. mox, : has
Vngulas inter fe effe diverfiffimas’; quamuis -haec - di-
finctio apid citatos AuQores .non occurrat; vtpote qui
‘modo hanc ‘modo illam elegerunt, prout veam alterdi
commodiorem- methoda adhibendae iudicarunt. = |

o

5. 4

Tab. II.
Fig. 1.

Fig. a
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§. 4. In qualibet fectione Cylindri cuiuscungue
efficitur noua Curua, in.fuperficie Cylindri termipata,
quae primo “loco erit examinanda. Sit igitur femi-
cylindrus ABCDEF, cuius bafes funt ABC et DEF,
plana terminata curua quacunque. AC, DF; transeat
primo feRionis planum per ordinatim applicatam BC,
quae fit normalis ad Axem AB,. vt exinde oriatur
femi-vngula per ordinatam BCKHIBA.  Apparet
itaque, ex hac feGione ortam efle nouam Curuam CKH,
cuius axis idem eft cum axe fectionis, HB. Per pla-
num noua hac fe®ione terminatum intelligatur trans-
ire bafis LIGK M parallela bafibus Cylindri, et com-
munis - fe®tio planorum fit 1K ; ftatim, intelligitur , duas
hasce curuas communem habere ordinatim applicatam
IK, abfciffas vero GI et HI efle in ratione reGarum
conﬁantium AB,BH, ob triangula HGI, e¢ HAB
fimilia; adéoque abunde patet, curuam ex tali feGtio-
fte oriundam dimenfionem bafeos fiae nunquam mutare,
fed ad eandem indeterminatarum dimenfionem affurgere ,
ad quam curua pro bafe afflumta aﬁ'urgit Ita ex. gr.
fi bafis fit Parabola Apolloniana, cuius aequatio, voca-~
t2 Parametro p, eft p.GI=_1K2, erit, obGI: HI

—AB:HB, GI__"’,;‘QB, et aequatio alterius curuse
HK C haec: 25%x HI=IK?, quae habebit Parame~

oum 25 . vti iHa habuit folam p. Atque hoc eft
-quod: demonftrat & Sancfo Vincentio, ex fe@ione Cy-
lindri Parabolici rurfus emergere Parabolam, fed diuer-
faec Parametri. Referri huc etiam poteft inuentum Se~
reni, qui inter Veteres primus docuit, Ellipfin produci

. quoque
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quoque pofle ex fe®ione Cylindri; talis enim fe&io
producit curuam vngularem, quae, vti oftenfum eft, i
dimenfione bafeos fuae nunquam recedit. Idem plane
ratiocinigm eft in Curna tali orta ¢ fe®ione per axem
AEH. Eft enim et hic DE—=PM, et abfcifla noua
HD ad priorem CP in ratione conftanti ipfius’ HB
ad CB. '

§. 5. Indagare nmunc igitur oportet formulas ge-
nerales harum Vngularum, et primo quidem earum,
quarum fe@io incipit in ordinatim applicata BC ad axem
bafeos AB normali, et continuatur fub angulo ABD
quocunque oblique ad axem Cylindri BF vsque in D.
Sit in hunc finem femi-cylindrus re@us quilibet, ortus
ex defcenfu figurae ABC per perpendicularem ADE.
Curuae AMC axis fit AB, orthogonaliter applicatac
PM, BC, et fiat fe®io per ordinatam BC, termi-
neturque in D, vt inde exfurgat femi-vngula ABCD,
Ducatur applicata quaenis PM, cum alia infinite pro-
pinqua pm; ex punctis M, m, P, p, demittantur per~
pendiculares MN, mn, PO, po, et coniungantur pun-
& ON,on, vt habeatur Elementum Vngulae dimi-
diae Pn. Pofitis itaque AB—=«¢,BC=4, AD=¢,
BP—ux,PM=y, erit Elementum areae PpmM=—ydx;
ex analogia AB(4):AD (¢)=PB(x):PO(5)=MN,
fiet elementum femi-vngulae per ordinatam, quam ex-
primam per dV—=22%. fed Integrale ipfius ita fumt
debet, vt fi¢o in eo x—o, fiat V—o. Eademfe-
re formula fit femi-vngulae per axem. Sit' enim et
hic AB=«, BC=4,CD=¢, AP=», PM—y.’

C Ex

Tabula IL

Fig. 3
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Fig. 4.

#  BEUNCVLIS CTLINDRORVM:

Ex fimilitudipe-trisogulorum PMN et BCD *orietur ana~
logia haec: BC (4):CD(¢) __PM(_y) MN(P); ergo-
area PMN, quag eﬁ;_._—; , du@ta in elementum Ppo
vel dx, exhibebit: elementum femi-vngulae per axem

feGtae, quam exprimo per. du— L cuivs Integrale:
ita .fumendum, , v¢-faf® y =0, ¥ euanefcat..

§. 6. In.iisdem Figuris eruitur quoque elementunmn
faperficiei vtriusque femi-vngularis. Nempe.ex . prio-
ribus habetur- Mm—=Y:(dx 2 +-dy2),, adeoque
femi-vngulis per. ordinatam N-M x Mm — &dz-+dyY)
d$, quae formuli erit pro determifandis fuperficiebiw-
femi-vngularum - per ., ordinatas eéfeCtarum; eius veroIn-
tegrale ita fumendum, vt fatt acco, fiat S=o. Prov
fuperficiebus - vero - femi-vngylarum per axem.ﬁ&ns, grit -
MmxMN =228z 07— 4¢ cuius Integrale . ita fire
mendung, vt: ﬁ&aj ~0, ﬁat 5_.‘0..

§. 7. Accedam- mmc.hrs praemiffis propitis ad excu- -
tiendas- vagiorum Cylindrorum Vngulas, et primo. qui--
dem ad eas, quae-originem fuam debent Cylindro com- -

Tebulr 1_1** muni, fen -Circulari. Sit igitur, femi ~cylindrus ,Cireu- -

Fg-1

laris AF , atque efecetur ex o .Vngula dimidia BOD; |
pofitis BP—=a,PM=y, BA=e¢, BO=5, CA ra~-

~dio circuli =r, erit AP—ae—x, atque PK—27r—a~

—+x, vnde, obPM 2:=APxPK, erit y=V.(2ar~
a3}—+t2ax—2rx—x?), vnde fit ,%":yxdx:xd.rv
Vi(2ar—a?+2gx—20x—x2) = (vdt~a—r.dr))

Wedr—at—+2gx—208=%2)arrydz. Quaec
farmux -
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Formula T integrétur fic, vt facto W=o, fiat V=0,
oritur V ._.."“’;’"” “=CPBOM; vwnde .patet, gc-

‘neralem -totius vngulae Cubaturam dependere 4 Qua-
dratura fpatii Circulatis PBOM. Si vero fe&io intel-
digatur fieri per ipfum centrum bafeos-C, tum fiet-e—=r-,
b—=r, quo fito membrum fiiperius non=integrabile
‘euanéfcit, fitque V=272, Pro tota Vngula dimi-
.dia obtinenda ponatur y__o vel x =, -erltque V=
‘%", hoc eft: femi-vngula per ordinatam Cylindri Cir-
~culms cuius fectio transit per ‘centrum Circuli C, ae-

qualis clt Pyramidi quadrangulati, cuius bafis eft Qpa~
«dratum radii CA, et altiudo AD.

§. 8. Pro eruenda ('ohdmtc femi-Vngulae per axeﬂl
ceiusdem Cylindri, affumi debet AP pro abfciﬁ'a

xe retentis reliquis prioribus, et vocata abfcifla A’P".i'

bdu
erit nunc y2 —2rx—x2, et L:yzdr—zrxda-—- ,

x2dx, cuius Intcgrale fumtum ita, vt pofito x=o0
euanefeat u, et 4= — 55, vnde patet, hanc Vo~
gulam per axem abfolute integrabilem efle. Si pona~
tur X*—a, erit femi-vngula integra = 2‘}, —-%‘;;, {i ve-
yo fit a—r, ‘erit etixm b—'r, quare foliditas Vngu-
lae per axem hoc <afu erit %, ‘eadem ‘quae prioris
‘Vngulae per ordinatam in eodem cafis.

§. 9. In eodem Cylindro Circulari, pofitis omni-

.o . 3 rdx .
bus vtiing.y. ervitar V (dx2 +-dy? )—-y(m.as...zfx-m.,-,
—riz ads — sggaxu-dy’*) —___ xdx—a—r.dx

vade ﬁt Ty (24rgi e 200-2TX—X1)

”4 Caz o
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=542, quae aequatio integrata fic, vt pofito x=0,
et confequenter y—=b, fiat S—o, abit in hanc S—
'bcr.-—cr_y—g-c a—r.OM

» €X quo patet, Quadraturam genera-
lem fpatu vngularis dependere 4 reificatione arcus cir-
cularis OM. Si vero ponatur rurfus fe®io transire
per Centrum C, erite—r, et b—=r, quo cafu fit S—¢r
—cy, et abeunte x in 7, hoc eft, fao y—o, erit
fpatium integrum femi-vngulare OD'A —¢7—=Refan-
gulo ADxAC; vel denique pofito c—=r, erit idem
fpatium ODA"—r2 , id eft, aequale Quadrato radii;
quod Theorema Pafcalio adferibitar in Comment. Acad.
Scient. Parif. Anni 1707, pag. 330. Edit. Parif. occur=
rit vero idem quoque in Gregorii a Sanifo Vincentio
Frittatu de Vngulis Cylindricis Prop. LV.- Pafcalius
quidem Theorema pronunciauit de fumma finuum omnium
rectorum totius Quadrantis ab arcu AO perpendicula~
riter demifforum: fed facile eft demonftrare, finus hoc
‘modo demiffos fuperficiem Vngularem modo explica-
tam . ciﬁcerc in tali Cylindro. ‘

§. 10. Pro ﬁ:perﬁne Iéml—vngulm per axem fe~
¢a, fit juxts duGum §. 8. y—=V(2rx-a2), et
V¥ (dx2dy? )._..r;x, quare ;d—__yV(d.vz—;—d_y )=
. ¥dx, et faka integratione fic vt abeunte x in- d
et confequenter y —¢, fiat s=o, prodit § —
5, atque talis. fuperﬁcm abfolute. eft qmdmbxhs Po-
fito igitur ¥ =a, eft fuperficies integra.=°T . futa @
=r, et confequenter b—r, eadem (upcrﬁcxes eft ¢r,
et pofito denique ¢—7, eadg:m et =72 hoc eft, ea-

dem cum illa, quae exfurglt ex Vngula pet ordinatam
hoc modo fe&.l. 6 1I1.
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.- 6 11. Sit Cylindrus Parabolicus ABOEGF, po- ¥ #
mantur in e0 AB—«¢, BO=4, AD=¢, BP—u,
PM_j,pammeterzx erit AP:::a-—x atque pro
infinitis Parabohs erit AP=PM", aut vero a—x—y™,
wnde dcducxtur =yxdx=my.3"dy—~amy™dy, quae
aequatio mtegrata ﬁc vt pofito x—0, confequenter y==b,
_ AemP B (ALY 2 1. &)y
fiat V—o, dabit hanc V= hy T Xm 1)
quia_ nempe eft etmm- a=bom. Ponatur xX="a, ant
quod eodem. recidit y —o, habebitur foliditas integrae

cm? bm+| -

Jgieur pro

féml—'vnglllae ABOD—-(zm—i_ I)(m'*“l)

Parabola ordinaria, in qua m=—2, .obtinebitur folidi=
4
tas. femi-vnguke per ordinaim 2%, hoc eft, aequa-

lis Pyramidi quidrangulari, cuius bufis cft RC&mguhun
ABxBO, altltudo autem %AD. .

§. 12. Pro eiusdem Cylindri Parabolici Vngul"t
per axem, affumenda erit aequatio I’equens =y,

quare - 20ds =y2ldx=my™'dy, que’ aequatlo inte-
grata ﬁc vt pofito y=o, fiat quoque #=o0, dabit 4=

t'm}:ﬂH-z i ——b i f
zb(m+2)r POltO J= emergnt foliditas cn11~vng1p-
cmb™H!

‘e per axem mtcgme,.._m o Fiv ergo pro:Pa-
rabolis ordimariis, i quibus # —2, foliditas fenni-w-
‘gulae. per #xem :‘%’:2‘ ob- a——bz .hoc eft, aequa~
Es Pyramidi quadrangulari, cuius bafis. cft Rectangulurm

C 3 _ - AB
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#BxBO, altitudo autem Zc. Eft itaque Vngula prior
ad hanc i ratiope 16 ad 15.

§ 13. Pro fuperﬁc1ebus harum “Vngularum  refu-
matur aequatxo §. T1. 2—x—y™, ne autem calculus
euadat nimis moleftus, affumamus tantum., pro Pars-
_ ibola wulgari, a—x—y%, ent itaque V (& ? +-dy?)
—4dyV(4y%+41), hinc T —sz(dxz—i—ﬂj )=
(ady—y2dy)V (4% 1) =HEETIINATEL —
""“’”3(’3—2—_;‘*7)‘""'“"’ s cuius Integrale vt habeatur, po-
mo illud appasiturum efle fub hac forma (ay—@y*)

’V(*yﬂ 41 )+ryf,,(+y,_,_,,, faca differentiatione hu-

ius expreffionis, et terminis homologis comparatis, in-

Y —16
venitur a =551, B=4, y==235", quibus fub-

flitutis oritur: S—=3% (55— y—4y3) V(4y? +1)—

£ ;g‘;"') ;,(T‘;?'r;;_‘—) —+-conftante aliqua. Sed notum eft,
membrum huius aequationis inintegrabile dependere a

Quadratura Hyperbolae ; quare etiam fuperficiei huius
Vngularis Quadratura ab eadem pendet.
§. 14. Pro fupcrﬁcxe vero Vngulge Parabolicze

per axem affumo x—=y2, vnde V (dx2-4-dy?) =dy
V(g2 1), et F=yV(dx*+dy*)=ydy V(2

J?-+1), quae aequatio fic integrata » Wt pofito y—e
(+y’+x)%—c' '
124
-€X quo apparet, hanc Vngulam per axem Geometri-
-¢am habere fiperficiem, quae, pofito j.—b integra
':wdtt _6’(4-5”—{—1)3--—0
124 '

‘fat s—o, efficit fequentem: s—

§. 15.
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§ 15. Affumamus nunc Cylindrum Ellipticum A Tiprlt MV
GKEF, in quo fit Ellipfeos femi-axis maior AC=m,
femi-axis minor CG=n,AB—=«¢,BO=4,BP=ux,.

EM —y,,eritque AP=¢x, PK—2m—a—+x'-atque-
ex nota Ellipfeos proprietate habebitur 32 =7V (¢e 4

Jx—x?) pofitis nempe 2m—a—e, atque a—e=—f, vnde
orietr 22 —adxV (ae—fx-x2 )= (xdx-4 fdv)V (ae—fx"
-a?)+ ’fdrV(ae—\—fx—x’) (xdx—4fdx)V (ae—+fr
-X2)+-7a jdx cuius Integrale ita fiimtum, vt pofito x—o:

euanefcat V, dabit v=“£" on—cn(ae-f. x“x’)%_h
s am
;L xPBO M, ex .quo patet; , generalern Cubaturam hit-
ias :Vngulie per ‘ordinatam dependere 3 Quadratura fpa--
tii Elliptici PBOM, et confequenter 4 Quadratura Cir~-
cali. Si wvero pomatur f—o,-hoceft, a—e, fifili-
cet fupponatur, fectionem transire per.ipfum centrum:
Ellipfeos, quo cafu eft m—a, n==5, tum euanefcet.
membrum aequationis non - Integmblle, , eritque V.=

m%n—cn(m’—.ar’)'Lz
sm?

uemctur foliditas - talis - Vngulae. dimidiae’ integra hixeC‘ '

5. hoc eft] in Cylindro Elliptico femi-Vngula per:

ordinatam, , cu1us fetio transit per: centram, par eft

Pyramidi quadrangulaxi, cuius bafis eft Re&angulum AC’
xC G, altitudo vero AD..

§., 16.Si ‘quaeratur eiusdem’ Cylindri Elliptici V- -
89" ‘per -axem., ,tunc. .exit; ,vocata iam A P,x, manen- -
tibus.-

; itaque i x abeat: in: ”,, m--
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T . . - 3 —x? b
tibus reliquis vt modo ante, y2 =22RX=2) ' ¢pge 2248
12xd r—n3xtdx

—=ydx =0 , cuius Integrale debito mo-

1
emn3x?—TJcnlxS

do famtum efficit: u— —amih —y €X quo perfpici-
tur, talis Vngulae Cubaturam abfolutam dari. Abeun-
te v in @ ergo, erit foliditas talis femi-Vngulae per

axem integra :.cl’“-—zb—,,,zl—-; et fi fe&io terminetur
in centro Ellipfeos, hoc eft, fi fuerit a—=m, b=n,
erit ¥="7, hoc eft, aequalis Pyramidi quadrangulari’,
cuius bafis eft re@angulum A CxC G, altitudo vero AD.
Superficies autem harum Vngularum, cum non nifi
prolixo calculo em,’mtur nec non Vngulas Hyperbo~
licas, cum. facile ex Elhptms, mutatis tantum  fignis ,
deducantur breuitati fludens, lubens practereo,

§. 1v. Examinatis itaque Vngulis quae ex Cylin-
dris fectionum Conicarum oriuntur, transeo ad alias
quasdam Curuas; vbi quidem primo praeterire non pof-
fum illam Curuam, cuius Celeberr. Toannes Bernoulli men-
tionem facit in Actis Lipf. Anni 1695. p. 550. et quae
exprimitur aequatione differentiali hac x2 dx—-y2dx
=—a&?dy; cuivs Indeterminatae feparari nequeunt. Do~
cet ibidem Celeberr. Vir inuenire aliam Curuam, quae
per punéta flexus omnium Curnarum aequationi alle-
gatae competentium transeat. Eandem curuam admit-
tere quoque Integrationem abfolutam Vngulae fuae per

axem, ftatim in oculos incwrit. Eft emm in ea L**

— 8%cd —x2dx cx‘

— e —du, confequcntef 4== ,,, —~-A.
§.18.
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§. x8. Sit Ciffois AMK, cuius circulas genera-
‘tor ANEB. Pofitis AP—¢, PM=—y, AB=2r,
fiat fectio per ordinatam HK, ita vt fint: AH=—g,
HK=—4é; atque erit, ex natura Ciffoidis, acquatio z3
—2ry>—1y*; voata igitur HP—=x, vt formulae no-~

3
‘ o ® . — _"
{krac natara requiric, orietur Wy ydr = 522342 p

natur denuo a—x—1, et fub(htmtur hic valor in ex-

adV rz(tdt—ad) t3dt—attdt
preflione inuenta, erit —— = “J5r=n =y, Quia

autem praemdeo, Integrale huius formulae habiturum
effe hanc faciem generalem, (az? —-82—4-y)V2rt—t2)

—+0 [y5ri= ﬂsz_:,,—,, comparo terminos homologos poft fa-

— ¢—sr
&am differentiationem , et inuenio a=—3, 8=35—"
—_— 3‘"‘—“" S— Sr’-—s ar®

V=t —5——, quibus fub{htutla, et ex-
prcﬂione fic ordmata, vt abeunte t in ¢, fiat V—o,
habetur Integrale completum T ("""""—l—i— irg—%
)V(zrt t2)—(5r—3a)NCI- d’i'i":ljii’:v(za
7' a?); vnde patet, Cubaturam generalem huius Vn-
gulae per ordinatam dependere A rectificatione arcus
. Circularis NI. Si defideretur foliditas femi-vngulae
integra, ponatur =0, quo fato fiet NCI =ACI,
atque habebitur V= ISP 49T Y (2ar—q? )—ST=35
¢xACL vnde fi pomatur g=2r, erit V_._’Ii“—'-n—c
hoc eft, fi c—a, erit haec wngula aequalis Cyhndro
cuius baﬁs eft Circulus generator, altitudo radius AC.
Cum vero re@1 BF, perpendicularis ad Diametrum AB,
fit Afymptotus Cifloidis AK, euidens eft femi-vngu-
gulam talem, cnius fectio ﬁt iuxta ordinatam BF , por-

Tom. V1. D rigi

Tabule IIL
Fig. 3. ]
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CIRCA

TAVTOCHRONISMVM.

AVCTORE
Leonb. Eulero.

§. r.

um ante annos tres Clarifl. Bermouli methodums
innumeras curuas tautochronas in vacuo inuenien~
di proponeret, mentionem fecit problematis non parum
clegantis, cuius folutionem hac f{cheda daturus fum.
Ditficillimum quidem eo tempore videbatur. hoc pro-
blema, ct propterea parum ftudii ad id foluendum im-
pendebam. Poftmodum vero cum diligentins in tmu-
tochronas pro fluidis inquifiuiffem, vmiuerfalfem detexi -
methodum problemat2 huiusmodi omnia foluendi, quae
etiam me ad folutionem problematis illius manuduxit.

§. 2. Problema antem hoc eft: Datae curgae A -
NB in B adiungere curuam BMC cius proprietatis, vt
omnes defcenfus grauis alicubi in curua BMC incipientes
osque ad imum punlum A fiant temporibus aequalibus.
Oportet ergo inueniri caruam BMC, ex hac condi-
tione, vt fumto in curua BMC pro lubitu pon@o M
tempus defcenfus per MBNA fit conftans, neque pen-

, ’ deag -
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deat a loco punéti M. Seu tempus defcenfus per M
BN A aequale effe debet tempori defcenfus per cur-
vam datam BNA; qui eft cafus incidente pun&o M
in B.

§. 3. Defcendat ergo corpus ex punéto M, et
quacramus defcenfus tempus per arcum M B et BMA.
Du@a verticali BP, ponatur BP=¢«, quae igitur li~
tera, quia locum pun@i M definit, in expreflione tem~
poris per MBA inefle non potett. Curuae datae al-
titudo AD fit —¢. Affimantur in vtraque curua ap-
plicatae quaecunque QN, et XY iisque proximae ¢
et xy. Dicantur AQ=¢,AN=r et BX—=x,BY
—¢; quarum inter # et r aequatio eft dam, inter x
et s defideratwr. Celeritas quam corpus in N habebit
et V(a4-ec— t)_V(PB+DQ) Adeo«pc tempus
quo arcus AN abfoluitur eft =f7z—- Qued in~
tegrale ita debet accipi, vt fiat —o, fi fix 2—o.

§. 4. Demccps fi pomtm' ¢=—¢, habebitur tem~.
pus per integram curuam datam BNA, quod igitur-
erit €xpofitum formula ex « et conflantibus compofita. -
Nomnullos computaui cafus fpeciales, ‘et vidi tempus de~
fcenfus per curmam BN A initio defcenfus pofitoin M,
femper exponi pofle fequente ferie k--ae—Ea?—yaT—J3a¥
—etc. ~Va—waVa-0a?V a— étc. cuius in quolibet cafir
fpeciati coefficiéntes a, 8¢ €tc. et & poterunt determi-
nari. Hoc tempus iginw additum ad defcenfus tem—
pus per M B, conftans effe debet: atque vtin fumma
omnes termini litcra 2 affe@i fefe tollant, necefle eft.

D3 § 4
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~

. #.5. Ad tempus-defcenfis .per curuam M B in~
ucniendum , eft celeritas in. Y=V (4-=x) et clemen~

tum temporis=—ds;V (@~a).. Huips integrale ia af-.

fumtum, vt fiat =0 {i ¥ =0 dabit tempus defcenfus
per YB, in quo ergo fi ponatur x =« prodibit de*
fcenfus tempus pes -M:B; quod cum priore.conftantem
quantitatem . ab’ @ -liberam conficere debet.. . Si pundtum
M incidit in pun®um B, i. e. fi 2z.cuaneftit, integfum
tempus defcenfus erit tempus defcenfus per curuam BMA,
quod ex fuperiore formula euadit —k. Hanc ob rem-
ctiam. tempus defcenfus per MBN A debet. efle —%.
Rroinde tempus per M B debebit efle —az—+- 8424
yaé +ctc +4Va-+-~4¢1/a+042 Va—-}—-ctc

§. 6. ‘Hoc ~t fiat affuime pro curua qmeﬁta fe-
quentem - aequationem ‘ds—AdxVx—~+BadxV x4
Ca2dxV x4 etc. ~+Edv—+Fadv4- Ga? da+-etc..
Tempus ctgo defcenfius per arcum M B erit — fA42v*

V(a—=x)

Bxdxvx Cx?dxv Ed Fxd
—‘—C}x[‘é (a—x) +f1l(a—xx)x+ etc. +f1/(a-—§:) +f\/(‘:—§) -+
Jlaa—t etc. feilicet fi-integralibus his ita famtis vt
fiant »—=0 fi x—o0 ponatur vbique x — 2. Determi-

nehtur! érgo coefficientes A, B, C, ete. ita, vt fint

2 Cx’ﬂxv Edx
?Sa R ,,(“__,,,)._'ya etc: etfiem

Gxdxe
,f‘,: $=0a2Va ctc. Al
ds valorem vt litterae A,B,C,
.. twes detcnmnentur

6. Inéégri:tnd'huxxlé %__f; [iendet a quadratu-
R circuli; At'fi gpe logarithmorum imagipariorum in-
- c tegre-




CIRCA TAKTOCNRONISMVM. g

tegtetur Vt devet,. atque’ ponatur x—¢ prodibit $A g’
¥~1. l~1 ~quod -a¢quate effe debet aa fit. ergo A....
ey Simili modo %f%f:‘;’; integratum dabit 3 *
B.22 V—~1 I-1—B8a%, fit 2'1g1t6111"y B=— 58—
?tqges porro p!‘Odlblt C=r55vmy et D===
. ‘; T V== etC. Ditis ergo a,8,y, 0 etc.. quae’
ex cuzua BN A nota inueniuntur, determmantur coef=~-
ﬁcxentes pro c1mquaeﬁta A, B; .C D, etc.-

§ 8 Pro altem p‘lrte ,- quae’ eft mtxonahs, efle

€x quo prodxt E= Demde ﬂFfd’;) ﬁt :3r 2 Fa
V a,. idque acqhari’ debet hui¢ meVa, reperitur ergo
F= % '3, fimiliter proueniet G =444 ;atque H—2:51-%
et ita porro. - Hac igitur ratione detcrminatis A, B,.

C, D, etc. cognita’ erit aequatio pro curua quaeﬁta d 5
'—Adex +BrdxVax4+Cx2dxV x4etc. —I—Ezfx
+Fadr+Gy¥da—+ etc. . Quae quanguam in infi-
nitum plerumque continuetur, tamen fieri poteft, vt
faepe eins famma poffit definiri ,, ﬁcque inueniatyr gequa~-

tio. finita pro .curua. quacﬁtg L URRES

§..9 Sxt ANE linea ‘retd ad honzontem mch- Fig. 2.
nata ita vt ﬁt AN AQ_..n 1 fen r—ntet dr—ndf. .
Ex quo. ﬁ; j,r(a+c_,,_J¥(a_'}i' 7= Conﬁ —2nV,

(a—+-c—t) Lopftans. verg-haec eft == 2V (a=t=¢)pos
matr iam ¢=¢-prodit tempus defcenfus- per BA —2n°

1.27a° " ¥:h. 3ne? 15:47a%7 1o 113 ¢lnaf
V"‘J“ “ave” “%.20v6 +'8 2.3.6%yc .. 16.2..3. #.65v¢c

etc. —2nV a, in feriem V (2—+¢) refoluta.. Com'pa‘--
T retuss
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retur haec forma cum hac k—aa—8a? =y a’%—3a*
—etc. —{V a—maV a—etc. prodibit k— 2n¥e, a=

. 2n -——-“2“ —_—1.1 3.2%8 "‘ (!n
z‘vc ? 4.2c\/c"Y 823«:‘7«:,8 2.8.4.c3¢40 8

etc. et {=2n,n=0,0=0, 2=0ectc.

§. 10. Coguitis his valonbus prodnbunt A,B,C,

—2n

etc. vt fequotur. A =7 7—7, B=35= m,_g =iy C=
— 21 an
Tov—I—1) D""‘W—c'—l etc. E....ﬂ F—o, G=—o

etc. Pro curua igitur quaefita BM C inuenitur ifta
— 2ndx yx 2nxdxvx__ 2nx?d x¢¥x
a»equatlo d.f-— 1.¥=—¢€1l—1 + $cy—cC. l—l ‘cfv__c I—1 + th

+nd x, cuits mtcgrahs haec et s—nx— -A—"-’—gj— -

1 _x | x4
(I 3 3<c 1.8 T, 9¢s +ctc) Facilius au-
tem erit acquationem dlﬁ‘ercnnalem in expreffionem fini~

tam transmutare, eft autem ea haec ds—ndx— ,,_f",lf_ -

(Va—3r4-% ‘ff £ .,"c’f+etc ). Quae feries expri-
mit arcum circuli, cuius tangens eft Vx pofito radio

nd N
V¢, hanc ob rem erit ds*‘ﬂdx—z_flyct}'.:

dx o
§. 11. Aequatio haec inuenta ds=ndy—-=2 1 1=

poteft integrari, proditque poft mtegratxonem haec ae-

.quatio 5= mx—FRYEL  UEE) [YevE

—V=rioT — T ' ve—v—a- _ HiC ipfius s
valor ope retificationis circuli conftruitur fequente mo-

. do. Fiat circuli quadrans cuus radivs AC=¢, duca-

tur tangens AT =7V ¢x et fecans TMC, erit s ——
5 AB AT?4-1.AT.AC3—n.AM.CT?

AC. AB . Namque ex natura circuli

ot AB=5= et AM=7= /%=, wnde daa

conftructio facile fequitur.

6. 12,
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§ 12. Ex aequatione ds=ndx— 2% 1 0= ap-
paret effle ds<ndx nifi in cafu x_o, quo eft ds—
ndx: habebunt enim curuae AB et BC femper in B
tangentem commimem. Ex quo apparet curuam quae-
fitam effe concauam verfus axem BP, atque eousque
fcilicet 10 C afcendere, quoad eius tangens fiat verti-
calis, in eoque punco C curuam habere cuspidem. Al-
titudo igitur huins curuae BE inuenietur, fi in aequa-
tione ponatur ds—dx. In noftro ergo cafu, quo cur-

ua data eft linea re®a, dabit a altitudinem BE ex ae-

v
quatione (n—x)l—-—l:nl,,:_’fj__, feu hac —1 =

(*’“"""")"—-l five hac (Vc—t—V x)ﬂ—' 4+ (Ve-

V"x)"—'_o Vel etiam fumatur arcus AM——n':'

AB, et du@a ecius tangente AT erit .Tc altiudo cur-
uae quaefitae,

§. 13. Si aequatio differentialis inuenta denuo dif-
ferentietur pofito 4x conftante prodibit aequatio haec

3
dds =57 _,_gf,fx, T, quae pofita ratione perxphenae ad

diametrum = : 1 congruit cum hac dds—= _"L_"(H_’i)“,’; Ex

hac' aquatione cafus, quo ¢ =0 et = oo, ita tamen,
vt fit sV c—=Vb, facile cognofcitur. Euenit hoc, fi

re@a data eft infinite parua et angulum infinite paruum’

<cum horizonte conftituit, ita vt tempus defcenfus per
eam tamen fit finitum nimirum =2V 4. Erit igitur
AM=AB, i1deoque tangens AT infinita refpedtu ra-

dii ¢, abibit ergo ¢—x in x, atque curua quaeﬁtj;
—dx?yb 2dx
* hanc babebxt aequationem dds—T - fen ds—75x

Tom. V1. E atque

Fig. t.

Fig. o
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atque s—%%. Hanc ob rem cum quaefita erit c¥-
clois, vt natura rei requirit.

§. 14. Si curnma data hanc hablierit aequatione Zr

: , bt dt
=1#"dt, erit elementum temporis
tur g—4-c=f et f—r—2% erit t—=f—22 et t"—f"
"‘j N1 Py + ’l-—-lfn_zz+ nn—l 1l—2fu__3 P +

b
etc. et y(mn——2hdz. Hinc pr(zndjblt f“q_"_‘:'_” —
Conft. —2bf"z +”’"f'““z3~2——"’-——'j"—2z -+
Ama—t 23 27 —etc. Quod caum fako t—o fen
z_.Vf euanelcere debeat, erit Conft. =25V f (1 —

n.n—1L _ n n—l 7!—2

£33 1.3 55 —-—etc.). Ponaturdeinde £=
feu 2—=Va, pl‘Odlblt tempus defcenfus per BA~2b

f"Vf(:-ﬂ—r-’:";; VT ete) —2h(fe
Va—i5f """ eVa+-"f"%a*Va—etc.)

§. 15. Pomamus breuitatis caufia 1 — -2 et =t

— etc. =p,, erit fub(’ututo a+c loco f defcenfus per

— ’l+§ P .n-—“ H_ﬁn_z -
BA__sza"'*-‘E—}- =22hpe a—-2E20 2 ppen 3
a2 --etc. —-2b¢,"‘1/a—-$§u' 2he™—v gV g— 2:;27;_3

2.2 —--22-—
2h—2a2 Vg0 o Ben—343Y g — etcet.

Haec forma comparata cum forma §. 4. datn k—as—
gm._:ya?—-ctc —-é’Va 'naVar—Oana—-etc em

h__szc""“z = ""*"ﬁ’szc"'—f E—— \"+7‘J_(.";'2)
z.bpc"‘f,,

¢

*

V (a—+¢—1)° PORA~
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b L ]
szv""j,'y:-("*‘*-?}(n—z)(w—i)szd""’ etc. atque

— 2n—2
G—ab, n=F. 2bo ! 0_._.2" 5= 2be™? =

3. %
Py S

§. 16. Inuenientur igitur litterae A, B, C, etc.
A B 1

‘. . oh(an4-1)pe B —
wt fequitur A — — 4._.“1'_’.. , atque B—

n—
—2kon4=1)(2n—1) pc 2C— 2"(2n+1)(~n-|)(2u-3)1’c5! t
1. 3. ¥Y—1.l=—1 1. 3 §. V1.1 etc,
-1

Atque E=5c, ”"‘ , G :ﬁg‘i‘n_;.t)‘m—z, H —

bat—ife=3 "3 etc. Pro cuma itaque quacfita re--
- 1
- 3 1 — =—2hpdxvx / 2 u+A z
peritur ifta aequatio 4= J2PomeE( ¢ -+

n— n—§

(2n+l);"ﬂ-‘)‘- x __‘.1& 1)a2n-—1)g.n—3)‘. Zx2 -

5
etc. )+ bhdx (41 ”-‘x..l._" ("“') 2 g2y Rela— )02

1.2.3
xv 2N
cv34etc.) =h(c4+2x)" 41—7‘:-2":‘1‘— F(Tve +
(2n4-1)(2n—1)=x (2n4-1)(2n—1)(2n—3)x?
1. 3. ¢¥e + 1. 3. §. c3ye +etc-)

§. 17. Quanquam hic pro curua data haec tan-
tum aequatio dr—5ht"dt eft aflumta, tamen ad omnes-
prorfus curuas exemplum hoc accommodari poteft. Sit
enim curua data ifta expofita aequatione dr — At*dt
~+Btedt4-CtVdt- etc. “Tum ‘quaeratur aequatio
pro curua quaefita primo ex hac tantum aequatione dr
—=At%dt, et fit aequatio refultans ds—Pdx. Dein-
de fumatur aequatio /r—B#%4? proueniatque aequatio
ds—Qdx. Similiter ex aequationibus 4r — Ct74?,
‘ ‘ E2 dr=
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dr=D#%dt etc. emergant ifie ds—Rdx,ds=Sdx
etc. erit aequatio pro curua quaefita haec ds— (P4 Q
—+R 4-S +4-etc. )dx, fifilicet curuz data habuerit 29~
quationem dr—At?*dt—+Bttdt+-ex.

§. 18. Apparet etiam ex aequatione §. 16. fi fue~
rit n—=—% vel §, 3, 3 etc. feriem abrumpi, atque fta-

tim - haberi aequationem finitam; fit dr—b# ~%, cur-

TFabula IV.

m filicet data cyclois, erit #—=—1 atque ds— oy
Ex quo cognofcitur curuam fuperiorem annexam eumn
data inferiore eandem curuam continuam nimirum cy~
cloidem conftituere.

DE SVPERFICIEBVS AD AEQVA-

TIONES LOCALES REVOCATIS, VARISQVE
EARVM AFFECTIONIBVS.

AVTHORE
- Tacobo Hermanno.

Eometrac de aliis Superficiebus quam de pla~

~ nis, aut etiam de his quae ex reuolutiene fi-

gurac cuiusque curuilineae circa lineam quan-

dam. in gyrum aae, vix cogitarunt fubinde; tametfi
infinities infinita genera. dantur, ad qnae fpecies illae
reuocari non poflunt.. Aequationes locales,quibus omnium.
fuperficierum indoles €xponi decbet, tres omnine inde—
ferminatas inuoluunt, cum tamen aequationes ad lineas.
auuas



DE SVPERFICIEBYV'S AD AEQV ATIONES ¢rc.37

curuas in plano ductas ordinarie duas tantum indeter-
minatas, coordinatas nempe curuac, compleGantur. Ac-

ceflio vero tertize indeterminatae ad duas illas, quae

figuris quibusuis fufficiunt, calculum faepe prolixum ef-

ficit. Et haec alculi prohxltas probabilis caufa eft,

propter quam Geometrae a contemplatione nouorum
generum fuperficierum ammum abftinuerunt.

In ifs vero qme fequentur, nonnullas fuperficies
quatenus aequationibus localibus exprimi poffunt, con—
templabimur, earumque aequationes quae fefe prirnum

nobis fortuito obtulerunt: excutiemus , oftenfuri quomo~ -

do Maximae aut Minimae applicate inter fuperficies
illas et fubiectum aliquod planum duci, tum etiam pla -
na fuperficies tangentia inueniri, aut quomodo in fu-
perficie ipfa imer duo data pun&a linea: breuiflima de~
terminari debeat.

1. Si fuperficies quaeainque gibba vel' caur EGFH
fuper plano herizontali ¥ CZ, extet, et in hoec pla~
no horizontali duct: fis pro lubitu rea indefinita YZ,
hanc pofthac direifricem vocabimus, eum in finem, vt
ex quolibet fuperficiei pun&o D, demiffa perpendicu-~
lari DC, et alia CB ex C in. direGricem Y Z, na~
tura fuperﬁcxex exponi poffit per aequationem , quae re-
lationem , quas indeterminatie AB—x, BC—=y, et
CD—z, inter fe feruant, indicat.” Ad id autem pun-
&um’ quoddam fixum ‘A in dire@rice alfumi debet, &'
qw abfciffae mitium ducanc:  Caetenniv Divedtrix et in
& pmGum fixim A pmlmimu poni.poffunt prout:ma

Es gs
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gis commodum videbitur. Tres illae indeterminatae 2,
¥, et x, in aequationes locales femper ingrediuntur , pau-
cis exceptis cafibus, cum fuperficei natura non pendet
ab indeterminata illa quae in aequatione fuperficiei ab-
eft. Sed fepofitis exceptionibus illis, difpiciendum quo-
modo aequationes locales tres indeterminatas inuoluen-~
tes tra®ari debeant. Affumamus primum aliquot ex
fimpliciffimis earum, fintqie adeo aequationes exami-
nandae eae quae -fequuntur.

L az+by—+cx—e>=o. 1IlII. 22—xy—o.

II. 22 —ax—by—o. IV.22%-ax2-ba-cyt-ex-fy=o
V. ax?—-byz+-y®—exzfx*—-gz—-bhr—o.
VI. 4?—y? =22 —o.

Aequatio 1. az-+4-by +cx—e*—o.

II.. Hacc aequatio eft Locus plani, cuius pofitio
ex aequatione eft indicanda. Ad id ponamus primum
y=o, et x==0, remanebit aequatio 2z—e?=-0, quag

Fig. 4 praebet z:::—'. Hinc fi in puncto fixo A ad hori-
zontis planum perpendicularis AF excitetur = £, erit
punctum F in plano optato. Faciendo deinde in ea-
dem aequatione =0, y=" 0, remanebit cx—e*=o,
quie dat x :2—’ Capiendo ergo in direcrice YZ
patem AE=¢ e, pun¢um E erit alind pun&um in
plano quaefito. Tertio fa&kis. 2—o, et ¥—o0, inue-
nietur by —e? —o, atque aldeo_y...,,, y quare ducendo
AH perpendicularem ad AE et —j , pundum H da-
bit tertium punctun in plhno quaefito, propterea pla-

num
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mum, quod per triz puncta F, E,H transit, eft locus
aequationis propoﬁtae az+by+cx-—e’*o,

Per quoduls punéum D plam FHE planum IGB
aransire intelligatur plano FHA parallelum, eritque DC
horizonti normalis in plano IGB ‘et parallela ipfis 1B
et FA. Dicantr AB—=x, BC=y, et CD=xz.
Triabgule fimilia EAH , EBG , pracbebunt BG = 5%
adeoque CG="= 'cx'bz » et Triangula fimilia FAH '
DCG, dant DC__ Tl — 2z, atgue qg}ep az—-}-bj
+cx-e2 =o- Q E. I 2

R S ‘
Eft ergo HE fedio phm mclman. FHE et hoa-
rizontis , ductoque per FA plano FKA quod rectae
EH ad angulos rectos occwrat, angulus FK A indicay
bit inclimationem. horum Qlanorum alterius ad alterugs,
et finus huius anguli inuenietur efle ad finum totum\,
vt V(b2+c ) ad V(a> 4% 4-c7)..
III. Si mdctermn'natae qme ir. aequationem poﬁ-
tionem plam FHE mdxc:mtem mgp:dmntur, non ip
fubieto horizontis AHE. plano iaceant 5 fed in plano

inclinato FHE: vt, i FI—¢, ID:::u erunt x___’:;

—e%u

- J=7% , exifentibus FE=f, et FH=g;.Quibus in ¢
— =2 fuffectis , provenit z—EELE Hoe vium
foum ahqua.ndo habere poteft, cim ﬁgura ex plino hot
gizoneali proiici debet in' planum FHE ;- auf viciffim.
1V. Ex canfideratione fola Pyramidis EAFH
umnm problemata , quae circa triamgula - fphaerica re~

Gangula

Fig- &
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@angula occarmint - expediri poflunt. = Vertex enim E
refert centrum Sphaerae, anguli. FEA , HE A bina cru—
ra circa angulum reGum, et angulus HEF hypothe—
pufam , angulus vero rectus eft, quem plana FAE, HAE
continent, et reliqui anguli funt, qui planis AHE,FHE,
et AFE, HFE intercipiuntur, His pofitis:

1. Si ex datis duobus cruribns circa angulum re-
&um, id eft, datis angulis FEA, HE A inuenire opor-
teat angulum K alteri cruri vel angulo HE A adiacen-
tem, res fine: vilo ad Sphaeram refpe@®u, facillima eft.
Nam in a:®* AKE ad K refangulo, et AK.AE::
fin. AEK. fin. tot., et in a%™. reGangulo FAE ha-
betur, AE.AF::fin. tot., tang. AEF, quare ex aequo
AK.AF::fin. tot.. tang. K ::fin. AEK. tang. AEF. Hinc
conficitar: V't finus cruris ang. quacfito adiacentis, ad
fin. tor. , ita tang. cruris alterius, ad tang. anguli quae-

” 2. Si datis crure FE A et hypothenufa FEH in-
uenire oportet angulum cruri oppofitum K. Bina aa
AKE et FEK fubminiftrant hanc regulam feu analo-
giam, ot tang. bypothenufae ad tamg. cruris dati, ite
Sin. tot. y ad Cofin. anguli quacfiti K.

3. Si datis hypothenua FEH et angulo K quae-
rantur crura AEH et AEF. Idem par triangulorum
FEK et AEK fuppeditat has dnas analogias in quaeftio~
nis folutionem, nempe: V't fin. tot. ad cofin. ang dati,
ita ‘tang. bypethenufae , ad tang. cruris dato angulo ad-
sacertis. deinde «t fin. tot. ad fin. ang. dati , ita fin. by~
pothenufae ad fin, cruris dato angulo oppofiti.

S . Reli-
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Reliqua problemata triangulorum reftangulorum ex
hisce facile quoque foluuntur.

V. Quod ad Triangula Sphaerica obliquangula at-
tinet, eadem Pyramis eomm refolutioni inferuit, mo-
do angulus FAH iam fit obliquus, manentibus tamen
angulis FAE , HAE, reis. Quod vnico exemplo ex
difficilioribus oftendam; nempe cum datis angulis FEA,
HEA , HEF, quaeritur angulus FAH, quem plana FAE,
HAE comprehendunt; quod in Trigonometria Sphae-
rica redit ad illud, vtex datis tribus lateribus trianguli
inueniantur -anguli.

Dicantur minc AF—¢, AH=), AE—¢, EF—e,
EH=f, cofinus anguli dati FEH=g, et cofinus anguli
quaefiti FAH-—#, inuenictur in- A’ . FAHlatus FH—V
(@®>—b>—24bu) et in Al . FEH, idem latus reperitur, —
V(a?+4-b*+-2c—2¢fg), quare a*4-b*—24bu—a?
524202 —2¢fg, ex qua deruatur u= %%, Di-
cantur praeterea finus angulorum FEA, HEA, /et m,
eorum cofinus A, M, et finus totus I, erunt a=cel,
b=fm,c—er=fg, qubus in ¥ == fuffedis,
reperitur =52 Sit practerea finus dimidii anguli
quaefiti FAH—y, erit u—1—25%, et 52 — 'Bophug
quod fi praeterea fit fin. (;AEF+-4zFEH4-JAEH
—AEF)—p, et fin. (5 AEF 4 3 FEH+-3 AEH—AEK)
‘—gq, per gencrales finnum proprietates inuenietur /m
—Ap—g=—2pq, quod it praccedenti aequatione fur-
rogatum , pracbet s2=F23. Atque fic inopinatd incidi-
Tom. V1. - F: e

.

Fig. 4
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mus in pulcerrimam regulam ab aliis iam paffim tra-
ditam foluendi triangulum quodcunque fphaericum, da-
tis tribus eius lateribus, ita vt non necefle fit ducta per-
pendiculari triangulum pr0poﬁtum in duo triangula re~
Ctangula diuidere.

Atque pauca haec fufficiunt ad oftendendum , quo-
modo ex confideratione Pyramidis vniverfa Trigonome-

‘tria Sphaerica, absque vlla ad Sphaeram attentione ,
“tradi poffit.

Aequatio 1I. 22 —ax-by—o.
VI. Haec aequatio inuenietur effe ad fuperficiem

.amei Parabolico Cylindrici.

1. Nam fi 2—=0¢, habemus —ax—by—o0, que
aequatio eft locus lineae rectae ita conftruendae: Sit VT
direétrix,, et punctum: A origo abfciffarum x, ducatur
re@a indefinita HAI hac lege, vt vbique A B fit ad BH,
vt b ad 2. Haec recta HAI communis erit feio fu-
perficiei et horizontis.

2. Si y—o, fuperficiei aequatio praebet 22 —aux,

. Parabolae aequationem, quare fe&io verticalis folidi per

dire&ricem BAE eft parabela parametrum habens —a.
3. Si x—o, fuperficiei aequatio abit in 22—y,
quae eft alius parabolae aequatio, quo cognofcitur quod
fetio AGF cum horizonti tum direérici VT ad nor-
mam infitens quoque fit Parabola, fed cuius Parame-

ter — b.

. Omnis fe&tio BEDC plano AGF parallela eft
Parabolae portio, cuius parabolac vertex eft in H, et
quae
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parametrum habet —5. Item omnis fe&io FCDG pla~-
no ABE parallela eft portio Parabolae, cuius vertex.,
eft in eadem re®a HA nempe in I, cuiusque parame-
ter —a.

5. Omnis fetio-folidi per planum horizonti pa-
rallelimn eft linea reta parillela lineae HAI atque ex
hoc cognofcitur, quod folidum EEACDGA fit Cuneus
Parabolico Cylindricus, nempe bafin habens parabolicam,
cuius parameter —V (42-+542%) et planum tum rectae
HI tum horizonti pcrpendlculare fit, et per puntum
A transeat.

VII. Si in fuperficie AD maxima applicata, fi
quam habet, indagari debeat, fequenti modo proceden-
dum erit. Differentiata aequatione fuperficiei pofitis pri-
mum 2 ety manentibus orta inde aequatio poftquam per
dx diuifa fuerit, fignetur A.

Differentiata deinde eadem aequatione fuperficiei po-
fitis z et x inuariatis, orta poft divifionem per dy,
aequatio fignetur B. Ope aequationum A et B elici-
entur aeftimationes indeterminatarum x, ety per quan-
 titates datas, vel per tales et tertiam 2z, quibus in ae-
quatione fuperficiei furrogatis, orietur noua aequatio ma-
goitudinem ordinatae maximae aut minimae 2 definiens,
Sed fi agquationes A, B nullam indeterminatam inuol-
wunt, indicio eft, fuperficiem propoitam nullam ma-
Ximam minimamue capere.

Si 1am aejuationem 22 —ax—4y—o, iuxta prae-
cepta modo tradita tractemus, inuenientur aequationes
A.a=o,etB..6—0, quae cum nullam indetermina-

F 2 tam
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tam involuant, concluditur fuperficiem nullam maxi-
mam , minimamue applicatam z admittere.

VIII. Quantum ad plana tangentia attinet per da—
ta in quibusuis fuperficicbus pun&ta, quarum aequatio-
nes datae funt, ducenda: methodus huc faciens, ita ha—
bet. Ducatur primum tangens curuae ED, quae eft fe-
&io fuperficiei ad horizontem reta et direétrici nor-
malis ; fit haec tangens DH, et fubtangens CH. Po-
ftea ducatur tangens DI ad curuam GD, quae eft com~—
munis fe®io plani fecantis horizonti normalis et paral- -
li direétrici, ipfiusque fuperficiei curuae; et planum per
duas tangentes DH et D1 tramsiens, fupesficiemxin D
continget.

Praxis autem haec eft: Differentietur aequatio fu-
perficiei 22 ——a4x -4y, pofita primum x manente, erit
2zd2—bdy, quare C H(=2% )= 3% =242 Ty¢
ferentietur porro eadem aequatio fed pofita y manent,
fiet 2zdz—adr, et Cl(=%%)= 2 —2axtaby 1,
uentis vero CH et CI reliqua facile expedientur. Nam
fubtangens parabolae HED pertinens ad pun&um D eft
— 2 CH, et fubtangens Parabolae EGD in eo~
dem pm&o D et 2CI, quare commumis fedtio
plani tangentis et horizontis fiet parallela lineae HI,
et ipfum planum fuperficiem non modo in pun&to D,
fed in tota linea re@ quae im fuperficie cylindrica du-
ct poteft eidemr HI parallela, continget. -

Inuen-
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Inuento plano tangente facile eft fuperficiei m D
perpendxcula.rcm ducere, alio enim opus non eft quam
vt in pun&o contattus D plano tangente perpendicu~
laris ducatur. Saepe tamen praeftat per methodum di-
. re&am ducere perpendiculares ad fuperficies, absque prae-
fappofita notitia modi ducendi plana tangentia.

IX. Hic modus dire&us duobus verbis exponi pot~
eft. Perpendxculans enim ad fuperficiem eft breuiffi-

ma diftantia inter pun&um horizontis, in quo perpen~’
dicularis ipfi occurrit et fuperficiem propofitam. Hanc

ob caufim perpendicularis in quacunque fuperficie per
methodum de maximis feu minimis mueftigari poteft.
Sit ergo P pun&um illud in- plano horizontis ex quo

breuiffinam lineam ad fuperficiem ducere oportet, ex quo:

perpendiadaris PM in direG&ricem VT demiffa fit.
Peinde ex pun@o D fuperficier etiam demiffa fit DC
orthogonaliter in horizontem, ductisque ex C duabus
CB et CN, hac ad VT, illa vero ad PM parallelis,
dicamtrCN—=BM —=m, NP—a, DC=z, et PD—p,
inuenienwr p—7V (m>—+-n? -2 ), quae minima effec
debet. Quare differentiando aequationem p?—m?-{-n®
— 22, pofita primum m confhnti, fit #dn4-23dz—
pdp—o, vel propter M P—y—-# inuariatam necefle
et, vtfitdy—+dn—o, vet dn—-dy, —ndy-4-2dxz
—o, adeoque n__’;‘;“ Sed aequatio fuperficier 22 —
ax-+by, cum xr manens eft, pracbet zzdz....bdj,

adeoque *=15, quare n= -,zb,
Similiter differentiata p? —m?--2% -2 pofia ¥
conffanti praehet mdm—+2dz=pdp=—e, et quia AM

3 ==z

Fg »
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cem habens in re®a VA et parametrum —AB. Item
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=~ x~+m, inmariata manet, fitdm——dx, adeo-.
que —mdx—+-zdz=o, et m—%2  Aequatio vero
22 —aqx--by, in qua nunc y inuariata maneat, dif-
ferentiata fuppeditat 22dz—adx, et 2%—1a, con-

fequenter habemus m—%2—14. Ad ducendum igi-

tur perpendicularem DP fequens eft conftrutio: In
recta CN panallela VT capuatur interuallum CV_—ja,
ductaque NP parallela BC capiatur  interuallum NB—

‘b, reta DB iungens punctum datum D fuperficiei

et inuentum pun&um P in plano horizontis fuperficiei
propofitae ad angulos recos occurret, et minima erit
omnium earum quac ex puncto P ad fuperficiem duci
poflunt,

Aequatio TII. 22—xy—o,

X. Haec aequatio practer monem fpem et opinio-
¢em oftendetur efle ad Conum. Fa&is enim x= mx,
et y—=nt, in quibus m et » funt magnitudines inuaria-
biles, dum # eft variabilis, et fuffetis hisce in aequa-
tione, proueniet 22 —mnt?, et 2=tV mn, quae eft
dequatio ad lineam retam, docens, quod communis
fectio plani cuiusque ad horizontem re&i, et fuperficiei
ipfius, fit linea re®1, nemipe cum planum fecans per
originem abfciffarum x, id eft, per puncum A transit,
€xX quo omnpino fequitur quod fuperficies illa fit Conica
verticcm in pun&o A, habens. Ducatur praeterea AZ
dire@trici VT normalis et inuenietur quod omnis fe&io
ipi AZ panallela, qualis et BCD fit Parabola verti-

quod
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quod omnis fe@io FCD dire@trici VT parallela fit alia
Parabola verticem in reGta AZ et parametrum —AF
habens. Sed ex hiscz nondum cognofcitur qualis fit
Conus cuius fuperficies propofita aequatione  exponitur.
Indaganda eft ergo bafis huius Coni. Hunc in finemr
fit VA direrix, MH linea per quam transit bafis
Coni ad honzontem inclinata angulo, cuius finus eft ad
finum totum vt r ad 1. Ducatur ex origine abfciffa~
rum A, reta AE perpendicularis ad MH. Sit pun~
&um C proie&tio pun&i D faperficiei i planum ho~-
rizontis, et ducatur per C recta HL parallela EA, et
CB perpendicularisad MV. Dicantur AV—¢,VE=5,
AE —c¢, indeterminataec AB=x,BC—y,. H}:‘f:u, CH

—st, Vbi s=V (r—r?); erit 2=r¢, nam indeter~

minatae ¢ et # funt coordinatae in plano inclinato fitae..
© Similitudo verp aamm. AME et LBC fuppeditat y0=

— b, et =+~ 4a, quibus in ee-

quanone xXy— z2 — o0, fuffeis, et rz pro z, refultabit

3 2 bs? ab t
e e e S L —+—ab_.o,, vt. haec ae~

- b’ s —c’rz

_——-

qnatio ﬁat Circulf aequatio, cuius cn-cuh diameter imr
planum horizontis proietta coincidat cum AE, pono
a’s—b? s =0, adeoque a— &, adeoque c=aV 2, de-
inde abs*—c2r*—=—ab, quod propter a—4, prae-
bet §2 —2r2——1,etr?—=3 ) s?=% , quare praecedens
aequatio abit in —514’ 2= 4t =0, vel w?=
-—t’-—-zaﬂ/’ ~+24%, que fequentn modo conftrui~

tur: In fig. 6 mplatur AV=VM=VE—gq, iumga-
r ME et producatur in N sque dum fic EN:EIVé

=A

L

Fi‘o ’u’

Fig. 6.
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—AE=—aV 2, erigatur deinceps AH ad angulos re—
&os fuper plano horizontis, et fiat —2¢, iungamr HE
et in hac fitum erit centrum circuli, fit EO=4V %,
erit O centrum quaefitum, et OH—=—OM=ON =n
aV %, radius circuli, et pars coni MHAN eminens
fupra planum horizontis eft locus aequationis 22—ay—o.

Nam fi in aequatione bafis coni 4?4222
atV3—24*=o, pro ¢ fufficiatur —yV -2V} -+4a
Y6, et pro s quantitas —yV L —+xV %, quae ex ae-
quanombusy o By, eta=ER U 4 6
&is in iisdem b:a c:aVz et .f__V.,v derivatae
funt, et pro t2, u? quantit*atum illarum quadrata, pro-
ueniet aequatio, quae per 2 diuifa praebebit —y2—4xy
—x2+44ay-+4arvr—4a2=0..A. Deinde 2?(=r?
$?)—31%, producit y2+-a2— gay—4ax—~+4a? —22
—o..B. Additis vero aequationibus A et B, refultat
omnino xy—z2—o, vel 22—xy—0. Q. E. D.

Aequatio 1V . g’—ax’ébx] —cy? —ex—fy=o.

XI. Haec aequatio eft ad fuperﬁc;em alicuius Ce-
DOIdlS, cuius bafis exponitur ‘aequatione £y? —bxy—-
ax?—4-fy—+gx=o, quae pro diuerfo habitu coeffi-

cientum, ad fingulas fe®iones conicas fpectat. Altitu-

. do conoidis fupra planum horizontis eft — V(%—'%:{,fé)

Altitudo ifta inuenitur per methodum de Maxi-
mis et Minimis fupra §. VII. expofiam. Nam dif-
sentiata aequatione propofita, pofitis z et y manenti-

bus ,

- — —
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bus, oritur 2 gx~+br—+e=0..A. Pofles eadem ae—
quagene differentiata, cmn .z et & maneates funf, pro-
yenit 26‘j~l-rbx+f..+0q-B Ex bmi; vero aequa-
tionibys A et B eliciwitar x=I7), y= A5, quie
bus in aequatione propofita furrogatis inuenietur Ma—-
Xima appudm z‘_V(“""_'_b;;"")- ' '

_ XII Ide;n per- coumunem Algebmm quoqucm-
nenirj poce(t aequatio ‘enim quae. propofitae, aequipol-
let ¢y? ——bxy—ax?—fy—ex 4-2*, duas radices ha~
bet, nempe

=€r=-6;r-f+V.(é?-+av-x’+ zbj_—+ce. r4-f 2_4-g02%),
2ey——bx—f—V (b>~4ac X2 +-20f-4¢e X[ 244 %7),
In caft Maximi hae radices, quac generaliter inaequa-
les font, aequales fieri debent, quare fiunt 2cy——bx
—fs- vely__ 2 o b2 —qac. 1 2bf—gce. x A f?
-+ 42'=p, ifta vero etiam duwas radices habet, -

(52 -4a0)r="20e-bf+-V (406 [ *—4boef—46¢2 b 5% 34 -1—4.ac 4032),

(B3 —gac)x—200-bf-V (4acf ? - 4hoef—-4c%6-B% -qac. 46%2).
Aecgualitas harum radicum praebet x — 22! l,,f )7 ::%f
':bgﬁ%";—:, et 4.acf’—4.bcef+4.czf2—b’+;4.qc gz’
=0, et haec vitima definit in 22 =¥, et 85

V(afTT_bff *eey ptorfus vt ante.

Pofitio plani fuperficiem m ohbet eius pun&o

D tangentis,, .per methodum §. VIIL traditam inuenie-
tur, fi in Tab. V. Fig. 2. huic excmplo applicata ca-
Tom VI. G piatur
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piamr CH (“ﬁ%)-—ﬁﬁ%{m, -et: C{(“;—Ec)'.-.
oy et per binds reiss DH, DI fuss etfpo-

"@iuig curuds tmgema& pladum transire incclligatar , pb-
num, ,tﬁnd ﬁxpe:ﬂqem n pm&o ‘ddwo. D+ cotmnapr.

Aquatzo V az® + & jz + c]’—\exz—}-vfx ’—!;- &z—bz_a
XIIL. Haec aequatio. eft ﬁ:perﬁcxel conmdxs Elli-
"ptict’ vet fubiimde stidm Cotii: ENlipticy.. Wam fika 2o,
‘dequatio remédtns‘g‘#fx"—bx‘*"h ot déquho BifS
Cornoidis ; quarnr apparet *effl® Ellipfin,; ciliis - axis nrans—
uex:fus = fb, et eius coniugatus .._,,'f, .t_ : -

“Yértex” éonmdm.]rmwuux Vi’ exernplo § praé-
ccdentis | aequitiones Véro ‘A'et B ih phrefeni exent-
pladimt A..bz-20y=0; et B, lex—2fs+ hd,
o fuffeltis aeftimationibus. hisce eliitis ,. proueniat. (4f*

S 4a6ft-ce? 222 = (46fg~ a6eh)z—ch®, -apqutio
magmygdmpm M3Ximas. apphcata.e 7 ﬁsﬁmcns- A

Taguk 3“ " Poxyo- cirea dlre&ncem AZ dcicnpm fic Ellrpﬁs
& ALG,.m,-qua AGF,inquu AG=¢; Sit VP=k=
maximac applicatae 2, atque adeo V' vertex Conoidis,,

detmﬂiqae ‘gormali fBZ in dlrc&ncem quantum 0pus

et produ&.lm dicagtirr ‘A'Z =1, 'et PZ=m. Sub-

flitatisue "in aequatiénibus frpra inuentis A et B, pro

z, % et y, litteris k,*; et m, imenientur 5— I | vbi

ﬁgnum pnuatxuum denotat pun&um P fitum cﬂé in

oppoﬁta parte di’re‘d’nélé ideuitr pun&: F,er e"‘-—ﬂ—b

tertia vetd’ nedano R £ 2 4.acf -+ re“)z““- exc. praé—-

bet g ”‘-4&'—‘1,;—-‘—' © Videa-
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- Videamus: munc .qualis fodio nafgioara fig, cum pla~
mm fecans per V P, transit, . Pey_ aun&wn F..ducatur |
ordinga FE ad dwnetrum "AC et . dlia; quaectingue
CB parallela EE. Nommenmr AE:p, FEx=¢, AB
-—x,BC:‘:j, FC=#, ¢t tandem PF—n, filntque
'bremta&s ‘tafa ! r—“l- p, seim-- g, eruntque r=p-4-

et § = q— >) et fuﬁ'efﬁs hisle eoﬂn‘nque quidra~
“' et falids in sequationé ‘ad rupef'ﬁénem ‘erietur ‘ae+

i-;uatxo feftionid optatae, im:qua-eth p, g, 7, 5 in fe

Tpectatac. varjantes, fung-; iptniea amep- mdetmnmatn—-
rum v, 52t 4y qmep:tef, fimt b eft vero, neq;muo €3
quan, feqitgrn g3® 745 Vi ay (T )2 (59
pp g5~ B e c g} — by,
Compendx’l caufa .coeflicientes fec‘yndl ;. tertu y quarti et
quinti term1 orum, dfcantur 3, v/, 8¢, b, s aequmo
mutabiour ‘i "2 22 ;Bub’l-l* z—t*z?—f’l@—o ‘Haek
dutem *sequatio” pros diverfo habitu coefﬂci&ﬁtum eft ad
-ﬁﬁgulas fe&wnes Comc.as , vel fubifde ettim 4d hneun

\
7 '\[ . LB BRI

" ,ngmbcﬁ‘ ad, ,hngam red:am ’ Conmdes abit in Cq—
"pum Ellipticum. Hoc aumm fpf.c;alms oﬂenderc lie
bet, non quidem opé aequationis modo inuentae, fed
a3 n;ql;us ope :3gquationis ‘p;opoﬁtae fronoidis. Ex-
tx;a‘mnygr etgy ex hag acqpauone radices,, tracando y
ARG ipcoRitIn y Crik 26) b7+ Y rasfe? -
»q.cexz—-}-b — 4.8¢. z’—-l—g.cba-,-q.tgz) Dicatur pars
fingla hnius acquationis = R ,cmque 2cyr—+bz= -+ R,
ﬁq faﬁar %M—fz,x te g k%-b . gbtipetdr

2 Zcq‘ )
&k
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242 — | R. Sod —4x® \-qeexe+-b>—qac s~ 46
bx—4egz—R2, pracbet fx?—exz-4-Yt%z22 4 bz
—gz—LR?, et extrahendo radices zfa—ez+-b+ V
(e? +t—’t';ﬂ‘-fz’ -+ ;;b_—'q.fgl' z—i—ib’—%R’).’ Sit
munc SC=AWARY — Ve et Gubftitatur hoc in fie
periori aequatione (ce?—4acf—+-542f)x2=(4cfg-2¢
eb)z3-ch? jinuenietur CL=ty2 2 o afg—eb)z+b2
=o, et extrahendo radicem ”—‘gl'bz—b:a, quare &
—_ b T cet—gacfi-3'f
_573—_:,5,’« 2f"g-eb-—§ ’ P"thcr? fit - =
(=250 )y =2, qui fupra in V(=1 e
26b—4 fg. s+ b*—£R?) fubflituta, producunt 2 fx=
ez+b_—_|:1/("-;$-3.:2+b’—{-l{’), et propter o—§k
—32, fit afx—ez—b—=+ V('—';'i'—"—f). . In hac vero
pofita 25="'pro ¢, ‘et deinceps flatuatur bx—Ilz=—po,
aequatio abit.in ¥E=— 4 v(F'-%), et qu-
drando 2% — 4" B8t Rt SR mare dele-
tis delendis et redu@a aequatione inuenitur R 2— 4225 4%
¢=45L"  quare dinifs hac acquatione per %, re-
fuleat vtique ' c¢9% —hp—fp?, déquatio ad Ellipfin,
exiftentibus AE=p, et EF—¢q. -

Binac vero aequationes 2cky—-bkz—2cqv, et
kxr—~lz—pov, fint ad lineam ré@am VF ex Coti
vertice' V 4d punétum baffls ¥ -dacom. * Agafir 'effm
DC paralléla VP, et DS aequidiftans FPy habobimas
DC.VP::FC.FP,::EB.EQ, id eft DC (2).VP(k)::EB

{(x-9). EQ(7-p): haec analogia pracbet ‘p2—-ix—po.
' | 2 sd Pariter
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Pariter (PT(m—¢). PR(m—-p):"(FP. CP::VP(k).VS(v),
qure km—-ky = my—+qu—km—mz—+ go, adeoque
qu=rky+mz (popter m—3;)=2dths o,
2c¢qv=2acky—bks, adeo vt ex hisce appareat, bi-

. — ] — 2cky—4-bkes .
nas aequationes p— 35, € § =3 -5cs, TeUera in-

dicare lineam rectam VF, vbicunque in peripheria El-
lipfis pan@Gum F affimtum fuerit. Ex hisce ergo co~
gnofcitur quod aequatio @z>—4-bgy—+-¢y*—exz+fa?—
gz—bx—o, fit locus fuperficiei conicae, fi coefficienti=
bus aeftimationes, quas fupra indicauimus, tribuantur.

In cono recto vbi VP incidit in centrum Ellipfis,
inueniuntur =8 e, eI h =2

*E’n cono reco circulari 4:3—'.:'{, b—=o0,e=o,ct

=z

XIV. Aequtio ez2—daz—gyz-+¢y2=—0, eft etizm
ad fuperficiem conicam, quae tamen ad planum hori-
zontis alium fitumn habet, quae in cafiz §. pmecedentis.
Sit y—mx, wi m eft conftans refpe@u indetermima-
farum x, ¥, et 2, et aequatio mutabitur in hanc alte-
ram 4z2—(cm-b)xz—em3x%, ﬂeoquc 2az—(cm-b)
2+ V (c?—4ae. m2x2—+ 2b6m—-b%. x2—(om—+-b+V
(c®—4ae. m*-2bem+-42)x, haec aequatio verd eft
o lineam reGam. Si m=o, eiit 2=7 vel —o,
indiat quod conus planum horizontis per totam dire-
¢ricis longitudinem contingat, et z—2=, quod feQio
Pani verticalis per direftricemn du®i et fuperficiei .co-
nicae fit linea re®a inclinata ad direéricem angulo co-

G 3 : s
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. déas finus eft ad cofirum vt ad e Et'cum £ ef =

" dinerfas lineas denotaf..

fimul ab o inciplant,:inde condhdendum’, verticem co~
ni in ipf6 plano horizomtis et omigine abiCiflarum fium
‘eﬂ'cn s . . v ’ : ' -

.« " . _‘_56"__"25 . l - . o .l
Si vero m— "«ri—{?' , plana harizontalia quae in-

tﬁﬁlm't,loc.i; J=u x,. [upgrﬁ;iem toni.g:b‘ﬁtingunt'; pam
“quia m geminum habet .valloregx propter fignum ambi-

-+ in numeratore, ideo aequatio y—myx, duas
SR ¢ (P

- X V. Prarterea pofitio: bafis circularis huius donicae
fuperficiei fequepti 'modo . inddgari debet. Sit VL di-
recrix in plano borizontis et EH linea quaecimque re-
ferens fe@ionem :plani fécantis HF , et horizostls. Du-
catr AEG perpendicularis ad HE, fitque EF. fedio
plani verticalis horizonti, re®ae AE iafiftentis, et pla-
ni inclinati HF ; eritque. adeo’ FEG inghagtio. ptani HF
ad horizontem.. Ex quolibet punéo D.-plani inclinati

‘demiffa fit in horizoatem perpendicnlaris DC—xz, et

in plano HE, perpendicularis DF in EF; que DF
proinde aequidiftans erit HE ; cadet item FG perpen~
dicilaris in horizontem, et linea CG iungens pun&a C
‘et ‘G, ipis HE, et DF parallela :erit; fit pariter CB

. perpendicularis ad VE, et dicaptur VB—y, CB—y,

EF—=HD—¢, DF=CG=HE—x, DC—FG=z, VE
=h, VA=f, AE—g=V (f*+b*. Sinus anguli I
EG=DHC—y, eius cofinus —s—V(1—r?). His po-
fxﬁs triangula fimilia AVE, LEH et'LCB praebent ==
= a—LEEEER et triang. FEG, facit, vt f&

< -
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2=s$.- Suffetis hisce in locum indeterminatarum r,
Jyet2 in aequatione propofita coni, inuenietur aequa-~
no eb’u3+zej‘”sfu+ag’r’t’—bg°brf‘— iam vt haec
S T ebr —bgrs o e
s ghe g "

S —tefs%. . L
zequatio fit ad cireulum, fiant eb’—*dg’r’ —bgbrs-
cfgr;—j—ef’,s 5 €t. 2efbs—\r- gr—cgbr_,.g. Narre
aequatic_tunc abit in u’-}-t’——‘;,—t 0, qgac f;ﬁ A
circulam cajus diametex ..._bf.", et hacc digmeter.cin=
cidet cum EF. His pofitis quia s*—12—7r2, aequa-
tio - ufb\.f-i:—bfgr-—agbr_.o, prachet r’......._:.—.;;
S, o alters . sequtie ex*r?
bghrs— ex.  eb®, dit v g

26'
quare aequatis his aefimationibus;; mumemieivr (b‘ fr—
't’b*-—}qmef’ bh* )g*-*‘;.e‘f’b*, quod ﬁ pro.g* ﬁ:ﬁ»

A __’__b .

LT, O N Iy ’

IRy, RN c .'l"
icxaturf’—kb", nafcetur 6{1"—}—4ge #5° ‘-‘PW
\__r_zbi- i ‘.4_5’) PR
—cF T e—ag® e

. J r“ e “#% 7
'-—c*b‘-*-a, aut’ facta f*-——bﬂr ﬁnﬁhmtur K2 TS

4 42T -4 2eT -2 = o, ftuenta guicm - T “ope:

426% | b . Sl
-'_02 g _‘.2"" : A L T T oLt
e T ._4_92 : St e el e

" huius aeqnmoms cubme, innoteiet etiam f=— 5V T.
RN Pona-
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Ponatur praeterea S2—T*—{-1,inuenietur diameter quae~
fita l‘3‘-5 e [ T ,u%m_ et finus inclina<

tionis circuli ad horizontem, i. €. r—mzsﬂ“.m

Atque fic omnia ea quae ad pofitionem ' et magnitudi-
nem bafis circularis coni indicandas inferuiunt ex aequa-

~ tione locali ipfius coni elicuimus.

. -XVI. Ex hice jam confequitur folutio maxime
paturalis Problematis, quod Cartefii aeuo fummorum
Geometrarum induftriam exercuit: Nempe datis pofitio-

‘Re' et magnitudine quacunque [eltione Comica Parabola ,

Hyperbola aut- Ellipfi; et puntlo extra planum earum
imeerire pofitionem &8 weagwitudinems circuli, qui bqﬁ;ﬂ
Coni, ex quo bae figurae fecari poffunt. -

. Sit generaliter acquatio fetionis datae 4%—4-gs2—
pt—o, inqm cocﬁcxenmp et ¢ daue funt, dein axis
datae feQionis conicae fit EF, angulus FEG inclina-
tionem plani fe&ionis ad honmntem » qui angulus pro-
peer datam “pofitionem figurae datus eft, fit eius finus
J et cofinus m—=V(1—/?), producatur deinceps GE in
A, et demittatur perpendicularis VA. Dicantur VE
—b;VA—i,AE—k, et omnes hie lineae datae
font,. quare in acquatione §. praccedenti inuenta e b2u?
++2¢efbstu—+etk. —o, antummodo pro f et g fuf
— etc.

ficienda i et k, item / et m pro r et s, et habebitur
aequauo fequens “A-eb*w? - 2ebimtu—-ak?l24?—

-bikl bbkl
=cbikl -.-crbl :
j-eitms

bbk?ls
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bhk?lt=—o0. Tam vt haec aequatio formam propofitae
induat, oportet vt fiant 2ebim -~ bikl—chki=o,
ak2l2—bbkim—cikim—-ei*m* —eh?q, et bhk*I—
eh?p, ex quibus elicientur PERLSS T
o= fhaem Surrogatis deinde his aeftimationibus li¢-
terarum @, b, ¢, in aequatione Cubica fupra inuenta
62T 344412 - 4aeT—¢*—o0, et in reliquis deter~

-+ 262 452 :

—2 —22

— 423 , .

minationibus circuli, eiusque inclinationis ad horizon-
fem; et inuenta funt, quae inuenienda erant.

XVII. Haec folutio ad omnes tres fe&iones co-
nicas ex aequo fe extendit. Nam fi fe&io data eft E/~
lipfis, quam aequatio #*~-q#2—pt—o, indicat coefs
ficiens ¢ debet effe affirmatiua, {i Hyperdola eius fignum
tantum mutari debet in aeftimatione literae «, et de-
nique membrum illud in quo ¢ ineft prorfus eft delen~
dum, cum fedtio data eft Parabola.

Solutionem huius problematis adducere placuit, vt
vium theorize fuperficierum ad aequationes fuas locales
reuocatarum in folutionibus problematum difficiliorum
oftenderem. Caeterum Cartefius in Epift. 75. Part. 3.
Epiftolarum primus aliquam huius Problematis folutio-
nem exhibuit. Ille propofitionem ibi in tres cafus di-
ftinguit, quorum primus eft, cum data feio eft El-
lipfis et centro eius' datum pun&um perpendiculariter
Tom. V1. H in-
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incumbit ; fecundus. eft; cum pérpendicularis a pun&o
dato cadit alibi in axem Ellipfeos, aut vtilibet in axem
datae hyperbolae aut parabolae ; tertius denique cum extra

sxes- cadit.  Pro duobus prioribus conftrutiones geo-
metricas ibi tradit,et pro folutione tertii., quem in pas

zabola tantum aggreflus eft,. aequationem Cubicam in-
uenit, et circa- Ellipfin- aut. Hyperbolam aliquanto lons
giorem et prolixiorem fore fatetur, aequationem ta-
men quartum. gradum non eflfe ‘excefluram. IXuftris
Hofpitalius hoc idem quogue Problema excuffit n. 441.
Tralatus fui Analitici de Sectionibus Conicis, €t cire
ca Parabolam et Hyperbolam datas in aequationes. €w
bicas itidem incidit. Via vero quam in {folutionibus
fuis iniuit 3 Cartefiana et multo magis & noftra dif-
fert. : 7

Aequatio VI. u*—x*—y2—o.

XVIII. Haec aequatio ad omnis generis folida: ro-
tunda fpeGat. Per # enim defignatur quantitas vt libet
compofita ex tertia indeterminata 2 et conftantibus, Sit
enim circulus AHL bafis folidi, eiusque centro F per-
perpendiculariter imcumbat axis FE circa hunc axem
vero defcripta fit curua quaecunque EDFH, fit diame-
ter bafis AL dire@rix, et dicantur FB—=x, BC quac
direCrici perpendicularis —y, et CD axi parallela =2,
ductaque DG parallela CF dicatur —u, eritque adeo
CH(DG)=u. Triangulum vero rectangulum CBF
pracbet 42 —ux? —+-y2, adeoque u%—x2—y2—o0, cft
locus folidi rotundi orti ex reuolutione figurae EDHF
circa axem EF. S

i
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Si u?=—4a2—%5*, abit aequatio folidi in x?—y?
~-%¥ =42, aequationem Conoidis Parabolici exiften-
“gibus AF—a, EF—5. Si u’:a“-—-—ga- , aequatio mu-
tatur in x2+y2+7,7—*a , aequationem Conoidis El-
‘liptici, quod in fphaeram mutatur cum ¢=4. Eft
€180 x2? -y 2 2% —4* aequatio fuperficiei {phaeri-
Lae.

"XIX. Eadem aequatio #2— #2-y2—0¢, etiam omnis
generis folida conoidea bafi obliqia exponit modo axis
.ad horizontem obliquus fit, vt in Tab. VI. Fig. 4. et
applicatae DC=z, huic axi EF parallelae fint: etfi
ehiim fe@iones per axem EAF et TDHF inaequales
funt, earum tamen aequationes eandem omnes formam
feruare poflunt.

' Methodus ducendi plana mngentla ad huius gene-
“zis fuperficies obliquas eadem eft cum ea, quam fupra
* expofuimus; nam fi ducatur CK dire@rici AL paral-
fela et =LF, vbi q__ ax, poftea BCet producatur in I

et far CI=%% planum ‘quod per pun&a K, D, I
transit ﬁlperﬁcxem in punéto I) continget. Et quo-
niam (conftr.) CK.CI(::TZ ""z ::y.2)::BC. BF, li-
- quet lineam FC produ&am alteri K I pun¢ta K, I iun-
genti ad angulos re®os in L occurrere. Sunt enim
aa. CKI et CBF fimilia, quare angulus I1-=BFC=
ang. KCL, et ang. BCF: ang. LCI, adeoque ang.
CLI::nng. CBF —reo. Hinc ergo fequitur, quod
re@r LD pm@a L et D iungens curuam EDH in

un&o D contingat.
P : H 2 Huc-

Fig. 3.
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Hucusque fuperficies tantum planas, cylindricas,
conicas aut conoideas contemplati fumus, ideo quod
aequationes quas pro lubitu maxXima ex parte affumfi-
mus tales fuperficies indicent, imo varias fectiones ho—
rum fuperficierum breuitatis cauffa filentio praeteriimus,
quae tamen confiderari merebantur alia fortafle occa~
fione refumendas. Nunc excutiendae effent ad-
huc nonnullae fuperficies, quae ad fpecies praeceden-
tium referri non poffunt. Sed quia hoc {chediasma iam
nimis longum videbitur, vnicum tantym Cono-Cuneum
W allifii examinabimus. |

XX. Fft autem Cono-Cuneus folidum termina-
tum re&angulo GF, quod in radio AF plano qua-
drantis circuli AEF ad angulos re&os incumbit, trian=
gulo rectangulo GAE, quadrante AEF, et fuperﬁcie‘
curusa. ELFHG, ita comparata, ve¢ du®o ex quolibet

-quadrantis punto L re&ta LK, parallela radio EA,

et ex K, KI panallela AG vel FH, linea re&a LI
jungens punc’ta L, I, fuperficiei per totam fuam longitu-
dinem congruat. Quaerenda eft primum aequatio lo-
calis huius fuperficiei.

Ex quolibet eius pun®to D demiffa fit in pla—
num quadrantis perpendicularis DC—==z et ex C
pendicularis CK in radiom AF, planum ILK trans-
iens per DC et CK eft triangulum refangulum per
matecam  huius fuperficiei. Dicantur AE—= AF—a,

AG=—FH=0, et CB panllela AF— » AB=x, erit
TR —
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LK'—V(az -y2), et LC=~x~4V (a®>—y2), et an

fimilia LCD, LKI praebent aequationem (6—2)V(a2—y2)
—bx fuperﬁael propofitae, quae aequatio a furdltate
liberata fit, y222—2by32—-q%224-b%y2 -b°v3+242 bz
—a2?p2=9. Ex aequatione vero ()—2)V (¢*—y2)=bx
cognofcitur.

. 1. Quod omnis fe&io Cono-Cunei horizontis pla~
no aequidiftans, fit Quadrans Ellipfis, exceptis duobus
cafibus, cum 2—o, tunc enim fe&io abit in quadran-
tem Ciralli AEF, qm Cono-~Cunei bafis eft, deinde
arm z—%, tunc enim fecio. contrahitur in lineam re—~
&m GH.

2. Quod omnis fe&tio plano AH parallela fit fi-
gura quarti gradus, exceptis cafibus cum x=o, tunc
enim fe&io abit in reangulim GF, et cum x—g,
hoc cafu enim feio euanefcit in punéum E.

3. Quod omnis fe&tio plano EGA parallela fie
triangulum , excepto cafu quo y—a, tunc enim fe&tio
emanefcit in lineam reGtam HF.

4. Quod omnis fe&io, cum planum fecans transit

per GA, fit linea quarti gradus, cuius aequatio eft

(b-2)V (a*n2—m>t*)—bt, exiftente n—=V (m>—+1).
Excepss aafibus cum transit per AF vel AF.

. 5. Quod, ducta qualibet MN parallela EA, et
alia NQ veamque obliqua' ad GA, et plano fecante
transente per MN. et NQ, fectionis MPQN aequatio

fotura fic, (afh— aeb)V(b"—tz)__bbzu, vocando
H 3 ~N
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| GN—-HZ=—¢, GN=f, NZ=h, NO=¢, ¢t OP—z,

Curua MPZ habebit pun&um flexys contrarii in P, Ca—-
piendo NQ aequalem fubtenfac arcus fub tnph eius cu..

ius fubtenfd eﬁ,_—z, et radivs —HV §..

6. Si in produ@a BC capiatur CV = —= “’”“"(";J”i'
planum per puncta D L, V transiens fuperﬁcxem in
pun&o D continget. : L e B

. Portio’ fuperﬁcxel inter rectas EG, LI pendet
pamm 4 quadratura circuli, partlm etiam a ‘quadratu-

ra curuae, cuius applicyta '-'V(,a,_,u,) 6t abfcxﬂ'a ¥,
et GE—=c.

Plura’ alia- circa Ceno -Cuneum annqtari potmﬁ'ent
pifi breuitati effer confulendum. Ceterum /7 allifius in~
tegrum TraQatum circa hoc folidum confcriptum ad
calcem fuae Algebrae edidit. G

- Poflunt eiusmodi Cuno Cunei ‘excogitari, quorum
bafes non quadrans circuli, fed aliae curuae effent. Re-
ftat vt paucis adhuc agamus

De Linca breuiffima in guacuﬂque fupe,ﬁue propofita in-
ter duo data pwz,é?a ducenda.

XXI. Si in fuperficie quacunque curua inter duo
data punta E et F breuiffima linea EDF ducenda fic,
aliud non videtur agendum, quam.vt ex medio P li-
neolie EF data pun@a E, F indefinite vicina iungen—
tis, ad hanc lineolam breuiflima  perpéndicularis quae—
ratur, quae inter fuperficiem- et hanc lineolam inter-

. cipi
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&ipi poffit, occurfus enim huius perpendicularis et fuper-
ficiei videtur indicare punGum medium D lineac bre~

Principium tamen . iftud non effe admittendum vel
idep patet, quod linea PP ex pun®o guidem medio P,
fed fuperficiei -ipfi- non. vero lineojze EF perpendicula-
Fiter ducta praebeat lineolas ED , DF, quarum fumma
fninor fit fumma lineolarum priore modo ductarum. |
Ad boc probandum ducatur in' Schemate feparato EF Fig. %
aequalis lineolae ‘data pundta in fupesficie data. iungep-
tis, ciius: pun®@o medio P ipfi' ad normam infiftat PH
sequalis breuviffimae perpendiculari ad EF. quae inter
kanc et fuperficiem duci poteft; et PG aequalis illi li- ‘
acolae quac ex pun&to. P perpendiculariter .in. fuperfi-
tiem- cadit.. Eritque PG minor quum PH; nam quiz -
P G quippe nequalis- illi quae ex.P .pefpendicularites in
fuperficiem cadit minima eft linea omnium earum quae
ex codem pun@o P ad fuperficiem duci poffunt, et PH
.diverfa eft 3 PG, quippe quae aequat illam quae non:
fupérficiei fed reulae EF perpendicularis eft; Quare
duiis EG, EH et EG,FH , erit EG+FG <EH--
FH, et hoc.quideém in hypothefi quod lineola PD quae
» perpendiculariter in fuperficiem cadit,. fimul etiam ad:
EF perpendicularem efic: verum tle quid raro con-
tingjt, fed plerumque lineolae EF’ obliqua eft. Sit er~
g0 in altera parte figurae 7. triangulum EDF illud ipfons
triangulum quod producitur in fig. 6. cumr PD per-
pendiculariter in' fuperficiem cadit et lineolae EF obti-
. qm eft; et oftenam quod ED~+FDFG+FG
J adeoque adhuc <EH--FH. ER
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Eft enim a*+4-222p*—4a°m?p>—-pt< a* 4 248,
p2—+p*, vel fumtis radicum duplis 2V (a*—+ 2a’p 2

—2a2p24-p*) <L 24 +2p%, quicquid «, m, etp iigni-
cent, addatur vtrinque 242 2p?,eritque 242—-}-21)2—}- 2V
(a*—{—2a2p2 —2a?m*pP +-pt) < 4a*1-4p*, et fumtis
radicibus V(&*~+-2amp—+p*)+V (a2~2amp-4-p?)
<2V (@*+p?). Quare fi dicantur EP—FP—¢, PG
—PD=p, fin, ang. PDL=m, et radius — 1, erun¢

FD—YV (a*~+2amp—+p?); ED=V(a*— 2amp—+p2)

et EG=FG=V(4*+?), fit FD4+ED<ZIFG+HEG
<FH-+EH. Quod erat demonftratum.

XXII. Quod fi vero folutionem problematis ita
velimus tentare, vt in curua MN quae communis eft

fe@io plani horizonti paralleli et fuperficici propofitae,

quaeratur pun&um D hac lege, vt fumma reGarum ED
FD euadat minima, res quidem. effcu erit facillima,
alio enim ad id non opus eft quam, vt quod vt iam
inuentum confideramus, alterum ¢ vicinifimnm affluma-
mus et dudis deinceps lineolis Ed, Fd, centrisque E
et F arculis De et df, incrementum ed lineolae ED

sequale faciamus decremento Df alterins FD.. Nam

du@a tangente 1K ad curuam in D, demifisque ex E
et F perpendiculis EI, FK in hanc tangentem refulta-
bunt inde duo triangulorum - fimilinm paria , nempe
EID, Ded, e¢eFHd, dfD, que pracbent ED.DI
::Dd.ed, e¢t DF.DH::Dd.Df, quare propter Df—
ed, fit ED. DI::DF. DH, ex quo conficitur qued
ratio DE ad DI fit vbique eadem, ex quo principio
deinceps aequatio differentialis curuae illius quae eft proie~

. Qio
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€io prictenfac breuiffimae lineae fuperficiei in planum
horizontis facile inveniri poteft.

Sed- etiam hoc principium fallax eft: Nam demiffis
in planum curuae M N perpendiculis EG, FH, fi hae
aequales fint, planum GMN fecabit lineolam EF data
punta iungentem in eius medio P, et lineola ex pin-
&o D ad P du&a, que fita eft in plano curuae MN
horizonti paralielo, fuperficiei non poteft psrpendicu-
laris efle, ideo per praecedentia firmma linearum ED,
FD maior eft quam fumma lineolaram ED, FD, in
fig. 6. : \

XXIII. Ex hisce ergo, quae in duobus §§. prae-
cedentibus oftenfa funt, vltro fequitur, quod fumma
lineolarum ED, FD fatura fit minima, cum DP quae
per medium lineolae EF transit fuperficiei curuae per-
pendicularis” eft, vel quod eodem redit, cum planum
tangens in D et planum trianguli EDF fibi inuicem
ad angulos re®os occurrunt.

Ponamus ergo ho¢ ita efle, demiffisque ex pun-

&is E,F, D et P perpendicularibus in planum hori-

zontis EG, FH, DC et PQ, productaque DP vsque ad

occurfim O cum horizonte; punéda C,Q, O erunt in

vma eademque linea re&ta CO: lineac enim DC, PQ

in eodem funt plano verticali DCO, retaque GO.

communis eft fe&io huius plani et horizontis. Iun~-

gantur GC,HC, ductisque ad directricem AT per-
pendicularibus GI, HK, CB et QT ; ducantur praeterea
Tom. V1. X GL,

Fig. 3.
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GK,CM, CN parallelae AB, nec non ON parallela
CB, hisque praeparatis, dicantur AI—x,1G=y, EG
—z, GL—dr,LG=dy, EG-DC=dz, erunt CS ——3
ddx , SQ=4ddy, et re@a PR parallela CO, DR=}dd=z.
Et quia DPO (hyp.) ad fuperficiem perpendicularis eft ,
dicantur CN=m, ON=n, ‘et CQ=p. His pofitis
aa fimilia CSQ,.CNO, nec non DPR et DCO,
praebent ddx——"39% 44y—"2%  Sint lineolie GC,
HC proiectiones clementorum ED, FI) lineae breuif-
imae inter duo pun&a E et F in planum horizontis,
et radius ofculi curnae GCH in G, dicatur r, et ha-
bebimus generaliter rdxddy—rdyddx=ds?, in qua

G in locum elementorum ddx,ddy fubftitnantur 252*
nddz " )

et 2=, prouenict’ nrdxddz - mrdyddz = zds3,
/ z
exiftente GC=ds, quare ddz= 73z mray Propterea

fient ddx = rimeray, € ddy=wammrsy. . Haec
generalia funt pro omni fuperficie in qua planum tan-
gens angulum rectum continet cum plano trianguli EDF
fed fi idem planum tangens fuperficiem in D angulum
quemcunque obliquum formare debeat cum plano trian-
guli EDF, cuius finus fit —g, et cofinus —5, erunt
quidein, vt paulo ante, dd_x:;,—,.d—';f':_%;—‘%, et ddy—
u;f’idx_;_,"‘—md, , fed aeftimatio elementi dd2 alia inuenie-

tur , nempe ddz = (gpf_%{’{’,lﬁiw;,;; ad abbreuiandum ,
fant E=gz +bp,F—=gp—bz, et du=mdy-ndx,

‘ « - =mdst —nds? __Epis?
érunit ergo ddx==32% ,ddy="3,, ddz—it5.

Sit dz—=A dy-+ Bdx aequatio differentialis fuper-
ficiei propofitae, in qua A, B fignificant magnitudines
vt
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vt libet datas per &,y et z; quae ad.fecundas diffesen-,
tias reduta pracbet, ddz—Addy—+Bddx -+ ady?

—+ 8dx?, vbi a et § fignificant fractiones :_,A ’ ::

Suffe@is ergo in aeciuanone hac ddferenno differentiali
3
——r_"ﬁﬂ’ m , €t §,du, pro ddx, ddy et ddz, et redu-

¢tione aequationis refultantis inuenietur ae{hmfmo lit-

Ep—A¥F ds? . .
terae r, nempe p=CEpotibmmds  pa cham pes

“(ady’4-8dx?) Fdu °*
ds’, X Bp—AFu4-BFm .
dxddy —dyddx » qUAIC (odyii eixt)rdu— dxday—ayddxa hinc

habetur dxvddy— dyddx__‘“l mm:;w, aequa-
tio differentialis curuae GCH, quae quidem ita gene-
raliter fufnta irreducibilis eft, nec nifi partxcu]nrnbus qui-
busdam cafibus ad aequationem differentialem primi gra-
dus reuocari poteft. Prmsquam vero reductio eius ten-
tetur , fufficienda eft in ea. aeftimatio. tertiae indeter=
minatae z per y,a et conftantes ex aequatione data
foperficiei. Sunt practeream —Bz,n—Az,p—=Cz,

exiftente C=V (A% ~+B?), nec non ady*=dAdy,

Bdx? ""dde quare dtdd_}'—@dh_(d“dy'*‘d”ﬂ"(uy-kmj_

EC—A’F+B’F




€ METHODVS GENERALIS " ;-

METHODVS . GENERALIS SVM-
MANDI PROGRESSIONES.

AVCTORE
Leonb . Eulero.

6 1.

PRopoful anno pmetento methodum innumeras pro-
greffiones fummandi, quae non folum fe ad feries
algebraicam fummam habentes extendit, fed earum etiam,
qme algebraice fummari nequeunt, fummas a quadra-
turis curuarum pendentes exhibet. Synthetica tum vfus
fum methodo, generalibus enim aflumtis formulis quae-
fiui feries, quarum fummae iis formulis exprimerentur.
Hocque modo plurimas feries generales "adeptus fum,
quarum fummas potéram affignare. Propofita igitus
quapiam progreflione fummanda, necefle erat eam eum
fllis formulis comparare, et mdagarc, num i aliqu
earuni contineatur.. Potuiffem autem numerura earum
generalium ferierum in infinitum multiplicare, et pro-
pterea faepius mihi feries occurrerunt, quae etiamfi in
datis generalibus non comprehenderentur, ipfa tamen
methodo poterant fummari. Quo igitur facilius ma-
gisque in promtu fit feriei cuiuscunque propofitae fum-
mam, fi- gaidem fieri poteft, inuenire, communicabo
hic methodum analyticam', qua ex ipfius feriei natura
terminum fummatorium exuere licet. Latiflime ea pa-
tet; non f{olum enim omnium earum ferierum , quarum
fummae tot diuerfis modis iam funt erutae, fed infini-

b v tarum
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tarum aliarum fummas fimili et facili operatione inue-
nire docet.

§.. 2. Si aequée effet facile dato termino generali
inuenire fummatorinm, ac inuerfe ex fummatorio ge~
neralem maximum hoc effet fubfidium in fummatione
ferierum. Poteft quidem inter terminum fummatorium
et generalem dari aequatio, at quia -ex infinitis conftat
terminis, €X ea non multum adimamur. At tamen
infigne inde nafcitur compendium, ad progreflionum al~
gebraicarum fummas exhibendas. Sit terminus gene-
ralis feu is, cuius exponens eft » in progreflione qua-
cunque #, et terminus fummatorius feu fumma omnium

terminorum a primo vsque ad #=s; erit 2— f—’—-—%‘—’;p
d3s dts
—773.3.dw — T %, 3. 4 dns 1 €IC. in qua aequatione po~

fitum eﬂ dn conﬁans. Transmutari autem haec a
tio poteft in hanc s—[frdn—-a ¢t B30 M+¢1‘:

du‘
—etc. in qu coefficientes «, €, ¢ etc. fequentes ha-

bent valores,, a_r;ﬁ_z -o.,'y = 3+§4a3:

}-f+deTizie=%— 3+§¢ HF—'—TI‘: ;_ €tc.
Fiet autem s—ftdn —I—-;—%—, e go“od,,

etc. Quoties igitur # eiusmodi habet valorem, vt fe-
ries s praebens vel alicubi abrumpatur, vel fiat fumma-
bilis, turmn ope buius aequationis reperietur s ex f. Eue-
nit autem illud, fi # eft functio algebraica rationalis ipfius.
s, et praeterea fi eft fratio,modo 7 non in determinato-
rem ingrediatwr. E.gfitf="n2—4-2n, erit dt— endpy
+adnyddt—2dn*,d3t—=o etc. Ent crgo s—=f

n+2u 2n4-2 __p3 2
B am a5 T =AY Y=
6 -

13'  §.3.
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§. 3. Methodus autem, quam hic fum expofitu-
rus, ita fe habet, vt progreflio propofita certis quibus—
dam operationibus vel ad aliam fimpliciorem, quae
fummari poteft, vel iterum ad fe ipfam reducattir ; vtroque
enim modo fumma progreflionis propofitae conftabit.
Operationes, quibus in hisce transformationibus vtor,
funt vel vulgares vt additio, fubtractio etc. vel ex al-
tiori analyfi, fumtae vt differentiatio et integratio. llla
quidem aliis feriebus non inferuiunt, nifi quarum fum-
matio iam eft cognita et algebraice aflignari poteft ;
His vero etiam progreflionum fummas algebraicas non
habentium fammae a curuarum quadraturis pendentes
reperiuntur. Omnes autem feries ad quas haec metho-
dus accommodari poteft, in fe compleGuntur progreffio-
nem geometricam ,- et huiusmodi habent formam aax®
- Bx o a® 2 Jxo+3betc. Id quod non
impedit, quo minus progreflio quaecunque in hac for-
ma contineatur.

§. 4. Vt a fimplici(limis incipiam, fit progreflio
propofita geometrica, a%—-a0+b - x0+20p go+30
——————— a%+r—1® " in qua extremus terminus eft
is cuius index eft 7, atque hoc in fequentibus fcmper
notetur, terminum vitimum effe eum, cuius index eft
n, ne opus habeam indices adfcribere ; et proinde etiam
femper fummam vsque ad terminum indicis n exhibe-
bo. Ponmatur fumma progreflionis propofitae s, erit
STACH At e+ L o L L = b gune fiet
PR et I L o P - xo+ =12 addatur

. - . §- A—-acnb
vtrinque X%+ et diuidatur per 4%, prodibit 2% —:b -

—=x?
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—xattto ——— - x@Hn—1%—; Habemus igitur

aequationem §—x°—~x°+"Y —sa®  ex qua inuenitif
f —-‘f_.-ub -

ST quae eft fumma progreflionis geometri-

cae propofitae. Eft ergo hoc exemplum, quo progreffio
propofita in fe ipfam transmutatur. Si fuerit x frattio
vnitate minor et # numerus infinite magnus, erit A%+%

—o atque §= »» fummam praebebit progreflionis

—x
geometricae x° - x*+Ho4-x3*+3%- - _ — etc. in infinitum

continuatae. Si fuerit x—1 patet efle s—n, id vero
- : —xo+m
difficilius apparet ex aequatione s—

— . quia Ny~
— »q

merator et denominator euanefcunt. Vt vero valor
hoc in cafu inueniatur, pomatur x—r1—w, denotante
w quantitatem infinite paruam, erit A*—1—qw, x0+nd —
1—(a-+nb)uwetaP—=1—bw. Hincque fit =Ry,
Apparet etiam fi terminus generalis feriei fuerit ax®+='%
axt— axo+h

1—a0

fore terminum fummatorium

§. 5. Sit nunc propofita ifta progreifio x* —- 2 xa+b
L ~ nx¢+H— 1% cujus famma po-
patur 5. Erit s—at—axt P gat 2t - - i1 Pp
addatur fequens terminus (n—+ 1)2*+" et dividatur per
' __xa_+__(n+1)xa+xb
ab |
(n—+1)2*+—'®_ Subtrabatur ab hac ferie prior fili-

cet

=2t gatP - - -

xb, erit -
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— ~+-ub
cet ipfa propofita prodibit d xa+(;+l)ﬂ—— s =

’b:xa_x:nb. Ex

P B o Y L R il

I—
- —-nd ab__ ya4-(n4-1)b
hac imuenitr s—= > ;)xa 4-X -
1—X (1—x°)2
A (1) D e a1 b x"—.x“""“” _ pyab
(1—a0)2 (I—Ja"’)2 1—a%

ui cft terminus fommatorius refpondens termino generali
nxt+0t—1® S fierit ¥<1 et ponmatur #=oco Ppro-
dibit feriei propofitae in infinitum continuatae fumma —

T x"b_)_a_. Si autem fiat x—1 prodire debet fumma
—_A 3

progreffionis 1—+-2-+3-+4 --~-n, hic vero eadem,
quae ante oritur difficultas, numeratore et dcnomina-
tore euanefcentibus; pono igitur iterum x=—1—w erit
1-2’—buw; =1 -—am—l——m’_' ket y A% =1-(g—-nb)
m-—l—(———x"""'b"')"’ et x“+\"+”"—- 1 —(a—+-(n—+1)9)

(a+(n+| )a-+-\n+| b— 1wt — (n?b24-n'3) w? —
o+ X ) fitque 5= EXEn)w’ —

. Praeterea fi terminus generalis fit §naf+n—1¥
Bat- Bat¥md Gpxoint

1—a”)? 1—x®

-1
2

erit terminus fummatorius —

§. 6. Simili modo inuenientur termini fummato-
rii, fi termini generales.fint 2 x9+n—1% p3poe-+n—1
etc. femper enim fummatio reducitur ad {immarioncm
feriei gradus inferioris, Ex quo intelligitur hac ratio-
ne inuenirt pofle generaliter terminum fummatorium

) foon-
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{pondeatem termino generali ( a—8n—-yn?+4- etc.)
xe+0=1%, In his autem abfoluendis longius non im-
moror, quia iam dudum fatis funt cognita. Ideo haec
tantum attuli, vt methodi vis etiam per wvulgares ope-~
rationes patefcat. Progredior igitur vitra, et quaenam
feries ope differentiationis et integrationis in fummam
redigi queant, inueftigabo. Prime quidem etiam pro-
grefliones algebraicae modo traatae fummantur, et
fummae inueniuntur a iam datis non differentes ; atta-
men earum inuentio per has operationes videtur faci
~ lior et breumior. Hanc ob rem ab his iterum incipio,

§. 7. Sit progreffio fummanda x—-2x2—-g134-
4% - - - 72" pomatur ea —y; diuidatur per x et mul-
tiplicétur per dx, erit 2 —dx + axdy 4 3x?dx -
~~=-nx""'dx, fumtisque integralibus habetur /% —

x— L
X223 m e — —-. Ex aequatione igi-
I—X
. — ‘ " . - . .
tur f’ dxv _ x—%"7" differentiata inuenietur 5.  Eri¢
X I—X ) '

. sdx __ dx—(n+-1)2"dx—~-na"+' gdx
enim ——— — — .
x (1—x)
x—(n—4-1)a" ' - n 2
(1-x)*
ibi loco @ et & fcribatur 1. "Ex hoc intelligi poteft
quomodo  progreflionis @a% - (¢—4-6) v*+8 4 (g4-25;
CASFE L~ — (a4 (n—1)b) 2%+ fimma fit in-
uenienda.  Ponatur enim haec fumma quaefita 5, et mul-
tiplicetur per A" dy, erit A" sdy —ax**" dy 4+ (a-4-b)
Tom. V1. K At

vnde

, Vt ante §. 5. i

prodit s
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ATy o = (@ (n—1)H) My Fiat

jam a®FT—yi—T et AT STy o =T erit aS—=)¥

et x—y"%. Hincque fiet A%+" —jlo+mbe—y*—¥ Kr+
go erit ﬂ-:e—a:::j. Atque x*+0— 18T — =1 B—¥
€:— ar)—8

His pofitis erit &~ ¢ sdy—ay*~'dy + (& - by
FHrdy b - - - (@ (-3) by e P Uy, fume

G-
tisque integralibus fx l:b sdy=y* -y - - — =
Y

eyt b=t TL __ Qua vero eft y=z%; erit

I~

E . e g':é-. R : . € 8_4_:-__9'_2___!
y=uab et dy—=% 7% d, hisque fubflitueis 3- pT &
e  _at-pnbs
=X % i Hiec eadem aequatio pot-
sdr= 3 ¢ eadem aeq po

eft facilius fine permutatione variabilis ¥ imueniri hot
modo: Multiplicetur progreflio propofita per pa™dx,
erit PaTsdx = par*+Tdx A= -~ -~~~ p(a——(m—1)b}
A% =18+ Determinenwur p et 7 ita vt fit a4~
(n—1)8+nm—p(a—+t(n—1)b)—3 feu a— m—t
(n—1)8—ap—+(n—3x)bp—r. EX qua, quia p et ®
ab » pendere nequeunt, duae refurgunt aequatienes 8=
bp et a~m=ap~1, vude prodit p=—- et =
‘g'—;;-"-b—':-b. His fubftitutis, et integralibus fumtis, pro~

. of- a—b ot g6+ 2%
ueniet vt ante §fx" b sdaxV 43 B - —e
, a8 at4-ndt
#6—-(n- 1 )b8 xb—a b
-+-x & prosens : »
E—2

§ 8. Sit progreflionis propofitae terminus: ordine
®, hic (an—-4)(cn— ¢ )x®+—18. ponatur huius ter
O
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aiinus fammatorius 5: ertt s=(u—4b) (¢4e)a®4

2a+-b)(20}F-€) a0 fm = = = - - —+(an—+b)(cnt-e)
xo+—1P - multiplicetur per px*dux, fiet psa™dx—p
(@4-b)(c+-e)a*+Tdx 4~~~ =~ —+p(an-+-b) (cn+-e)

=BTy, Sitpont-pe=a—+tnp-B+mnt1,
debebit efle p—2 et m—Betfeze— B, G
integralibus erit f—f nTsdx = (a4-b)x*+"+" o - &
(@n—-b4)xx+0—1P+mts | Multiplicetur denuo per gx*
dx, erit gq»’dxfx":dx:q(é+b).t~“+"*‘9+' dx—-
_____ q(a"+b)x¢4-(n—l)‘3+"+f+'dx, ﬁatque and
_+bq:a+n3—ﬁ+~w—i—g+z, hinc erit q::‘;L
et o —Bmsataomete — Bhe—ac—fue Sumtisque inte-
gralibus proueniet f%fx"dx_[x‘”.rdx:x“’*“"‘*‘*"’*" -+ -

- e g2 B T2 Y S “+3

1—af
- Bde—Pae—ac  Be4-Pec—ac—e
feu haec aequatio T fx ™ @ dxfx ¢ sdv=

P Betdbmd)  giad) oy gob

r' = =1 e ( —4 ) Simili mode
1-af . \1—af

operatio eft inflituenda, fi plures duobus fakores fue-

rint in termino generali, ex quo fimul apparet, tot

prodire figna integralia, quot fint faores in coeffici-

ente termini generalis. :

§. 9. Si fuerit progreflionis fummandae terminus

generalis xa—Hn;—;)f , operatio a -priori in hoc tantum
an—+6 )
differt, quod hic differentiatione abfolui debeat, quod

K 2 ibi

s
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ibi integralibus fimendis perficiebatur. Sit igitur ter-

. . X
muus fummatorius quaefitus 5, erit §== —— ~- -~~~

a+tb
yo-n—18 w_ paetT
tque paTs—L -
rEwaliat i
P.ch—(u—l)ﬁ—Hr
S Sumantur differentialia prodibit px™
S an—b
I | (ot Eanain s SR
ds+pma™ ' sdx= pa—{—b -+ -
Q=1 - 1 )4~ 1
+p(a+np gAma dx Fiat pa—tpn@

an—+3
—pp+pw:an+b erit p—g et T=03— a2
xﬂ"“*‘ﬁds—i—(ap aa—‘r—bﬁ)ap““"‘b&—'sdx

. Bdx ,
aB+-b—a ‘ L onaB4tB—a B+IB—e
=x ¢ A------- +x ¢ =x °

I— a af—aa--t8 “B’RB‘—"
. x & s—=fx d
’(I—xp SCUB‘ ) f 4 1._._13

' aa—aB—tB ofi4-53—a — B '
el .c:g—x A F A dt‘-<l xﬂp>. In bac
I-—2

formula mtegmlc ita debet accipi vt pofito x—o, i pfum
cuanefcat. Si defideretur fumma feriei propofitae in

' az—ap— @&
infinitum continuatae, fiet 7= oo ct :_‘3 X o
a&q—bﬂ——a
x dx

—F Si fit x==x. in expreflione quidem

fumma s, quia diffzrentialia infunt, nen poteft poni x=r,
fed poft integrationcm fiat ‘4a— 1. Attamen pcrmde

efk

’ -
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eft qmles numeri loco a et 3 fubfhtuantur ﬁt igitur

.I. El‘lt s—“+b+ 20—{-5—,—-‘ + ua+b —

<_£l> Atque poft integrationem fieri
axy ‘

debet X=1I. Quemadmodum in differtatione de fum-
mationibus initio citata ‘inueneram,.
§. 1o. Sit propofia progreffio , cuius terminus or-
x.ﬂ
dine n eft ST affimo hic tantum a® lo-
co x%+"—"P tum compendii ergo, tum quia haec po-
tentia in illam facili negotio ‘poteft transmutari. Sit

terminus fummatonus 5, erit pa™s— pa™+!
m (4+ﬂf) (c—+-e)
. px” di :px".r___
' +(an Sy Adeoque ==
p(m—-1)x™ P('fr—l—n)x"*‘“— Fiat
(a+-b)(¢-+e¢) (an—-b)(cn—+e) wepw
_}_pn:an—{—bb, erit p—a et w:,’j—. Ergo habetur
b 3 b
ad(x°s)__ ¥ x A=t N
o __p_‘_e-)- P Multiplice~
b b
. . apx™d(xas xa +7%
fur denuq per px™, erit 4 T ) pc+e -+ -
5 _
- P e odi apd (7d(3* 5)
= cn+e e pr : dx
5
:p(—%—i—w)x?"‘"" +__+j)(‘g—!—ﬂ—-|—7r~1)x"¢-+"""’”"9

c+e . cn—-¢ o
K 3 Fiat
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Flaté-i—pn-i—pw—p‘::cn—i—e; eitp—c etn—=x
-5 . His (fubftitutis emerget ifta aequtro
e B .
acd(x o ¢ d(xas))_t;_‘_____}_xc&*"':___j_x:_(x—;:)
I—X

b+ b
acx @ fd(v*s)

dx
- I—x ) y b~ e
Jxe dx(-—-—): hincque s —= —— fxs ¢ —'dxfxe dx
I—X

acxy

Sumantur iterum integralia , erit

b e e . & "

(I—x" _xe—¢ [xFde(1=2 )~ [x dx(}=X) Cafus
I—x (be—ae)at. -

hic notandus eft, ﬁbc.__ae, quo fits—2. Erit au_

fem iuxta priorem formam s— v J LS x cdx(

acxg I—-X

.xfawtb-('”‘x) fxadx(""" )i
acx;

Cafus hic accidit, fi denominatores (an-!—b)(cn—-}—e)

fuerint quadrata vel horum quaedam multipla. Si fue-

rit x=—1, haec fubftitutio vt ante demum poft in-

tegrationem fieri debet in quantitatibus figna integralia

prae fe habentibus ) at m finitis ﬁaum fieri poteft x—1.
__f(xc -—xa)dx 1= =)

Erit ergo s— == Ex 10 apparet
8 "be—ae ~ WO 2ppa

quae mutatur in hanc s—

e
i xo —x? poteft diuidi per r—x fummam progreffio-
nis efle algebraicam. At cafu quo ¢ == e, fier /x

=1,

o ———
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—0, i fcﬂtcet fit x—2. Quocirca erif s —czama—

jx‘ d‘x("""° )lx'
as

§. 1x. Simili modo Intelfigitur i » in denomi«
gatore 3 pluresue dimenfiones habeat, quomodo furit-
mam isueniri oporteat, ita vt opus non fit pluribuy
exemplis operationem ifuftrare. Sit progreflio propo<

. . x*
haec cuius terminus generalis eft —
itta m g (an+b)(cnt-eX fnt-g)y
famma hofus fit s.  Haec progreffio eodem , quo praec.
cedente §. modo tméhta dabu: poft duas dxﬂérenuonef

¥ o— e

cd(x a d(.vulr $))__ A +_'__‘__'x?‘*“"_"_:'r
S "fj-g nf—+-g
=(p.-§ 9 )—x°"f—"fx g d.x(""” ¥ fumantur inte—
lqg - e
“+~c a
gnlia erit acfx bdx d(xe J)::fxﬂ f""dxfxf dx

» , b B e ‘e g
(:L),et dcrmo acfxs y_fxa ‘c"‘da.fa.c ‘f":fx‘

fxfd‘.r( ), adeoque s=— fa.ﬂ o“d&;[o.o-f"’
acfx¢

hfxf d.x("'”') Ne plura figna integralia poft fe

iwuicem fint pof‘ ita, haec forma. in féquentem transmir-

-— » .
f f "_’3 ¢ [ve e,
i poteft s— fx j.x ar{i= o ) ¥ =

Gf—eg)(ef- reanilvvn ae)(bg—-ef»
+
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b rr
ax afxa i =), ‘Bx hoc fimul apparet, fi plu-
{ae—bc) ag—-bf)
res fuerint factores in termino generah , quam formam
habitura fit fumma. Sit enim terminus generalis
A" :
(an—+=b)(cn—+-e) fn—l—g, bn+k)

k
torius s____._f—_ fa,a ¢ "d.xf.xc ’T“dafxf—b-l

erit terminus fumma-

acfh a-—
- b .
dufebdr(izt )= 2% SJdr()

— (ae—bc )(ag—bf )( ak—bb)

cx f.x':dx( ) - fx fof dx () “xn)
(be—ae) (¢g—qf)(¢ k—eb) (bf—ag)(ef—eg)(fk—gk)

kx b )
(bb—-ak)(eb—ck (gb fk)
_ fu, quo x=1. erit pro termino generah (e ey ey
== ) ((acf-bef ‘.u—+— (bef-a
(ae——/n ag—bf ) (cg—ef )

Si defideretur fum}na ca-

terminus {lummatorius s— f v

e ' b
og)ae ——(avg-aef )aT

(""n) dutta dividi poteft per x—x tunc progreffia
{:ropoﬁta algebraicam habet fummam. Accidit hoc fi
et &-—£ funt numeri integri. Praeterea hoc etiam

eﬂ not:mdum omnes huiusmodi progreffiones” vel alge-
braice efle fummabiles, vel a logarithmis five rea-
Libus

) . Quoties igitur quantitas in dx
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-libus fine imaginariis .pendere, neque vilam aliam qua-
draturam huiusmodi progreffione pofle exprimi. .

§. 12. At cum difficile fit has formulas ad eos
cafus accommodare , quibus denominatorum fatores fiure
aequales, libet hic hos cafus in fpecie tractare: fit itaque

P . xt
progreﬂioms fummandae terminus gcnerahs(m+ I et

fammatorius §, erit § ——. sxbf"j"fxt dx( == ""‘ id
quod fequitur ex §. xx. vhi “fe c=f—a et __.g:b:

2 -
haec forma transmutata abit in hanc :-L_{T}t-(.‘__.)
)

;.Ixfx%'dxlr(‘.:i)—F ifx%-dx(%:-iz){lx 2.
asxz

Si autem

(an i—bw"“‘ =) il s

(‘.—:—:—)—s i drlx(1=% +3lrfx‘ dr(lr)("“ fx°

fuerit terminus generahs

b))

6 a*t xy
Ex his apparet quomodo pro‘rehqms potentiis valor,
fpfius s progrediatur: generaliter enim fi termmus ge="

x* (Ix)"""fxc dx
(an 5)”'

fieralis eft , cnt funma s=

(=)~ —(m=t L)(le ”""fxn dxlr("“ (2! )(m—-z Ux --3fx¢ dt’(lt'

1.2, 8. ~-~= (m—1)a "x,

Tm. V1, g L ~ectc.
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~Létc. Valores hi' multo fiunt fimpliciores, fi po;mm;.
X=1, exit enim /x—o. Termmo generah enim oy

fxadx(l-'-)('—:). e

refpondet hic fammatorius 3
. . 1

2 l—xu
hic S xa ?(:23 = ), atque termino

generali (H_b),
) . 13
I jxa dx (It 1=%)
(an-—{—b)"‘ 1.2.3.-~-(m—1)a™
f.xa dx Il)ﬂ—‘(:—’r ) L .
s integralia ita debent ac-
mfdx(li)m—-t ’ quae cg a
cpi vt pofito ¥—o tota fumima euanefcat, tum autem
poni debet x=—1, et quantitas refultans .vera erit fum-
ma._ Porro notetur fi fumma defideretur in infinitumy
continuatac progreffionis, vbique tantum fcribi debere
n

—
—

| generali

1 1 —X .
7—=x loco 7—-

§. 13. Duae iam pertraffatae funt progreffionum
claffes ,, qmrum illa habebat terminum generalem Ax*

haec vero & denotante A quantitatem algebraicam ex
n et conftantibus conftantem, ita tamen, vt z non ha-

beat alios. exponentes, nifi integros affirmatiuos. Ex
1

his oritur tertia claffis pro termino generali habens %‘,
vbi A et B eiusdem modi quantitates algebraicas de-
fignant. Talis progreffio reducitur etiam ad progreflio-

, Bem geometricam tollendo numeratorem A ope integra-
© tionis
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tionis , et denominatorem B ope differentiationis , quem-
admodum in vtraque pertm{tata feorfim factum eft. Sit

(an-o-elx -
progreflionis fummandae terminus generalis "5, hu

ius terminus fammatorius ponatur s; erit s=— &P
n

s o Multlphcetur haec aequatio per

) o ot

px™, erit px"'s::&——“ 5 e o pet-Ox

. . L
fumantur differentialia, erit pd (’x"s)—-i’("'-*- Niater du

N Tr
+—---+"""’"f‘”2’ﬂ %, fat pr-pT=

en—-b, erit p‘—a eovr—— .Ergo eft ad(xa )= (a+ G)xa dx

+-——+( an+€ x“-m_da Muluphceturdenuo per px™ erit
apx™d (e s)‘“P(a—l—’é’w "dx 4 = = = - —plan-+-E)

b4-A—-n—1

xe dx. Sumantur integralia habebitur zpfx™d
> ( +€‘xb+“+‘ ap(an—+-5 \xb-M—H
ap o ] . q
(xa §)= b—+an—-a - “b+-an—+t-an
Fiat aapn—- aé’p__an—l—aw—l—b entg)::.{- et 7=
-1
$ 2. Propterea eft "fx¢ a d(xas)_xa +-=--
* fem e . o
+x¢ '__xa - (A= ) Ex hac aequatione prodit s—=
. 8+¢ : .
ofxs xc - d(‘” : — '/, Si fuerit terminus genera=
ax%- |

lis e (ynetd)e” huxusquc fummatorius ponatut Sy Pl'°"
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d1b1t nsdem , quibus modo abfolutis operationibus , >

b
j.xa °d 29 5) ('y+8)x¢ +---~+(yn+a}
.t: _M, multiplicetur iterum pcr px™dx et fumantur in-

" +8) S4A4-2
aP (™ a q e Y i
tegraha, prodibit 42/ dxfx'* > dxe 5) C—-am—i-24
J)xa '
L ap(yn— Fiat

-+ -+ C+ax—+tan—t-a e evp

adp=— a+€+a'n’+an ent tp"-l et ‘"-—g -
. e—1

ErgoifJw - dxfx“"'*d(ws)-xv pE——

s St . b-—ced :__'yi—!-l n‘-{-l'

Y =X (=) Quare ___waxa 2 d (i
ax dx

Sed huiusmodi progreffionibus fammandis diotius non
immoror , fufficit enim methodum tradidiffe, qua omnes
fummari poffint. Interim tamen et id valet, quod §. 11.
dixi, omnes fcilicet huiusmodi progreffiones vel alge-
braice poffe fummari, vel fitnmam a logarithmis fiue
realibus fiue imaginariis pendere.

§. 14. Progredior nunc ad alind progrefliohum
genus, quarum termini generales algebraice exprimi
non poffunt, fed quae ad claffem ferierum hypergeo-
metricarum pertinent. Huiustnodi feries eft (a—+8)x
- (24-8) (2a—+4-8) 12 4~ = - (a+8)(2a+-8) - == -~
(an+8)a®. Ponatur huius famma s, et multiplicetur
per pa”, erit pa*s=p(a—+-8)a"+f - - ==~ p(a-+6)

(2a-1-B)
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(206—4-8)~ - -~ - (an—+-8)a™+™, Et hutus in dx dultae

tegrali m gy—P(@+E)a™2
megraspfx.fx —— —+
pla- +€)(2d+€‘(2a+§)——--(an+g AT
—+7n—+-1

Pan+p€_n+7r—l—l erit p— % et w:%
641 842
de prodit -‘~fx¢ ‘sdx=axd 4 (a4-8lzr -

e
~- (a+8)(20-48) - - - - (a(g:—l),—&-@)xfﬂ. Diui-
& | .
- hbebturfx”dx— _
datur per 2£+' habebi b it =(a+8)x 4=

, fiat

—1.Vn-

————— (¢ +8)(2a+8) - - = (a(n—1)—-8)a™ . Quae
eft ipfa progreffio propofita truncata termino vltimo.
€ —1
L. JaE sdx
Erit igitur P e —————1—=§—(a+8) (2a+§) - -
(a.n+ 8)= :—A Huiusmodi autem formas finita ex-
preffione expofuiin alia jam praelecta differtatione de ter-

minis ‘generalibus progreflionum transcendentalium, ex

qua fi libet finitus valor loco A defumi poteft. Erit
& Ci=t 84-1 €411
ergo fa.a .fdx._axa ~+axa s—aAara , atque
8—1 ¢ €41
i sdx:(a-l—B x'dx—i-(a—i—g) xesdx—+-axes ds

—-(‘a+§+au)A.x¢ dx feu sdx— (a—+8)xdx -}~

ep=1
(@e4-B)x sdx+ax?ds—(a—+4+8—+4an)Ax  dr. Ex
qu aequatione valor ipfius s erutus dabit fummam pro-
greflionis propofitae. Fieri etiam poteft, vt factores
“in termino fequente non vno tantum, fed duobus plu-
L 3 - ribusue
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tibusue augeantur. Accedant {emper ‘duo de nouo s WVt
prodeat ifta progreffio (a—+8)x —+ (a—+8)(2a+-8)(3
4-8)ax2 4 ~--~-—4(a+8)(2a~+8) -~ (a(2n—1)
—48)2* Huius fumma vocetur s, erit pfa™sdx—
p(a—+B)m™+? e pla—+8)(20—+E) - - - p(a(2

™2 ) , n—+{-

A=) BT Piae epan—pa—+pt —n—-

T—+1 e—se

% -1 erit P—= e, et 7;:9’7‘;.“. Vnde S _"_‘_I_i

d 2a

__xﬁi-_“_'__._...__.l_(a..;_é)(za-l-é’)--;_(a(ﬂl
Y3 3a

—2)--8)a™E=2 Atque iterum pfardx)ctiytsds

2a
_ 2apattiti | 2eplett) o
- E+3a+z2am o E+a
_ ru-e-'rr+8+

(a(2n-2)+E) 2:. Fiat 4pa’n—4pa’—2pal

—t-zan—+-27ma ‘

zzan—l—zfna—}—a—]—ﬁ erit p_.—z"; et 'N——e_z'i.

TR frsa
«—%——3, confequenter [x Zdxjx 22 sdx —t=(a
« 4.“2 2

G
~+8)x—+ - -~ - (a+E)(2a-+8) - - - (a(20—3)+ &)
' =s5—Aa" pofito A= (a—+8)(2a+8)--~--(a
(2n—1)+-8). Ex qua aeqmtnone s innotefcit.  °

§. 15. Simili modo opcmnoncm inftitui
oportet, i in coefficiente termini fequentis, tres plu-

resue fitores de nouo accedant. De quo notandum -

eft,

s

——
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eft, tot femper in aequatione refultante figna integra~
lia' fibi inuicem effe iuncta quot funt fa&ores, quibus
fequens quisque terminus augetur. Ita progreffionis (a—-8)

X+ - =- = 4 (a-+8) - ~ - - (2(38—2)+8)a" fumma

sjdtfx Tdyfati® |

s determinabitur ex hac aequauonef 3a_sdx

3 pb—a
27a .xga

cma —=5—(a+8) - - - - (a(gn—2) 4+ 8)a". Ex qua,

vt indu&tio ad fequentes cafus fieri poffit, notandum eft,
‘—@—-—; efle terminum progreflionis propoﬁtle ante pn—
mum feu eum cuius index eft 0. Si facores. qui ‘in
potentias ipfius x ducuntur non conftituant progrefiio—-
nem arithmeticam, fed aliami algebraicam altioris or-
dinis, operatio fimiliter debet inftitui; vt fit _progref-
fio propofita (a—8) (y—+08)r~+ - —- -+ (a+8,(2a
—+8) -~ - - (an+8) (y—+93) (2y+3d)- - - (yn+dn"

- pla4-B)y—4-9)am+2

T—+2 —'-
PR +P(¢+€)--'"(“”+ ) (v =49)= = = ~(yng-d)artrtt
n—+n—+I
Ponatur pyn+p6“—n+ w1, erlt p=f, et w

=% Ergo fx-——-sdx (a+€).1'v + ______
M Y
(o) - (@) (1) """('Y(”—I)—*—b‘)}y
i 2
Porro erit pfx dxf""““fd& 'YP(“—i-g)x +2 Y
' v e;—f-z'y—Jr—w'y
T34

VP B48}- - - -(ar14-8){Y4B) - - - ¥n—1)4d)x Y
o= sy

Fiat payn—-p8y —yn— my—~4d -y, crit p”
,ct.

'ponafur huius fumma s, erit pfx™ sdx
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3 etp—B8 3 _y—Rr=od=er g,
@y StP—a=y - - <y ,
fx"?_ﬁ_ﬂixfx%rsdx:xe%'f' e = = = ()
' 24
=== @=1) XY AD) - - - (o (n-1)-)of 4=
Confequenter Jr T T AR sdx_ AR,
o aya

-Pofito A=(2—+f)-~- (an+8) et B=(y—+38)--+
(yn+9). Hic eft cafus fi progreflionis, quam fa&ores
conficiunt terminus generalis eft (an—-B) (yn-+9) feu
aryn? +(45+B'y)n+pa. Comprehenduntur er-
go fub hac forma omnes progrefliones ordinis fecundi.
Superior autem formula ex qua s determinatur transs

S5 sdx Je&=2sdy _
Sy e —
\ (By—ad) Y " (a3 —fy)aE"
2+s—ABa™ Ex qua facilius forma fequentium in-
telligi poteft. S

mutatur in hanc

§;.' 16. Confiderabo nunc harum ferierum recipro~
cas, in quibus potentine ipfius x funt diuifae per id,
per quod ante erant multiplicatae. ~ Sit igitur feries fum-

x x2
manda haec m+mm§+@+p) s e R

e e (> e e huius+flumma ponatur 5.

L3 n g
. (2_$5) — pA-1)x (mwt-2) x
Erit 55—~'—= +( ) (204p) T =====

41— |
(mr—-n) . ‘ .
(a,w.pg—.".—':f x(.,,,—,.g) Fiat pt+pn—an—{- (3, erit p—a,
[ ] xQ

. ad(xBs) & aft
et T—p- uamob. L—:x@
‘ g- Quamobrem erit Z +a—}-fl

+....
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34—9—:
. xq , !
- +(a+€)(2a+€)—--(aw-1)+€ B
})ro;tcrca “‘6”‘)-‘-1 +J‘-—£‘ poﬁto vt antc A=
' . xzdz A

(a+'€)—~———(«m+€)

- - - .

R - *'
Yt ax“ds—b-ﬁx a -'d-"'—-x“dx—i-.xﬂsdx—x" da.

quae dinifa per . .m-‘ tranfit in axl:—-l-—@sdx...xdr
2 dx feud +€de sdx__dy_ x"d s

) ax g .a-Aa..

r}—x:dx-—

Mulnphcetur haec aeqmatio per 4« x¢ , Vbi ¢ et nu-~
- fierus, cuius log. eft 1, ﬁet ea integrabilis, prodibitque

—¢ oxe 2 8= &
ceavs=lfa xadx(x—-—) Atque s— ¢ * xa)c ax“ztr
‘IL
{(x—5). Huius progreﬁioms in infinitum continuatae fumma
x —6 —x §

igitur erit loaxe [y xadx—=8(8—a)(E—2a)--~
€ —=x - Y e

asxe I—E-—-EE—Q ——————— §.8-a) g

' ® x’ ' ] xg_

.

fi fuerit 8—o, erit fumma —ci-1. Sin fic. 8—

. o N
erit fumma _5_‘:—:- ~. Si-vero pomatr 8—2¢
x X
. x
2a2ce 20 2a?
fimma feriei erit 2a 7 22 —- et ita porro,
X2 x x?

; quo mtelhgltur quoties 8 fit multiplum ipfius a,
immam feriei finita et integrata expreffione exhiberi

Tom. VI. M pofie
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poflc. Si autem 5 emadat fradio formula inuent ims
tcgmn non poreﬂ:

§. 1. Crefeat. terminus qmsque dnohus faQoribus,

habcbmu progreﬂio haec (——' -+ m 4=

P i -

(w—i—ﬁ)--(sw—r-é’) (a—l—&)—--(mnrr)-r@l
pa(a™s) __ ;}r'n-ia-!)x
cuius fumma ponatur 5. Erit P p——
S, plm—-2)a™+! ___ pmmame—t
 (a+8)--~(3a-+8) (@+8)=—~(a(2n-1)4-8)
fitpm—t-pn—zan—e-B, erit p—2a et T="5x
Ty _ 8wt
Idm 2 x2S — ] - - - am
A R flee= Ter==aa
Atque iterum.

(a+€)—--(a(2ﬂ 2H~€)
2apd 2™ 1% s)__ p! E““’*"z“"‘)x’-;:aﬁ-m_{,._ —

dx?  za
€—¢«a
. _p(B—ga--2ant2am)x 28 T Fiatpﬁ'

2a(a—- 8)(24—{-8)——-(«1(271——2)—1——8)
—3pa-t2pan—+t-2pam=—4a?n— 4-a’+za€ erit
1
d(a?d(xzu 5))
dx?
e—2¢ T ;":':#-0-1:',_
@-—f-@) - -(a(za—sj—!-@)
‘==Bx

p==za, et m=4. Vnde prodit £
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9224 9-—:0: 1"“23“-04
-— ,.ig,x, a + X 32 S—
a_'..p\)--.._-_(a(zn..x)_'_g)

Simili modo operatio eft inftituenda, fi terminus quisque
Fhmbus faGoribus in denominatore crefcat. Nec non
atis apparet, fi progreflio, quam factores denominato-
rom conftituunt, non fuerit arichmetica fed algebmica
altioris ordinis, quomodo ad aequationem, ex qua fum-
ma determinatur, perueniri oporteat. Scilicet quilibet
factor in fadores fimplices eft refoluendus, vt §. 15
factam eft, vbi terminus generalis fattorum eft (an—-3)
(yn—+-0), qui omnes aequationes ordinis fecundi fub fo
. complectitar. At ne hoc quidemn opus eft fi fequenti mo-
de wepemti libmerit. - Vt propofwa fit ptogreﬂio

‘X x2 X3 P
I——P—‘-V_*‘I 7. 1'7+x 7. 17. 31. +
x (.x '5)
I..7.,_____(2'12_1)(&1111!13.huxusponatur.r, tpd
— I p(m=}-n) 2+
=p(m-+1)2"4- x'.7___(”2_r).Atque

e o P*l'l—-}-n (n+vr+g—!)x"""’"’"’—’
~- - Yoo (am—1) Fiat
pn’—}-zpvrn—i—pgn—pn—nl—pw’—}—pﬂg—pw__2»‘
~I, erit p=2;47+20—2—0 feu g=1—2m,
. Amue —ax2=—1fanmr=Vierpg—1—72. Qus-
g habebitmr 24(*" ”'"’”“r‘”—x £ S
Ax? moT

M= N |

ko
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an—2—v32,

x 2 "'4__2 ".:1,3
— -_—x 2 +x 2 ("‘ ————— -
1.y ——==(2n?—4n-1) -
» . ) Summa vero huius feriei in
1.7.- - = -(2#°~1)

nﬁmmm mucmemr ex hac aequatmne x“"’dt 2 -
zx"—"’dd(x 2:)-(2-11/2).7: 3 dads+(Vz-z)

} gy . 2—vY2

¥: 2  sdx?*+4-ax” % “dds—+2Vax 2 3 d:dx-l-
- --2—V2 =v2_ —v3
(1=V2)a 2 sdx>=x" 3 dx>+x 2 sda®=

: »—4: —2-v2 - 2—v2

2x 3 dsdx—x" 2 sdxi—-2x 3 dds. Seu zxdds—
8 - 2dsdx—dx? 4 sdx®, ex qua aequationc ir-
rationalia omnia euanuere. '

T §.18. Sx ﬁ&ores denominatorunr conftitwant pro-
gre(ﬁqncm potentiarum , hufusmodi, progrc{ﬁonum fum-

mas muéi’agabo vt fie progrefiio propoﬁta Gt +

Q2 it a»

(°HT€.)2 (24’}"3) . (d4-8)* - > -(a—+-8) *
Py

Eonatur fumma 5 ent pa‘!(#x )—:fg::g)z + -

Pl —-)ar—1

"-+(¢~+@)’* --(m—i-@)a.? _tl PR pr=an
-gu;, it p x et qr:i, Pmptem 5%(—3;2 =
-t - ;--"‘—'f B - e
LI getot Porro
&a—-8) (a—l-@)’—--(ﬂa-l-g)

apd
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apd(x™ d(xsa )) p(€+a7r)x¢ +r—1

dx* a(a+§) + e
B e pantp
Paw—pa_a'-'n-i-ag Ergo p=a, et =5 =1.

. Vade eft ® d(xﬁx“‘)? e N
£ |
(“"*"g)z"{t::(;t—l)—t—ﬁ) ”§+x§(.f ————— -
A"

(a+-8)2 --—-(an—]—c)’) Et fumma progrefﬁoms

a?(xd( .u xs5))
xS dx?
=1x-ts. Similiter fi fa&ores fierint cubi famma pro-
- greflionis (a_,_g);—f-(,_,_g);(m_,_c); -+ etc. in mﬁmmm s
al d(xd(xa’(awg s) ))
22 dxs.
I—~s5. Atque ita porro pro fequeﬁnbus

in infinitumr determinabitur aequatione

inuenietur ex hac aequatione

§. 10. Smt nunc coéfficientes potentiarum ip{ius
x fractiones, quaram tam numératores quam denomi="
natores fit fakta ex: certo. fattorum - numero pro indi- -

€¢, cuiusque tesmini crefcente conflantia. I fit pro-
aHBx , ta-b)2a-4-D)
greflio propofita haec T4 (LRt Nan ey oy
e—-=-(an
,m———.-:——‘—.‘an *; hujgs fupama ponatax s, erit pfx™s.
. M3 dx=
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Pla4-b) 2 pla4-P)- - - =(anm 45)
dX =m g B- AT+ + = = = = = (ragnte | oD Xa—+3)- -(cn+$)

At Riac apn+bp—-1r+n+:, erit p—+
et ="~ Adeoque J=< Tidz == <

Ce—-b)---(a(n-1 )+b)\4 4n Etdmuopdfl’fﬁ ¢ 5"‘
(2 —$)--~~(an+f) dx
P(b"""'"“'") g T ,+__, - _+9’b+¢n+-¢'rr)(a+b‘--~(a(u-l+b)

s+

-'; B " ~aia+4-P)- - - <(an+P)
xa+m+=1, Fiat bp+apn+an= aan+ ap,
b—4

' ' « b

X =2 ad(xeafx
erit p—a, et w=F —<. Vnde erit ( j

‘ adx
8

‘__1' +_ —_— e - __‘_(d—{-’)‘)——-(a("——”“'b’la+n—| — xa+

+0)-- -&a(w—'s)'?ﬁ?)

8
-—-- b .
xe (s ((:Ig____((;’,’,‘_‘&;x ). Ex qua aequatione s deter-

minare licet. Si fumma progre(ﬁoms propoﬁtae in in-
ad(xa -ﬂfx a .fdv)

finitum deﬁderemr, erit - _._J.‘ =
adx <

8 b b—a : 8

xe's,, feu e (Bt )pm—e—! [ e sde+Fae Tt 5=

g 8 -—b b-a

X« +x¢ 5. Quae abit in hanc (8- c"")x «fxa ;lx
L5 =842, vel hanc (8 fx a .rd.x—i—“ w
by b1
s=x ¢ +x “a 5. Haec diierentimdat(e- "‘(xc
bea_ bio
:dx—%——x“ «ds+%x"e .rdx:(ﬁ)x' dx—-xe ds

- (""“ )x¢ sdx, quae reducitur ad hanc £sdx 5
. xds
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xds=(= )xd.r+x’ds+( )xsdx.  Sen ds-~

"—‘—":ibi'—"}‘“’ — (brelags Muluphcemr haec aequa--

X Bt ) X e
' »
xa(a—ax)s —a+*s=(b+-a j.x‘ (a—ax) «—a dx.
_(b4+a)fas (a-cx)‘ —a dy

Atque S— _{ﬁ(a_ax)b LE-!-!

. Surema igi~

algebmce poterit affignari fi vel g e vcl - 9— fae~
rit numerus integer affirmatiuus.

§. 30. Si progreflio fierit ex huinsmodi iplfus
2 coeflicientibus et algebraicis compofita; primo coef-
ficientes algebraici differentiatione et integratione de~
bent tolli, vt ibi eft fatum, et tum progreflio reful-
tans modo hic expofito tmactari. Vt fit progreflio

2 3 — £
i ;J+3x+5x g (am—1)x

P 1.2 1.2.3 1.2.3-~--%
. : 1.pa™+32
| fomma huiws pomator s, entpfx".sdx:(”{}_;)_l.

(2a=—1)pa™is+! Fi

-——— —_ nut znp—p—=

+(w—t—n+x~)u.z.3-——n) . p-?

*-8-4-T, ent :,} et n——3. Ex quw eddt
-; u ! R— ¥

fr Zsdx_ f_+.f__.+..’...-- r .

2 .2 1.2.3-~-u

x’fx !"sdx“__, x?
3 I

: »

Mut-

siplicetur pey x’, erit
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A {’f; ¥ sde)__

"r.2.3 r.2:.3--n ° - 2dx -
. \ ’ LT . .
R S Lol Azft'lt
- —— - LTI
_‘-.-'..'x‘:“uz—'- ’f+xz3——-(n I) +—

’ ex qua aecpamme ¥ inuenietur. KErit

- Imﬂg-—-n
" ifx 24 2
‘ dx x2fx %sdx
'zutemfx afuds PRI f -
4y 2% 2 1.2.3-—-0

3
Ponatur 1.2.3. --—n-A erit porro (x—zx)fx

¢ "‘,:_r 25 4.1""‘1’ .
:dx..,4.x —S T Summa progreﬂioms pro-

“pofitae in infinitum continuatae vero definietur ex ifts
' =

u'equatione Sx- %sdx'::ﬁ ey que -differentiata dit

— 204422 X 4= dXx—6 SxdL" 2 xds+4,x$‘ ds '. .
—f . (1 =z2x)afx xd.a.-’,-:z

‘x’dx ‘sxdk—2sx*dx — xd.c-|—zx’ds.._o Quae
sdx(1 —4-2x) p
.tpducntur ad haac ds4-*5F =222 Quse

- fie mtegrab:.l», )prodxt autem

ltl ta
mu xplca perI s

fc‘"‘dx( r-|— 23,) _ . '
‘: 2% - (1-22)2 T 1-ax ’ ’Atqwhmsr'x
—¢*( x—zx)_ Quare fi fuerit x:r-z prxt s=1.Adeoque
1= z+| 2. 4,+|,2 3. 8+: 2. s 436 +“C in infin.
§. 21. Ex hjg apparet’ad quas progreffiones fum-
mkndas methodus hac dxg'ertauone expofita fe extendat:

fcilicet 'ad omnes eas progreffiones, quae comprehen-
duntur
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duntnr hoc termino generali 4 ¥ +8 " wbi A et B
defignant terminos ordinis #, quarumclmque progreflio-
num - algebraicar . Bt P eﬁ fathiin ex yn—+4J tere
minis progreffionis” cumsque aIgebr:ucae, ltemque Qeft
fimile faum ex e#—~¢ tetminis etiam cuiuscunque pro-
greflionis algebraicae. Orfid)ing yutem fummae huiusmodi
progreﬂionum tribus modis expofitae inuenientur. Vel
-onim proditfumma greniis algebraica, vel afigristg gita-
-dratura quaepiamya qua fimma pendet. Vel tertio akqua-
tio reperitur, cuius wariphiles .quantitases 5 et & penitus
aon poflunt a ¢ ipuicem: [¢paran, .yt filtam -conflet,
rwtrum progreglio fummans Jmbens, algebmicam , 30 2 cue
fus curuae quadratuss pendest, v Quathuis vero haec mer
-thodus tarit late pateds ,~famén inqumerae occarrere pof=
© fane progreghiones per¢um. nom fummabiles quarum qui-
-dem vel nullorafionmode. ﬂumpm athgoari poffunt; vt

1\““’? 14~ —+;+.=——T— ~~~~~ +;;—£1 , vel quae
1um ﬁ:mmae exiam conftunt, vt huius' ?—+—,,+ +T?.|..

K F + etc. te:mmo generali emﬁente y in

caq%—1
quo 2 et d'numierth qliOBlenqne integros praeter vnitatem

denotht “Euﬁ?ﬁnﬂi'mm effe = 1’ denmionftranit-Celebers

nihus 'Co/dbaohﬁ * Quia autem é€ins términus generalis
roptie fic diéub nén poteft exhiberi,” mirum non eﬁ
m hac mctﬂr)d& non pofle’ ‘Tumman ¢
AR . R T lied
9w gy
T T ) : bas .b.::‘ - . -

Ton. VI. N CRI-




®8 CRITERIA QVAEDAM AEQV ATIONVM .

CRITERIA- QVAEDAM AEQVA.-

TIONVM QVARVM NVLLA RADIX
' RATIONALIS EST.

AVCTORE
C. G

Trm sequatio data quartsma  poteftatem exco~.

deas radicem rationalem admittat methodis ad—

‘huc cognitis non aliter indagari poterit quam
witimi fermini , quem abfolutum vocant, diuifores omnes
inueftigando :et divifionem sequationis -per quantitatesn
incognitam cum huiusmodi divifore figno -~ vel —
coniun@am tentando; etfi vero de feligendis diuifori-
bus vitimi termini ad hanc rem idoneis praecepta quas-
tam -dari gon ignorem, negari non poteft, fi coeffi-
cientes et ipfe mumerus abfolutus permagni fuerint hoc
tentamen operofifimum fieri, quodfi praeterea coeffi-
cientes vel ipfe terminus abfolutus ex quantitatibys in-
determinatis compofiti fuerint, praeceptorum huinsmo-
di de fligendis diniforibus vfus vix vlus erit; animad-
werti autem inmumeris cafibus fieri poffle, vt quamuis
- magni et quantitatibus indeterminatis permixti fint co-
efficientes et terminus abfolutus, tamen aequationem da-
tam radicis rationalis omnino ‘expertem effe ex patura
coefficientium et termini sbfoluti vno quafi momento
appareat, de quibus cafibus nunc dicere conftitui;

Litteris 4. 4. ¢. x. a. B. etc. item nomine numeri,
diuiforis et refidui in fequentibus denotabuntur numeri
- : ~ inte-
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mtegn, X vero fignificabit feriem quamcunque finitam
huius’ formae ¢+ﬁw+yx3+enc igitur fi oftendi
poffit in aequatione data, v. gr. x*—=X, terminum ab~
folutom é&. huivs efle naturae, vt addims ad Br—-x®
-+ etc. non poffit producere numerum poteftatis .
¢o iplo demonftratum erit apquationem 2*—X nullam
admittére radicem rationslem, id vero innumeris mo-
dis accidere certum eft, .
Ante annos complures in litteris ad amicum - quen-
dam affirmaueram numerum integrum datum, quantum-
wis magnum mutata vnica nota eo perduci poffe, vt
sotac illius omnes’ quackaque matione tranepofitse: nun-
quam admittant radicem rationalem vilius poteftatis ; id
fcilicet effici oftendebam , fi datus numerws in alium
eiusmodi transmutetur , %t divifis per ¢, relinguat 3,
vel 6, cum vero in numeris vel centum notarum fa-
cile vnius alteriusue minuti temporis fpatio dlgnofa pof-
fit quinam numerus fit fublatis omnibus nouenariis re-
fiduus, patet breuiffimo tempore proprietatem aliquam
huius numeri demonftrari, ad quam aliunde oftenden-
dam, fi quis ingentem numerum omnium transpofitio-
num poffibilium , et in quoque cafu operctum ten-
tamen extrahendarum tot radicum perpenuat, mul-
tos amos bhaud fufficere fatebitur, fed omnes nu-
meri praeter bimarium ita comparati funt, vt, fi alii
numeri certarum poteftatum per cosdem dinidantur,
nonnifi certi aliqui refidui maneant, fin vero alius re~
fiduus fit, tuto affirmari poffit numerum fic dmifum ra-
dicem rationalem illius poteftatis non habere, id quod -
cxemplis declarabimus: .
- : ' Na Omnes
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Omnes numeri poteftatis fecundae dinifi per 3 o
relinguunt vaum ex his:- o. 1. emat ¢nim .omoes hu—
ius formae (3m——1) (3mr—sz)2 vel ‘(3m)?, primo et
fecundo djuifo per 3. remanct I. tertio diuifo per g. re—
mariet 0. wnde fequitur *

¢(I.) nullam numeérum huivs formae 3p—+- z. efle

quadratwm , vel pofita figno == pro aequatxone impoff-
bili, femper fore x*—3p—-2.

_ Tisdera -veftigiisy infitendo demonfiratur numeres po—
teftatis textige,quintae, feptimae etc. vel generatim x2¢+*®
dinifos per 4. relinquere vmum ex his o. 1. 3. adeoque
nulum numesuny qui divifus per 4. relinquat 2. ha-
bere radicem ratipnalem poteftatis 24—+ 1. neque vi-
lim pumerum qui dinifus per 4. relinquit 2. vel 3.
radicem fecundae poteftatis, hoc eft
1 S x2E oy p -2
" Lx*  =4ptoafiafuerit—g, vel3.
(IIL.)3 ¥?spt-a fi a fperi't 2, vel 3.
‘ X*=5p—t-a. fi afieritz2, 3, vel 4-
(IV.) 22=6p+a. i a—2, vel 5. -
(V.) 27=9p—4«a
i g—z2.eta—3, 5,vel 6.
- fi q=3. eta—z,3,4.,vel5.
ﬁ 4—6 cta—_2, 3y4+ 5y vel 6.
fx2=8 pPa, fi a=2,3,5,6vel ¥
(VL. )2 2 ::8p—-}—¢z fia=2, 4. vel 6.
¥ ”*ZISP—F& fia—s, 3, 4,5,6,vel 7.
ngI.}

/
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(VIL.) x7—9p -t a.
i g—3m-+1. et 4—2,3, 5,6, 8.
i g=—6. €¢ta—z2,3,4,5,6,7,8/
i g=6m—3.cta=z2, 3,4,5,6 T
i g=6m—+1. eta=3,6

Atque eodem modo reliquorum mumerorum refie
dui, qui indicant numerum aliguem divnifum non habere
radicem rationalem certae_ alicuius poteftatis , erui.‘_ po-~
terunt; quod fi iam diuifor huiusmodi vocetur ¢ nu~
merus ex diuifione refiduus r; numerus datae poteﬁa.-
tis. ¢; numerus ipfe datus x°, ﬁtque p- numerus qui~
. cunque, femper erit x':r:dp—l—r hunc numerum refi
daum 7, breuitatis caufa vocabimus congrusm , quia nem-
pe aptus eft ad demonftrandum numerum aliquem non
habere radicem rationalem certae alieuius poteftatis,
et cum p. fit numerus quicunque, fubftitui pro eo. po-
terit X. et fiet x*=d X +-r. fit v. gr. aequatio- data

A =3ax™+ gba—+ 30+ 2.
- flot e=2n;d—=3;, X—ax"4-bx+c, r—a.
fed antea oftenfum eft nullum numerum quadratum fi
diuidatur per 3. relinquere 2. quod tamen fieret in hac
zequatione , fi poffibilis effet, ergo x" in hac aequatione
non eft numerus rationalis adeoque nec x rationalis (nam
n. x. et reliquae litterac hic nonnifi numeros integros
fignificant). '

Haec methodus ad omnes cafis pertinet, quibus
acquatio data dispefci poteft in duas partes. qnarum vna
fit X, ad quamcunque poteftatemn eleuata, akera vero per
:liqs\wm diviforem 4. diwifa relinquat aumertrn mywxz;

N3
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fit aequatio data
2'°=920 4+ x8 4-9cx—-6

hanc nullam habere radicem rationalem, ex eo often~
ditur, quod addendo vtrobique 6x° 9. mutatur im
hanc

L X615 9=7x 725 +7cx4-3.
cuius prior pars continet numerwm quadratum, pofterior
diuifa per 7 relinquit numerum congruem 3. et gene-
ratim L X pn X —-p.
fi fuerint e. et m. numeri vnitate maiores, et p. mu-
merus primus; quod fic demonftratur: cum p™X 9.
fit divifibilis per p; erit etiam x* ( i vera eft aequa-
tio) diuifibilis per p. et cum p. fit numerus primws,
erit x. vel =p. vel diuifibilis per p. ponatur ergo x.
==ap. vbi a. fit numerus quicunque, fiet & p*—p"X
“+p. vel ap*—' —p*' X +1. quam aequationem
vtique impoffibilem effe ex eo patet, quod altera pars
aequationis per p. diuidi poteft, altera neduit, wnde
confat nullum numerum qui' diunifus per p™ relinquit p.
habere radicem rationalem ' vllius poteftatis, fi p. fit
umerus primus

OB-
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OBSERVATIONES DE THEO-

REMATE QVODAM FERMATIANO, ALHUSQVE

AD NVMEROS PRIMOS SPECTANTIBVS.
AVCTORE
Leonb. Eulero.

Otm eft hanc quantitatem 2* -5 femper ha-
bere diuifores, quoties # fit numerus impar,
vel per imparem praeter vwnitatem diuifibilis.

Namgque ¢2*+' —-1 dinidi poteft per 4 x et 4#(2m-+1)
—+ 1 per a1, quicunque etiam numerus loco &
fubftimatur. - Contra vero fi # fuerit eiusmodi nume-~
s, qui per nullum numerum imparem nifi vnitatem
diuidi poffit, id quod euenit, quando n eft dignitas bi=
marii, mullns numeri &*—+4 1 poteft aflignari diuifor.
Quamobrem £ qui funt numeri primi huiusformae 4",
ii omnes comprechendantur necefle eft in hac forma
a™ 1. Neque tamen ex hoc poteft concludi 23®+4- 2
femper exh.bere numerum primum quicquid fit @ primo
enim perfpicuum eft, fi  {it numerus impar,iftam formam
diviforem habitwrum 2. Deinde quoque, etiamfi &
denotet numerum parem, innumeri tamen dantur ea~

fus, quibus mumerus compofitus prodit. Tta haec fal-
tem formiula 4?-}-1 potet dinidi per 5, quo-
ties eft a—*gb';i-_s, et 30241 poteft dinidi per
197, et 5021 per 41. Simili modo 10441 habet
diviforem 973 ; 6%~-1 habet diviforem 19, et 628"
~~1 eft diuifibilis per 257. At huins formae 34®— 2

quan-
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.quantum ex tabulis numerorum primorym,, quae qui-
dem non vltra 100000 extenduntur, nullus detegitur
cafus, quo diuifor aliquis locum habeat. Hac forte
aliisque rationibus Fermatius adduCtus - enunciare ‘non
dubitanit 2™+ 1 femper effe numerum primum,
hocque vt eximium theorema /#¢/Nfio aliisque Mathe-
maticis Anglis demonftrand.m propofuit. Ipfe quidem
faetur fe eius demonftrationem non habere, nihilo ta-
.men minias aflérit effe verifimum. 'Vtilitatem ejus au-
.tem hanc potn(ﬁmum praedicat, quod eius ope facile
fit pumerum primum quouis dato maiorem exKibere,
id quod fine huiwsmodi vniuerfali theoremate foret dif
ficillimum.  Leguntur haec in /7 allifii Commercio Epi-
flolico Tomo Eius Operwni fecundor inferto, epiftola pen-
ultima. EXtant etiam inipfius Fermatii operibus p.115.
{fequentia. “‘Cum autem.numeros a binagio quadratice
Hin fe ductrs et vnitate aucics efie femper numeros
Y primos apud me conftet, et-iam .dndwn Analyftisil-
“lius theorematis veritas fuerit fignificata nempe efie
¢ primos 3, 5, 17, 257, 65537, etc in infinit. nullo
¢¢ negotio - etc,

Veritas iftius theorematis” elucet, vt iam dixi, fi
pro m ponatur 1, 2, 3 et 4., prodeunt enim hi nomeri
5,17,257,¢et 65537, qui omnes:inter numeros pri-
mos in tabula reperiuntur. Sed nefcio, quo fato cue-
niat, vt ftatim fequens nempe 2,2¢ - xrxeflet effe nu-
merus - primus, obferuaui enim his diebus -longe 1lia
agens pofle hunc numerum dnudx-per 641. vt cuijue

tentant: flatim patebit,
Fft
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Eft enim 22° 41 =232 |- 1 — 4£204967209. Ex
quo intelligi poteft, theorema hoc etiam in aliis, qui
fequuntur, cafibus fallere, et hanc ob rem problema
de inueniendo numero primo quouis dato maiore etiam
nunc non efle folutum.

Confiderabo nunc etiam formulam 2"—1, quae
quoties # non eft numerus primus, habet diuifores: neque
tantum 2"—1 fed atiam &*—1. Sed fi 7 fit numerus
_primus, videri poffet etiam 2"—x femper talem exhibere :
hoc tamen aflcuerare nemo eft aufus quantum fCio,
cun tam facile potuiffet refelli. Namque 2'!' —r1i.e.
2047 diuifores habet 23 et 89 et 2?3 —1 diuidi poteft .
per 47. Video autem Cel. #olfium non folum hoc
in Elem. Mathefeos editione altera non aduertiffe, vbi
numeros perfectos inueftigat, atque 20447 inter primos
numerat; fed etiam 511 feu 29—1 pro tali habet,
cum tamen fit divifibilis per 23—1 i.e. 7. Dat au-
tem 2™ ' (2"—1) numerum perfetum, quoties 2"—1
eft primus, debet ergo etiam #z efle numerus primus. -
Operae igitur pretium fore exiftimaui eos notare cafus,
quibus 2"—1 non cft numerus primus , quamuis 2 fit talis.
Inueni autem hoc femper fieri, fi fit n— 4m—1, atque
8m-1 fuerit numerus primus, tum enim 2"-- 1 femper po-
terit diuidi per 8#—1. Hinc excludendi funt cafus fe-
quentes, II, 23, 83, 131, I79, 191, 239, etc. qui nu-
meri pro 7 fubftituti reddunt 2"—1 numerum compo-~
fium, Neque tamen reliqui numeri primi omnes lo-
co n pofiti fatisfaciunt, fed plures infuper excipiuntur,
fic oblferuaui 237—1 diuidi poffe per 223, 243—1 per
Tom. V1. O 431,
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431, 2%9—1 per 1103, 273—1 per 439, omnes ta-
men excludere non eft in poteftate. Attamen aflerere
audeo praeter hos. cafus notatos, omnes numeros pri-
mos minores quam 50, et forte quam roo, efficere
2"t (2"—1) efft numerunr perfeCtunt, fequentibus
numeris. pro. » pofitis,, 1, 2, 3, 5,7, 13, 17, 19, 31,
41, 47, vnde. 11. proueniunt numeri perfecti. Dedu-
. xi has obferuationes ex Theoremate quodam norr ine-
leganti, cuius quidem demonftrationenr quoque non ha-
‘beo, verum tamem de eius veritate fum certiffimus.
Theorema hoc eft, 4"—4*, femper poteft diuidi per
n—+1, fi #n—41 fuerit numerus primus atque @ et &
non poffint per eum diuidi; eo autem difhciliorem
puto eius demonfirationem effe, quia non eft verum
nifi 71 fit numerus primus. Ex hoc ftatim fequi-
tur 2"—1 femper dividi poffe per n—+1, fi fueric n—+1
‘numerus; primus,, feu. cum omnis primus fit-impar prae-
‘ter. 2, hicque ob. conditiones theorematis, quia eft 4
— 2, non poffit adhiberi, poterit: 2°™—x femper d-
uidi per 2m—-1fi 2m-}-1 fit numerus, primus.Quare etiam
vel 2™—-1 vel 2™—1 diunidi poterit per 2m—+1. Depre-
bendi autem 2™4-1 poffe diuidi, fi fuerit m — 4 p—1 vel
4p-+2, at 2™—1 habebit diviforem 2m—-1,fim=—4p vel
4p—1. Haec perfecutus in multa alia’ incidi theore-
‘mata non minus elegantia, quae eo magis aeftimanda
‘effe puto, quod vel demonftrari prorfus nequeant, vel
ex eiusmodi propofitionibus fequantur, quae demon-
ftrari non poffunt, primaria igitur hic adiungere vifum
eft.. ‘

T heo~
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T beorema I. Si fuerit » numerus primus, omnis po-
tentia exponentis 7#— 1 per » diuifa vel nihil vel
1 relinquit.

T beorema II. Manente » numero primo, omnis po-
tentia, cuius exponens eft #™'(n—1), diuifa
per n™ vel o vel 1 relinquit.

Theorema I1I. Sint m,n,p, q,etc. numeri primi in-
aequales, fitque A mimmus communis’ diniduus
eorum ‘vnitate minutorum, puta ipforum m—1x,
n—1,p—1; ¢—1, etc. his pofitis dico omnem
potentiam exponentis A vt g* diuifan per mnpq
etc. vel o vel 1 relinquere, nifi ¢ diuidi poffit
per aliquem horum numerorum, m, n, p,getc.

Theoreme IV. Denotante 27—+ 31 numerum ptimum
poterit 3*—+ 1 diuidi per 2241, fi fit vel n
—6p—+2 vel n—6p—+3: at 3"—1 dinidi po-
terit per 2n+1 fi fit vel n— vel 6p vel n—6p—1.

Theorema V. 3*—+ 2" poteft dinidi per 271
fi it n— vel 12p—43, vel 12p—+45, vel
12p—+46, vel 12p—+8. Atque 3*—2" pot-
eft diunidi per 2n—41, fi fit n—= vel 12p
vel 12p—+-2, vel 12p—t-9, vel 12p+ 11.

Theorema VI. Sub iisdem conditionibus quibus 3 L
2" poterit etiam 6™ — 1 dimdi per 271, atque
6"~1 fub iisdem, quibus 3"—2". ‘
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Danielis Bernoulls

THEOREMATA DE OSCILLA-

TIONIBVS CORPORVM FILO FLEXILI CON-
NEXORVM ET CATENAE VERTICA-
LITER SVSPENSAE.

Introdu&m ad Argumentum.

eotiae ofcillationum, quas adhuc Aucores pre
corporibus dederunt folidis , innariamum partium

fitum in illis ponunt, ita ut fingula communi

motu angulari ferantur. Corpora autem, quae ex fio
flexili fyspenduntur, aliam poftulant theoriam, mnec
fufficere ad id negotium videntur principia communi-
ter in mechanica adhiberi folita, incerto’ nempe fitu,
quem corpora inter fe habeant, eodemque continue
variabili. De his cogitandi anfam mihi aliquando de-
dit: catena verticaliter fuspenfa et motibus oscillatoriis
agitata, hancque tunc videns motibus valde irregulari-
bus. iactari, ‘primo mentem: fubiit, ad quamnam cur-
uam catena effet infleenda, vt ommbus eius partibus
fimul moueri incipientibus hae quoque: vna in fimum
peruenirent. lineae verticalis per punctum fuspenfionis
transeuntis ;. hoc modo ofcillationes. aequabiles fore in~
tellexi atque tales quarum tempora definiri poflent:
Mox vero fenfi difficile effe hanc determinare. curuam,
nifi disquifitionis initium. fiat a cafibus fimpliciffimis.
O fus. itaque fom. has medititiones a corporibus duobus
filo. flexili in data diftantia cohaerentibus ; poftea tria.
confi-
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eonfideraui moxque' quatuor, et tandent numerunt eo-
rom diftantiasque qualescunque ; cumque numerum cor-~
porum infinitum facerem ,” vidi demum' naturant oscillan- -
tis catenae fiue aequalis ﬁue inaequalis craffitiei fed vbique
perfecte flexilis.  Suo fingula percurrany ordine ; demon~
firationes autem quas nunc adormare’ mon vacac in ali-
am occafionum. referuabo. In. folutione nouis vius fumr
principiis, proptereaque volur theoremata experimen--
tis confirmare, ne de eorum veritate dubium' effe pof-
fot, iis praefertim, qui hisce rebus fua natura' aliquan-
to difficilioribus non. omnenr dare poterunt. arfmi at-
tentionem, quique fic facile in falfamy incidere poflent:
folutionem.. Caeterum alias ofcillationes: non' confide«
rabimus, quam quae minimae fint et ifochronae: pro ex~
perimentis tamen fine notabili: errore paulo- maiores il~
las efficere licebit-

Theoremsz T-
z. Fuerit filum perfette flexile nom graue AHF fufpen— pig. 1. 2.
Jum: ex punlo A baveatgne in H et F dwo- alligata pon-
dera aequalia: tantum autem’ diftet corpus: z'nferius a fu~

periori quantum boc- a° punite fulpenfionis,. Sit porro li-
wa ABC werticalis,. et ab bac corpora B & F veluti

mfinite parsm’ d; jient Denique: ducantur borizontales mi-
nimae UB et' ¥ C:: Dico fi" ambo* corpora’ fimul. oﬁ‘zlldn»

incipiant’, fore vt eodem temporis: punilo: perueviant in fi--
fum lincae verticalis: atque' boc' modo ofcillationes fuas:

mformter perficiant',, cumr fumitior CF :BH=1+4+ ¥V 2:1.-
Corollarium. -

% Igitur: duobus. modis ofcillationes: fiunt: vnifors

03 mes 3
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mes; nempe cum fumitur, vt figura prima- oftendit,
CF=(1+7V2)BH,; tum etiam cum ad normam fi-
gurae fecundae fit CF—=(1—V 2 )BH.

‘Theorema 2. :

4. Fallis ofcillationibus corporum H et F mfar—
mibus , erit lorg:tuda penduli fimplicis tautschromi —: =,
AH vel —35. AC, bi fignum afffrmativum walet pro
ofullatzombuc contrariis figurae fecundae, fignum megati-
uum pro confpi. antibus figurae primae,

Corollarium. -

8. Multo itaque celerins ofcillationes contrarize
abfolyuntur, quam confpirantes; illamm enim 231 nu-
merabis, dum hse centies fuerint replicatae. Confpi~
rantes autem parum differunt ab jis quae fierent fub
iisdem circumftantiis pofito filo AHF rigido: paullo
tamen celerius ofcillantur corpora in filo rigido quam
flexili, erunt nempe numeri ofcillationum aequali tem-
pore peradarum praeterpropter vt 1012 ad 1000.

Scholium,

6. Vt ad experientiam reuocarem hasce propo-~
fitiones, vfus fum globis plumbeis- perfete aequalibus,
qui dum funderentur in medio tenui foramine perfo-
xati manebant; traiecto filo fericeo globxsque ope no-
dorum ﬁrmaus ita vt inferior duplo magis diftaret 2
punéto fuspenfionis quam fuperior. Digitis deduxi glo-
. bum. inferiorem in fitum. F tenfo filo: mox ofcillatio-
nes fiebant vmformes, et ope divifionum in pariete
ﬁl&arum dlﬁm&e cognoux excurfiones corporum H et

Fin
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F in figura 1. foifle vt 100 ad 241, ideft, vt 1 ad
X V2 (§2.): Numerus etiam ofcillationum dato
tempori conueniens accurate refpondit’ fongitudini pen-
duli fimplicis iochroni ;=5 A H in prop. 4. definitae.
Deinde fata FC—=(x—V2)BR wr figura fecunda, de-
tinuf manibus globos i finr F et H illosque mox eo-
dem temporis pun&o dimifi: ofcillationes ertae funt
fic fatis vniformes fecus atque fiebat cum alia propor-
tione diffantiac FC et HB fumerentur: numerus ofcil<
Fationum accurate rurfus fiit, qui conueniret longitu-

dini penduli fimplicis ;- ;3 A H ifochroni prop. 4.

Theorema 3.
GENERALE PRO DVOBVS CORPORIBVS.
9. Fuerit iam pars fili AH=I/; HF—L; pon-
dus’ corporis H=—m ,, alteriusquz ¥ =M : dico fore ofcil-

lationes wniformes fi fit
v, ’__ 2\
- C F:ﬂl—”ﬂ-f-MH—MliVAmNLL-H ml4-ML—4-M1—mL) )_x B H.

2MI!
brgitudinem’ autem penduli. fimplicis ifochroni fore
amLl’

— MLmiM-ML v( 4 MMLL—A-(m]—+4-M L+-Ml—mL)?)?

at, pofito L4-I—N a2 M+m—p,
J— 2mN—2mll .
T HAEY(RRAN—4 BRIA -4 mpll)

Theorema 4.

8. Si loco duorum corporum acqualium pomantur
tria tantum a Je inuicem diftantia, quantum fupremum:
_a punito fufpenfionis A difiat, poterunt tribus diuerfis Fig 349
modis. ofcillationes fieri: omiformes:. primusi dtw%
' - ' i
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tertia indicat, cum pofita BH—1, fumitur CF—2,
292 ¢¢ DG=3,922: fecundus, qui figwa quarta re-
pracfentatur , obtinetur faciendo CF—1, 353 et DG =
— X, O44 ac tertius cum fit, vt in figura quinta, CF
——0,645 ¢¢ DG=o0, 122,
Eft nempe CF aequalis accipienda tribus radicibus hu-
ius aequationis
4x3—1232+3x+8=o0,

fumque pro quauis radice fumenda eft

DG=2xx—2x—2.

Theorema 5.

9. Faltis, «t modo dittum , ofcillationibus vniformi-
bus , erit longitudo penduli fimplicis ifochroni in cafu figu-
rae tertiae proxime aequalis 2, 406 AH; in cafu figw-
yae qnartae =0, 436 AH et in cafu figurae quintae
—o, 159 AH: Ef [eilicet longituds penduli ifochroni =
s=mxAH, pofito rurfus 4x3—12xx-+ 32—+ 8=0.

Scholium.

10, Ambo haec theoremata experimento accurate
sonfirmaui in cafu figurae tertiae, deducto tantum cor-
pore intimo extra fitum lineae verticalis mox dimit-
tendo: quamuis enim in primis ofcillationibus inaequa-
litas quaedam fentiri potuerit, tamen haec fiua fponte
et citiffime abiit, ita vt excurfiones fingulorum cor-
porum pluribus vicibus fucceffiuis, quantum oculis dis-
* cerni poterat, eaedem manerent: fumtis autem earun-
dem menfuris, talis inter eas geperta fuit proportie

, qua-
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qualem theorema 4. indicat: numerus quoque ofcilla-
tionum perfecte refpondit theoremati quinto; duo re~
liqui cafus maiorem induftriam requirunt: potui tamen
vtriusque generis ofcillationes fatis exacte efficere, vt
veritas theorematis quinti appareret. |

‘Theorema 6.
GENERALE PRO TRIBVS CORPORIBVS.

xx. Fuerint munc rurfus pondera corporum H,F,G
qualiacunque [imulque diftantiae eorundem a puniio fufpen-
Seonis ratinem babuerint qualemcunque: fit nempe pondus
corporis H=m, corporis F=M, corporisque G=—p.;
tumque AH=1, HF =L &t FG=\; dico ofcillationes
oniformes futuras effe fi pofita BH—1,GF=x fat
( (MM/A—+4+-MpiN)xx 4+ (mMIN4-mpIL—mMLA
—MM/A—MMLA+m p/A—Mu/A—MpLA) x
—mpIN~mMI\)x( (MIN+ wiIN)x—mLA-MIA
—~MLA=p/A—pwLA+4mIL )=mmp.l/ILL x.
[imulque fumatur pro quauis radice

M\ MMM\ A
DG = (- B a4~ — g~ =
’.’}-I_Q:)x—-lﬂ—-é.; '
ml ml KL L
Corollaria.

: 72. I Ponatur maffa corporis infimi u =0, di-
nidaturque aequatio fundamentalis fuperioris paragraphi -
.per faGorem alterum ceu radicem inutilem ; faor igi-
tur prior erit —o, hincque habebitur M Jxx - (m/—
mL—-MI/-ML)x—ml—o0, vel

—_ ML—mnl=ML-MI=v (4 mMI4=(ml—mL—M—ML)?)
X — 2 NI ’

Tom. V1. P No-
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Notandum autem eft, non differre bunc valorem ab
. illo quem dedimus in theoremate tertio , quamuis quan~
titates ab vtraque parte figno radicali inuolutae diuer-
fam habeant formam.

II. Si vero maffa corporis medii indicata per M
ponatur-—o, tunc, vt appareat confenfus inter theo-
rema tertium et fextum, erit in hoc pofteriori intel-
ligendmm per L —4-A et ., quod defignatum fhit in
altero per L et M, ipfaque linea DG in praecedente
paragrapho definita comparanda erit cum linea CF ad
theorema tertium pertinente. Ad haec qui animum
aduerterit, vtriusque theorematis aequationes easdem
effe reperiet inftiuto calculo.

III. Denique cum ponitur corpus fummum H in-
dicatyn per m—a, poteft in aequatione fundamentili
§. x1. vterque factor poni —o, et vtroque modo ob-
tinetur CF feu x— 1 +-{, prouti natura rei poftulat,
quia tunc lineae AH et HF, vt patet, debent in di-
retum iacere. Excurfio autem corporis infimi ex ae-
quatione dignofci non poteft, nifi id particulari methe-~
do fiat. Ita nec ofcillationes definixi immediate pof-
funt per theorema fextum, cum due corpora vmiuaty
cuancfcente alterutra longitudinum L vel A. \

IV. Fieri poteft in figura quarta, vt fit CF—o,
quo in cafu, quia durante tota ofcillatione diftantise
corporam a linea verticali eandem perpetuo inter f
rationem feruant, corpus medium F quiefeit , dum am-
bo religna hinc inde agitantur ; -atque tunc perfpicuum
eft, longitudirem penduli ifochroni fore =2, quia cor-
pus infinum veluti ex pun&to fixo C fufpenfum ofil-

‘ latur;
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Iatur; Ifte vero cafus, de quo loquimur, obtinetur po—

1L
nendo r=0, U = s

‘Theorema 7,

QVOD GENERALITER PENDVLVM TAVTO-
CHRONVM PRO TRIBVS GORPORIBVS
OSCILLANTIBVS DEFINIT.

13. Retentis denominationibus et aequationibus theo-
rematis Jesti dico ofcillationes fingulorum corporum ifochro-
nas fore cum ofcillationibus penduli fimplicis , cuius longitudo

mlL
oy ey —

Corollarium.

. 24 In cafu x—=0, quem modo alleganimus, fi¢
Jongitudo penduli ifochroni = s NEraTT=mM
quod conuenit cum Coroll. 4. Theorem. 6. Sipraeteres
ponatur L —/, fit longitudo penduli ifochroni feu A -
— sowi7n: Conuenit hoc cum problemate 1.
Pater meus in Comment. Acad. Petrop. Tom. I1I p. 15.
dedit: idque wnicnique manifeftum erit, qui confidera=
bit pondus P, quod ibi ab vna parte ehordae eft ap-
penfum, hic effe fummam ponderwm G et F autam
dimidio pondere H.

L4

Scholium Generale.

15. Poflum fimiles aequationes dare pro quatuor,
quinque et quot libuerit corporibus: femper autem ae-
-quatio ad tot affurgit dimenfiones quot funt corpora,

P2 et
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et ¢ft plerumque admodum prolixa: ammen quiz ae-
quatio finalis oritur ex pluribus aequationibus radicali-

" bus linearibus, lex apparet ex methodo qua vfus fum,
cuius auxilio ex tempore omniz determinari poflunt,

quae ad aequationem determinandam concurrunt.

- 'Theorema 8,
DE FIGVRA CATENAE . VNIFORMITER
OSCILLANTIS.

16, Sit catene AC oniformiter grauis et perfelte
flexilis Jufpenfa de punilo A, eaque ofcillatiomes facere
amiformes intelligatur . peruemerit .catena in fitum AMF,
fueritque longitudo catenae — 1. longitudo cuiuscunque par-
tis FM—x, fumaturque n eius valoris, ot fit

1%

__I 11 _ 15
t +4nn 4. 9u3+49|6n+ 4.9 16.25%, 1?"+'etc'—”

--Ponatwr porro diflantia extremi puniti ¥ ab linea vers-

cali =1, dico fore diftantiam puniti vbicunque affimti M
@b eadem linza vertwah aequalem

-—_. xx
E +&nn 4?‘ +4: 9. Gnt %9 l6 .,s—g—’—etc-

Scholium.
r'7. Per methodum, quam dedi in Comm. Acad.

" Petrop. Tom. V. de refolutiome aequationum fine fine progre

dientium , inuenitur breuifliimo calculo n= proxime 0y
691 /: Igitur fi fuerit v. gr. punGum M in medio ¢
tenae, illud diftabit a linea verticali praeterpropter dui-

. bus. qumtxs,, vel accuratius, trecentis nomagintx

partibus. millefimis. diftantiae: puncti infimi F ab: eadem
linea verticali. Habet auwem: littera: 7 infinitos valores
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Theorema o,

Y8. Seruatis pofitionibus theorematis offaui, dico
Tongitudinem penduli fimplicis ifochroni cum ofcillonte ca-
tena effe —n, Jeu fubtangenti CP curuae AF in infimo
puncto ¥ ; aut proxime acqualem [excentis nonaginta et
oni pam’bus millefimis Votius catenac in cafu [figurae
Jextae.

Corollarium.

19. Tardius igitur hoc modo ofcillatur catena,
quam baculus rigidus aequabilis craffitiei, eiusdem curme
catena flexili longitudinis : huius enim ofcilkationes ifo-
. chronae funt cum ofcillationibus pendali fimplicis , quod
i longjtudine duos baculi trientes habet.

Séholium I.

20. Poftquane plurimos globulos plumbeos aequa~
Ies ad diftantias minimas aequales filo comnexi, vt im
paragrapho fexto di@um, eo catemae¢ Ioco vius fum
ad experimentuny jnftituendum :. filumr itaque globis o-
geratum: ex puncto firmo fufpendi: deductaque ad la-
tus extremitite F, eaque rurfus dimiffa rationemr ob-
fermaui ,, oﬁ:ﬂlanombus iam - vniformibus factis, inter di~
ﬁantxas puncti extremi F et medii M a linea verticali
AC, camque rationem eandem deprehendi, quae pa-
ﬂgmpho decimo fepti'mo indicatur : numerunt quoque
ofcillationnnt conuenire obferuani cum longitudine' pep

duli figmplicis ifochroni, quae im: thcorcmaw nono €xe
-Riberur.

\

P3 Shiow
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‘Scholium 2.

. 21. Quia aequatio in theoremate octauo exhibi-
ta, nempe .

'— —l—q.m—q- 9 n3 +4— 9. l6n‘ 4.9 ltIS 2s. ws et ""'0
habet infinitas radices reales, ideoque catena infinitis
modis infle®i poteft, vt ofcillationes fiant wvniformes :
femper autem littera # minorem atque minorem va-
lorem affumit, ita vt tandem pene euanefcat, eftque
longitudo penduli fimplicis ifochroni conftanter —=,
feu fubtangenti CP: vnde etiam ofcillationes tandem
fient veluti infinite celeres. Cafus qui fingi poffunt
omnes hu¢ redcunt, primo, vt catena lineam vertica-
lem in alio puno non interfecet practer punétum fu-
fpenfionis, qui repraefentatur figura fexta et pro quo
comuenit longitudo penduli fimplicis ifochroni #—o,
691 /, vt vidimus in antecedentibus: vel vt catena li-
neam verticalem in vno infuper pun®o immobili fe-
cet, qualem figura feptima indicat, vbi praedi®um in-
terfetionis punétum eft B: in hoc cafa eft longitudo
penduli ifochroni #—o, 13/, et ofcillitiones namero
viginti tres fient, dum in cafu figurae fextae decem ab-
~ foluuntur: linea CB erit proxime —o, 19/: CN pun-

" o maximae excurfionis M conueniens —o, 47/:
“ipfaque MN praeterpropter —2FC. Poft hunc a-
fum fequitur ille, qui figura o&aua fiftitur: wvbi linca
verticalis in duobus pun&is fixis B et G a catena ol
cillante interfecatur: deinde cum tres fiunt interfe&io-
nes et fic porro. Arcus inter duo interfe&ionis pun-
& proxima incepti €o m.uores fant, quo "altius po-

fiti:

» 4 P - Trrweemes .
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fiti: In catena autem infinite quafi longa arcus
fummus non differt fenfibiliter a ‘figura chordae mu-
ficae tenfae, quia pondus iftius arcus veluti nullum
eft refpeitu ponderis cateme totius. Neque diffi~
cile efle theoriam chordarum muficarum ex theoria
ifta deducere, quae plane conuenit cum iflis, quas
Taylorus et Pater meus dederunt, primus in traifas.
Juwo de methido incrementorum, alter in Comment. Acad.
Sc. Petrop. Tom. III. Simules quoque interfeiones in
chordis muficis, quae in catenis vibratis effici poffe
experimentum docet, quod chartula chordae quibusdam

in locis impofita non decidat, cum chorda annexa vi-
bratur.

‘Theorema. 10.

' 22. Si catena AC e filo LA mn grauwi fupenfz g,
fuerit, ponaturque longitudo partis ad libitum afJumtae
¥M —x: diffantia fupremi pundi N a linea werticali
=8 ficque porro n fumatur eius valbris vt fit
(42) |, (4="I0) (34310 | (144-41%0) —_—

I— = 1t &aa 4.9.n8 .9.16n%" etc.—o,
dico in ofcillationibus vniformibus fore Vbique diftantiams
pmi M a linea wverticali aequalem., ,
'(l—$'+$:_:7:_+.:;’. vii—‘*-4..;‘| §we— €tc.) ‘3: (I"':T—l— -

4nn

‘ 4 9.n’+4.9.163‘—etc°) : ;

adeoque diftantiam 11):0:&: igimi F l{wumm effe aequalem
’ 6:(1‘%—‘_7{5;— .9n'+4-.9.|6n"—etc')°

Erit porro bngitudo penduli fimplicis ifochroni, vt antea
=n, fou in cafu fimpliciffimo proxime, —

21 11448 4 415241 § 361D+ 144 0A34-¢ T 6®
30404-91 2)M=115 2045 716A%

Corol-;
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Corollarium.

'23. Sit v. gr. longitudo fili eadem quae longitu«
do catenac, id eft, /=2, erit longitudo penduli fim-
plicis ifochroni feu # proxime —1, 56/: diftantiaeque
pun@orum extremorum F et N a linea verticali fe fe-
re habebunt vt 11 ad 1; plures tamen praeter hunc alii
cafiis fatisfacient fimiles illis, quos in paragrapho 21,
enumerauimus ; ita poft diGum cafum fequitur is, quo
fit n fere —1/; pun¢tumque C excurfiones contrarias
facit cum punto A atque triplo maiores.

‘Theorema II.

24. Pofitis omnibus vt in theoremate decimo, fi cas
tena in origine A pondere omerata fuerit tamto, quantum
ineft catemae parti longitudinis L, erunt ommia ot in e~
dem theoremate decimo, fi modo munc fiat :

(LAA4-LI4-1"4-1\) (4A4-154-27TI\)  (QULAA-LI34-144- 3 I%D)

1 ="an, . w4 9D
(16 I3-IA4=L1*4-15 -4 [4]) . —
T ey —e“.z.;_o' 11 A
Ff‘?;it v.gr. L=A=I, & fiet 1— 545~ 56+
8nr —€tc. =0, hincque babebitur proxime n—1, 37l
arculi autem a punitis catenae infimo et fupremo deforiphi
prum vt 100 ad 39. |

‘Theorema 12.
GENERALE PRO CATENIS VTCVNQVE IN-
 AEQVALITER CRASSIS ATQVE GRAVIBVS.
25. Fuerit demique catena vtcunque inaequalis firu-
Glurae ita ot pofito lomgitudine partis catenae FM—x,
, Vg
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Jit pondus eins £, intelligenao per ¥ gualesviungue fion

CHionem jpfius x: vockur porvo diffantia puncki M .ad li-
bitum affumti- a linea werticali =y dico curuaturam ¥
MN bhac a’gimrz acquatione, fumta A pro copftanse, 1i2

A% —=="2. buipque acquationi pofiquam i quolibet ca-.
Ju partwulam relte fatigfaltum fuerit , fore lmgztudmm'
Denduli fimplicis ifockromi —a. -

- Corollaria... - .. - -

26 L Inumms aeqmbxhs cirmifitici. quarom - pundns
iute.gmm =u; et E=T% pro his igier wilis inferuit,
aequatio jj'dx—-ij? eX "qua omnia’ deduci pommt
quae a paragrapho decimo fexto ad vigefimum tertiwm
dia funt. o

II. Fuerit pondus catenae integrae rurfus —x:
longitudo eius =/: fitque vbique £=7"; erunt diftan~
tiae pandorum F €t M 7' linea verticali Wy adfum-
mam huins féncx
""n""‘am s. 6n.3+3 (:ou‘ m -1- etc.
Eft autem n longitudo talis, vt

.!_ﬁ +3M 316u_5+3 61‘; ont ™ 3.6. .l: 15ns -}-etc.—o.
Qi conditioni proxime fatisfit, cum fumitur n=—3%/;
tantaque eft longitudo penduli ﬁmphcas ifochroni : erit
auem_ excurfio pun@i. infimi F._ fere tripla w
facit pan@tum medium M.

Scholium Generale.

27. In omnibus quas confideranimus ofcillationi-
bus diftantize fingulorum pun@orum a linea verticali,
Tom. V1. .' Q qui
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quafi infinite paruae cenfendae funt ratione longitudi-

nis fili corpora connectentis aut catenae, imo etiam
ratione arcuum catenae, de quibus in- paragrapho 21.
diximus, ita vt v. gr. in figura feptima etiam diftan-
tia FC ‘infinities minor effe debeat linea CB, ad quod
animus eft aduertendus in inftituendis experiments,
quamuis 2 magnitudine ofcillationum non facile error
admodum notabilis oriatur.

Si hacc pen'dula in . turbinem agantur, eandem

figuram induent, quam ipfis in ofcillationibus affigna-
uimus, et gyros fuos duplo abfoluent tempore, quo
ofillationes im eodem perficiunt plano.

FRO-
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PROBLEMATIS ISOPERIMETRICI

IN LATISSIMO SENSV ACCEPTI SOLVTIO
GENERALIS. '

AVCTORE
Leonb. Edlero..

§ 1.

Roblemau,rq\uﬁ curuas maximi minimine pro- Tabala VIN.

prietate pracditas requimint, et adhye a Geome-

. tris tractata funt, ad duas’ clafies comimode refe=
muntur. Quarum prima ‘omnia ea compleitur, quae
inter omnes prorfus curwas cam poftulant, qumac ma-
ximi vel minimi. ceiusdam hibeac proprictatem. Ad
altemm vero claflem ommia illa’ pertinent ppoblema-
ta, quae non ex omnibus, fed iis tantum cumis,
quae communi quadam gaudent affe@ione, maximi mi-
nimiue proprictatem habentem deucrminire iubent.
Comprehenduntut hae pofieriora omnia in famofo ifo-
perimetrico problemate latidri fenfu accepto, cuius fo~
lutionem Celeberrimi Geometrac Iacobus et Ioamnes
Bernoullii, Taylorus et Hermannus iam pridem dedermmt.
Quanquam enim hi Viri inter omnes tantum curuas eius~
dem longitudinis, eam, que maximi minimiué . pro~
prictatem habeat , quaefiverunt; tamen eorum metho-
di facile ad eas quoque quaeftiones extendi poflunt, quae
Quaefitarmn curnam ex omnibus alia communi  proprietate
praedinis requirunt. Vt fi ¢x omnibus curuis, quae cir-
ca axem conuerfae folida generant aequalia, ea inue~
nienda fit, quae folidum minimae fuperficiei p'odnmt.

Q2 §. 2

.




-

324 SOLKTIO CENERALIS

§ 2. Phioris generis. problemata duo potiffimuny
agjtata fint, ad definiendas curuas celerrimi defcenfus. et
minimae refiftentiae, quae vtique inter omnes prorfus
ennuas fiam proprietatem maximo five minimo poflideut
gradu. Pexfpicuura autem eft, quae ewrua inter ommes
minimam patiatur refiftentam, vel eelerrimum produ-
eat defcenfum, eandem hanc- praerogatiuam habere in-
ter omnes curuas eiusdem longitudinis, vel alia que-
. canque proprietate praedites.  Vieifim. rero non vake
comfequentia, Vt, quacimter omaes cars ¢iusdem lop
gitadinis eft bmchy(wdﬂ'ona eadem inter omnes omni-

po curmas talis fic; Iilius enim generis dantur innu-
merabiles, cum umm in hoc praeter ¢ycloidem nulla alie
fatisfaciat. ... Ex quo colligitur, priosem claffem eflé
quafi fpecxem pofterioris , hancque multo latius. paters
quam illam. ‘ -

4 3. Haec confiderans in. eamy fircidi cogitatienem,
an forte tertia ‘quaedamn -clafiiv exiftat, cuins fecunda
tantum effet aliqua fpecies? et hoc modo progredien-
do, an dentur: etiam: quarta ,, quinta, pluresque hoe er-
. dime fequentes huniusmodi clafles ¢ Atque reipfa ita fe
rem. habere dcprehcndl cognoui enim- ad has vlteri-
eres' clafles. pesueniri, fi cusuae ¢ae, €% quibus, quie
maximi minimiue proprictatern habeat, determinari de-
bet, pluses vna habueriut affe@Giones: wt fi intep onmes
¢uruas ewrsdern longitndinis et eandem compreliendentes
ATEAIN €. Téquratur,. quaeé Circa axer conuera maxi-
mum generet' folidum.  Aequatio autem, quam pro bac
emua adeptus fum, magis. erat generalis, quam fi cur~

’ uss
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ms tantum vel eiusdem lomgjtudinis, vel eiusdem cs~
pacitatis pofuifemn. Atque fine dubio aequatio magis
generalis proditura fuiffet, fi ad duas has proprictates
adhuc vnam pluresue fuperaddidifiem. Ex qaibus, quod
forte admodum paradoxum videbitur, intelligitur, que
magis euruarum propofitasum numerus reftringatur , ¢o
plures guacfito fatisfacientes . reperiri.

§. 4. Has igitur claffes in fequentibus quacftioni~
bus comiplectar maxime wniverfalibus. I Ex ommibus
provfis cursis eam determinare, quae propriciatem K
maximo vel minimo gradu contineat. II. Ex omnibus
curuis propriciate A aequaliter pracditis, -eam determi-~
nare , quae propristatem B maximo vel minimo gradu con
tineat. . HI1. Ex ommibus curuis et propristate A et pro<
prictate B aequaliter pracditis, eam determimare, quae
proprietatem C maximo minimoue gradu contineat. IV .Ex
omnibus curuis proprictatibus A et B et C fingulis aequa-
liter praeditis., eam determinare , quae proprictatem D ma-
Ximo minimoue gradu contineat. Simili modo quinta claf~
fis curuas quatuor proprietatibus praeditas contemplabi-
tur et ita porro fequentes.

§. 5. Harum quaeftionum probe- eft notanda pro-
prietas. ifta, quod proprietates curvarum datarum cum
ea, gum quaefita habere debet, poffint commutari.
Ita fecunda quaeftio , nam in prima haec commutatio lo-
cum habere nequit, congruit cum hac: Ex omnibus cur-
wis proprietate B pracditis . eam determinare , quae pro-
]mtatem A maximo minimoue gradu babeat.. Et tes~

Qs tia
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tia quaeftio tribus modis poteft commutari, prout curua
inuenienda vel proprietatem A vel B vel C in fum-
mo quodam gradu continere debeat, dum interim cur-
nae propofitac duas reliquas proprietates aequaliter pof-
fideant. Hoc autem ex modo foluendi apparet , cum ez
curua maximi vel minimi habeat proprietatem, quae

" eandem in fitu proximo retinet; id quod etiam in cur-

uas eadem proprietate gaudentes competit.

§. 6. Proprietas vero maximi vel minimi, quam

_curna in his problematibus quaefita habere debet, itt

intelligenda eft, ut nulla intra eosdem terminos detur
curwa, nifi ipfa quaefita, quae praefcriptas habeat affe-
&iones, 6t tam magno vel tam paruo gradu propo-
fitam proprietatem contineat. Ita cyclois hanc habet
naturam, vt nulla alia curua intra eosdem terminos da-
ri poffit, fuper qua corpus defcendens ab altero adal-
terum minori tempore perueniat. Et praeter catena-
riam per duo puncta transeuntem , nulla datus alia cur-
ua eiusdem longitudinis- et intra eadem duo pun&a con-
tenta, cuius centrum grauitatis in inferiore loco fit po-
ﬁtum. Affumi yero poflunt pro termiuis his duo quae-
'cunquac punéta, per quae curua quacfita tranfit. Sic-
que in circulo, qui' vt conftat, eft omnium figurarum
«capaciffima, aﬂ‘umtls duobus qmbuscunquc pun&is AB, .
‘non poteft inueniri inter ea.pun@a alia curua eiusdem
longitudinis, quae maiorem fetorem quam ABC, com-

- prehendat.

§. 7. Ad problemata primae claffis foluenda fufficit

duo curuze elementa contigua conﬁdemre, quemadmo-
dum
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dnm ex folutionibys, quae paffim inueniuntur, lineae
brachyftohronae, et folidi minimae refiftentiae apparet.
Secundae vero claffis problemata refolui non poffunt nifi
tria elementa curuae in computum decantur.  Ex hisque
collegi ad folutionem problematum ad tertiam claffem
pertinentium quatuor opus effe curuae elementis. At~
que ita porro pro quarta clafle quinque elementa, pro
quinta autem fex requiruntur et fic deinceps. Ex quo
intelligitur folutionem problematum continuo euadere
difficiliorem, quo magis iuxca has claffes progrediaris.
Difficultas quidem in prolixitate calculi tantum confiftit,
qui eo_ fit operofior, quo plura elementa curuae de-~
bent confiderari. Vehementer is autem poterit abbre-
uiari i debita compendia adhibeantur.

§. 8. Quo autem facilius intelligatur, qua meto-
do in fingulis claffibus vti conueniat, iis etiam quas hic
non attingam, plurimum iuuabit duas priores etiam clas~
fes percurrere. Quanquam hae vero iam fatis funt tra~
@utse, vt vix quicquam noui in iis detegi poflfe vi-
deatur ; tames eas methodo paulisper diuerfa et multo
latius patente fum perfecuturus, quae ad fequentes etiam
clafies magis eft accommodata. Praeterea quoque haec
inde nafcetur vtilitas, quod quaelibet proprietas, quam
curua quaefita habere debet, in prima et fecunda clafie
ad calculum perdu@a, in reliquisetiam fi parum immu-~
tetwr, poffit infernire: Multo autem maiore labore opus
effet hunc calculum in fequentibus demum claffibus de

800 pesficere. '

| ‘5.
o
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§. 9. Oporteat igitur primum iater omnes prorfiy
curuzs detemminare eam 0«4, quae datam proprietatem
maximo vel minimo gradu contineat. Ad hoc prac-
ftandum fumatwr pro lubitu axis OA, ad quem curus

' quaefita referatur. Accipiantur buius elementa AB,

BC aequalia, hifque refpondeant in cuma ipfa duo ele-
menta @b et bc, quac in applicatis pracbeant elements
&M, et ¢ N. Vocetur arcus 0a, s ; abfciffa O A, x; appli-
cata Az, y. Ermmt AB=BC—=dx, 6M=4dy, e
ab— ds, Atquc porro ¢<N=— dy ~+ ddy et bc=
ds + dds. Deindc manifeftum eft, quam maximi
minimiue proprietatem habeat tota curua o<, eandem
habere d:bere quimuis eius partem; ergo etiam duo
clementa 26 et H¢. Quamobrem non duci peterunt
alia duo clementa vt 4@ et 3¢, inter terminos 2 ete,
quae contincant praefcriptam proprietatem maiore vel
minore gradi. Cum vero maximi et minimi propri-
etas in hoc confiftat, vt omnibus in fimm proximam
translatis, proprietas praefcripta flatom fuum tamen re-

- tineat; confiderari debebunt due elementa proxima 4f

et 3¢ intra eosdem terminos « et ¢, contenta. In
haec igitur praefcripia proprietas. aeque competere de-
bebit, ac in priora @b et be. EX quo pofitio ele-
mentorum’ 44 et b¢ hincque ipfa curua quaefita o4 in-
notefcet,

§ x0. In hoc autem fitu proximo a5 transitin

#8, bc in B¢; et Mb in M€, ac ¢N in ¢N-»E
Crefcit igitur elementum @5 particula Em, elementum
¥er0 be decrefit particula pw,  Similiter 4M augetur
| . part
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particula 53, et ¢N minuitur particula 5B3. Priores
vero particulae 3m et 4n poflunt etiam ad 4@ redu-
<i per fimilitudinem triangulorum @Bbm, baM et B4,
¢5N, ex qua reperitur 3m—"2¥ e pn—=2 i
th ergo proximo migrat ¢4 in ab—}—'—’%?', be in be
— N2 4M in bM 4B ; et ¢N in ¢N—483, ab-
foiffaic vero elementa AB et BC interim manent in~
uariata. Deinde etiam ipfa applicata Bé crefcit ele=
mento 53, et arcus 0ab particula 8m, i. €. b 2, Quge,
quatiquam faepiffime negligi poflunt, tamen in genere
retineri debent.

~

§. x1. Cam autem pracfcripta proprietas, quam
curna 02 maximo vel minimo gradu continere debet,
tanta debeat reperiri” in elementis @4, ¢, quanta in
proximis «f, 3¢; in vtroque cafi eam proprictatcm
ad calculum reuocare conueniet, et exprefliones reful-
tantes a fe inuicemn fubtrahere; id enim, quod reftat
aequale erit ponendum nihilo. Singuli vero huius re-
fidui termini vel affeti erunt particula 43, vel @m
et bn; quae autem, quia ad 4@ reduci poffunt, to-
tum refiduam erit per 4@ diuifibile, quo facto prodibit
aequatio , in qua nuMa prorfus quantitas a puncto @ pen-
dens reperietur, fed tota ex x,y et s cum conftanti-
bus conftabit. Ex hac igitur natura curuae quaefitae
determinabitur.

§. 12. Ponamus caruam oz eam habere debere
proprietatem, vt in ea fa"ds minorem habeat valo-
T, V1. R rem,
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rem., quam in alia quaecunque linea per pun&ta o et
« transeunte.. Hanc eandem igitur proprietatem habe-
bunt elementa @b, bc. Quare OA®.ab—~ OB" &
debebit etiam effe minimunr vel aequale huic quanti-
tati QA% ¢33+ OB".@¢.. His a fe innicem fubtradtis
reftabit haec aequatio O A™. Bm—ODB".4n, vel low

3 m et bn valoribus inuentis fubftitutis ,, haec 04 ’;’}M’
=OB". ¢N. b_g,' fiue O A* szO B~ cN'. Quae

be ab be

aequatio ita ef comparata, vt pofterius membrum fit
ipfum prius differentiali fuo aucum:. Propterea dife-

. .. OA~H(M . _ . . .
rentiale huius. — g et =0, ideogqne’ ipfa haec
quantitas aequalis- erit' quantitati’ conftanti,, quae fit 4"
In fymbolis igitar fequens. habebitur- aequatio x*dy=
a"ds, ex qua curua quaefita cognofcitur. Perfpicitur
ex his fimul, fi talis requiratur curua,, vt [Pds, vbi
P fun®onem quamcunque ipfius & defignat,, in ea fit
minimum , prodituram: efle. aequationem: hanc Pdy=
Ads,, pofitor A pro- cenftanti homogenea: ipfi P.. At
fi P fuerit functio ipfius y, permutatis. coordinatis x' etfy
prodibit aequatic Pda— A ds.

. 13 Sirequiratar vt in curux quaefita fit femper
Ja™y"ds maximmum vel minimum,erit OA™, A4™ @b+ OB"
Bi*.br— OA™. Aa™. aB~+OB™ B@".3o= OA™ Ad".af+
OB™. BE™ " 4@. B¢. - OB™ BE— . Bb. B¢, pofito B
b3 loco BB. Ex qua aequatione oritm(') I;ff
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OB™. B/r.cN.s3 OA™ A"OM.53 m
= n. o B™. .

be ab
B be. b3—n. QA™. AZ"'.ab bB3. Prior autem
;pars wbique per 5@ diuifa, exprimit differentiale hu-

OA™, j;“.bM‘ Qllal‘é fymbOHS fub- _

.. L . x™ _y" [y -
titutis, prodibit ifta aequatio d. —~Z=nx™. g ' ds,

ilus  quantitatis

quae fumendo ibi re ipfa diﬁ'e.rentmle, et pro dds po-
mendo valorem -"’—;’,ﬂ, abit in hanc ﬂ:—fa‘i—“iz —+ mydy
-—nxdx=9. Reduci haec quidem ad differentialem
-aequationem primi gradus poteft; fed ea fit ita com-
plicata, vt, an feparan poflit, non appareat.  Si fa™
Stds debeat effe maximum vel minimum, reperitur

a’m nd‘},—

haec .aequatio 4. —=nx"s"'dy, quae porra

mutatur in iftam xdxddy+mds*dy—o. Ex quo
apparet exponentem 7 ex calculo .cuanefcere, ita vt
.adem prodeat curua, ac i requireretur fa™d4's pro ma-
Ximo; ea vero integrando reducitur :ad hanc a™dy =
a™ds, vt iam fupra eft inuentum.

§. 14. Oporteat inuenire curnam, in qua fit f
ds™dy*

R maximum vel minimum. Hic ftatim appa-

ret, quia dx ponitur conftans, id tantum effici debe-
re vt fds™dy" fit minimum vel maximum. Propterea
erit ap™ HM*+- 5" cN"=a 3™ (3 M"5=8c™ (¢N
—b@)*. Hinc refultat ifta aequatio n25™.sM"~* +-m.
- R 2 . ab
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a2 oM™ = b ™ e N - b2 L o NPT
ex qua iterum conclwditur nab™. b M~ - m.ab™*
bM™+' debere efle conftans. Quamobrem pro cur-
ua quaefita haec inuenietur aequatio nds™d™ "' —-m
ds™2dy*+' —adx™+"', quae feraper eft pro li-
nea rea. Si vero pro maximo minimoue haec quar-
Jakdsmdy?

d‘,'m-l-n-—; ?
quatio #x*ds™dy*—! - mxkd "2 dytt —ghdym-

titas data fuiffet,

tum prodiiffet ifta: ae-

Atque generatim fi proponeretur ifta quannmsf ds"dy

dxm+1—!

curua quaefita fequenti determinabitur aequatione #P4s"
"' +mPdsm2dy" ' = Ada™ ;) vhi P ode-
notat fun&tionem ipfinis x quamcunque. Si’ denique
id, quod maximum vel minimwn effe debet, habue-
tit hanc formam 5fxds, reperietur eodem modo , fci-
licet elementis @5 et b¢ ita conftituendis ve dfftds
—-sxds) fit maximum vel minimum, haec aequatio,
sds’dy—+dxddy(sa—-fxds)=o.

§. 15. His autem primariis cafibus primae claffs
expofitis, pergo ad fecundam, in qua non ex omnitus
prorfus. euruis, fed iis folum quat communem quandsm
habent propnemtem determinari debet curua , ¢uae roa-
ximi vel minimi quandam habeat propnetatem Quaeri
igitur oporteat curuam 04, quae. inter -omnes curuzs
affectionem quandam A aequaliter continentes, habet
aliam quandam psoprietatem ‘B in maximo vel mini-
mo gradu. Ad hoc problema foluendum. tria neceg:
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eft confiderire elementa curuae quaefitae. Hancobrem in
axe pro lubitu afflumto OA accipiantur tria elementa
A B, BC, CD, quae fint inter fe aequalia,hisque refpon-
deant in curna tria elementa @b, b¢, et ¢d. Ducan-
wr porro, \tante, applicame Az ,B4,Cc,Dd, axique
parallelae @M ,-6N, ¢P. Dicis ergo OA,x; Aa,y,
etoa,s: erit AB=bC=CD=dx:6M—=dy, et ab
= ds, porroque ek N—=dy-+ ddy;, be —ds—dds; at~
due dP —=dy—+-2ddy -+—'d3] et cd—d s~ 2dds—-d3s.

§. 16. Deinde ducantnr alius cuiusdam curuae per
puniti « et 4 transeuntis , elementa 23, 3y, et v d, ad
eadem axis elementa relata.  Haec autem ita debent effe
comparata, vt proprietatem A aeque contineant ac priora
ab, be, et ¢cd; aliae enim hic curuae non confiderantur ,
nifi in quas proprietas A aequaliter competat. At ni-
hilominus haec elementa infinitis modis infle&i poffunt,
quia a pofitione duerum punctorum (3 et ¢y pendent.
QJuocirca altera proprietas B adhuc in computum duct
poteft; quod, fi duo tantum elementa vt in anteceden-
te cafu affuamea fuifflent, fieri non potuiflet. At ex natura
maximerum et minimorum elementa 43,37y, yd pro-
prietatem B aeque complecti debent; ac illa a4, b¢,
¢d, ex quo intelligitur curuam quaefitamn o« prodire ,
fe hac duae elementorum triades ita affumantur, vt
viramque proprictatem A et B aequali gradu compre-
hendant; in hocque fimul ratio commutationis propri-
etatum - A et B, cuius mentio iam eft facta, confiftit.

§ 17. Quando autem elementa ab, bc, ¢d in
R 3 fitum

Fig 3
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fium proximum a@, By ,yd transferuntur , angetns
ab particula B, b¢ minuitur fumma particularum g
—¢y, et cd iterum augemur particula ¢ #.  Similicer
bM crefcit particula 53, et ¢N decrefcit fumma 548
-]-—-{,"y , atque , dP crefcit particula cv. Poffunt vero

illa etiam accrementa et decrementa reduci ad 63 et ¢y

per fimilia triangula, fit enim Bm— b":bl 4 y b= c:cbp:

P.
€y — Nbcw et 'Y”——-d.cac-y . Propter duas autem pro-

prietates A et B propofitas, quae communes effe de-
bent vtrique elementorum triadi, prodibnnt duae aequa-
_tiones, quarum finguli termini affedti erunt vel parti-
cula 43 vel ¢yy. His igitur eliminatis elicitur aequa-
tio, in qua nullae amplius infunt quantitates a pundis
B et v pendentes, feu fymbolis introdudis, tota con-
flabic ex x,y,s et conftantibus. Ex qua proptera
curua quaefita cognofcitur,

4. 18. Duae wero filae acquationes, .quac ex cop-
fideratione duarum propofitarum proprietatum A et B
oriuntur, huiusmodi hapebunt formam P. bp Q.cy
—o et R bB3—S.cy—o, in quibus quantitates Q et
S plerymque ita funt comparatae, vt fit Q=P 4P
et SR —+-4R. Si vero huiusmodi formam non h-
buerint, ‘poterunt femper multiplicando vel diuidendo
aequationes ad talem reduci. Hoc fi faGum erit, dico
fore femper P—-4~«2R =0, vbi pro 2 quantitas conftans
quaecunque accipi poteft. Nam expulfis 403 et ¢y ori-
tur ifta aequatio QR =PS, quae fubftitutis P— 4P
et R—+4R loco Q et S, abit in hanc RAP—=P4R

(3 ¢
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€ qua integrata prouenit’ P—-2R —o. Haec aequatio’
Boc.‘modo producta erit. pro ipfa- curua quaefita; quare
f& illac acquationes ex proprietatibus- propofitis deductae

praefcripto modo inflituantur,. in promtu erit in quouis

cafu: aequationemy curuse’ quaefitae: exhibere.

§.. 19. Sufficiet igitur pro fingulis proprietatibus’,

quae- proponi poffunt, aequationes di¢to modo ador-

naffe v¢ habeant formam P. 63— (P—4-dP).cy—o.
Huiusmodi enim' duabus coniunctis obtinetur aequatio
pro: curua quaefita ;, dummodo eae’ aequationes ex pro-
prietite,. quae omhiunt curuarum' ex. quibus quaefita
determinandat eft, commuris: effe debet,.et ex ea ,. quam
quaefita’ maximo’ gradu contirere débet, eliciantur.. Pro-
pofita’ ergo® fit. primo* quantitas [y™dx,. quae’ vel com~
munis' effe debeat’ curuarum’ datarum ', vel maxima mi~
nimaue’ in'quaefita : vtrumque enim eodem redit. Hanc
ob rent ob dx conftans, debebit efle Ag"+4-Bo—~
C*=Aa"+ Bs + C~",. vnde prodit ifta aequatio
BE*—".53-Cy™". ¢y=0, quae praefcriptant. iam habet

proprietatem. Atque i fymbolis quantitas ipfi' P refpon-"

dens eft y»—".. Si pofitum: fuiffet fx"dy prodiiffet A
refpondens: quantitati P Et ext affumea: quantitate ST dx,,
defigmnte’ T fin&ionenr quamcunque. ipfius y, inue-
nietur pro’ litters P haec fractio . Simili modo pro—
diifet 33 ex fTdy, fi T fierit fun&io ipfius x.

¢ 20. Exprimat fa"ds proprietatern',, quue ity
elementis ab, bc, cd, et a3, By, y & aequaliter in-
eflc debeat; erit OA™ ab—+OB™ e+ OC" cd=
. OA™®

|

: |

| |
|
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OA* 48 +OB. gy +OC" yd - Eft autem

b b . .
aﬁ—ab:bf'.‘-zfg, bc-—ﬁ'v‘—:ﬂ‘b‘cﬁ—i—"if”, et yd—cd

o
=&, quare ifta prodit aequatio OA".-"%‘I,Q@ —QF ;f"'bp
_ OB".ZN.L'V 4 oC. ddP'cY:o. Haec jamn ha-

¢ ¢ ‘

bet requifitam proprietatem, eft enim factor in 4 (3 du-
&us cum fuo differentiali, acqualis fadtori per quem
—c¢ry eft multiplicatum. In hoc igitur cafu et P—=
OA™/M OB .¢N
ab be

fymbolis eft d. x%? . Simili modo fi propofitum fuiffet

, fiue huius negativo, quod in

S Xds et X denotat funétionem quamcunque ipfius x, reper-
tum fuiffet pro P, d. Xdx At fi proponatur [y"ds, tum re~

perietwr pro P, d.ydltf}’

——ny"‘—ids. Atque ex hoc

porro perfpicitur ex quantitaite [Yds, defignante Y

fun&ionem quamcunque ipfius y, repertum iri pro P

. Yd “dYd
hanc quantitatem d. 52—

§. 21. His attente infpiciendis poterimus, quac
quantitas ipfi P refpondens proditura fit, definire, fi
generaliores formulae accipiantur. 'Vt propofita fit for-
mula fTdx, vbi T denotet functionem quamcungne
ipfarum & et y, fitque dT —=—+ Mdy—+ Ndx, inue-
nitur P—-~ Mdx. Atque propofita formula fT 4y ma-
nente T vt ante, erit P——Ndx. Denique fi pro-
pofita fuerit formula fT ds, reperietur P— + M ds—d.
Jly Mz _Nexy 149 Dedi hic hos valores,
‘ prout

P
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prout cdlculo immediate inuénuntur, fi proprietas prae-
dcripta ad elementa @b, be, ¢d, accommodata fubtra-
batur ab eadem ad elementa 23, 87, y 4 accommo-
data ; neque figna mutaui, neque per quantitates conftan-
tes vel multiplicaui vel diuifi. Ex hoc non parua
safcitur vtilitas ifta, quod valor jpfius P -etiam inue-
giri queat, fi formula praefcripta habeat valorem com-
pofitum, »t fTds-1-ftdy. Si enim fuerit de—=mdy
~ndx, mapente 4T vt ante, erit P fumma <o-
tum, quae pro quolibet membro feorfim inueniuntur,
ilicet P="5=—25%2 _Td. £ —ndx.

5. 22. Hi fint cdfus, ‘qimdo in formla propo-
fita quantitas T, quae vel in dx vel . dy vel ds eft
du@a , eft fin@io quaecunque ipfarum x et y. Inhisque,

" vti conftar, flatim ad aequationem peruenitur, “quae
- formam habet P.48—(P—+44dP)cy. At fi etiam s
in T contineatur, non peruenitur ad huiusmodi aequa-
tionem, fed ea demum ad talem debet reduci. 'Vt fit
propofita haec formula fs*4x eportebit effe ob dx con-
fans, 04—+ 0P —+o0r—0a*—4-of"+-o07", feu o

+°‘“""°'g"+o'y Eft vero 08 — 0b —+Cm—ob

5 et oy—0c+Bm—Bp—cy — oo+ Bt —

eN. bG ¢N. ey _ nob ' .5M. 50
e - " Ir Ergo oB*—oft—= =3

]
et.0?{,,__“,,_mn"““bM 58 _ noc“' ¢N. 48

ab be
2
"”'—h:cN'cy. Quorum refiduorum fimma, cum

Tm. V1. - 5 debeat
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debeat euanefcere erit (05 "+oc”"‘")ﬁ—1;-i - W:;‘E
bé.:ochf‘i&fx.. Ponatur. % =¢,. erit %?::f

4-dq, et pro ob pofito s,. erit o¢=—s—ds,, hiabebi~
turque ( 2" "q¢ - m—x)s"—2gds— """ (¢-+dg)—(n-1)
st=2gds)b8=(s"* g+ """ dj - (n—1)s*2qds):
(vs; Ex qua formatur ifta. aequatio- P. 48—=P.cyp
QB Deler igjtur effe PSRN 10
=P~ dP,, vt: prodeat: requifitus. valor ipfins- P.. Fiet:
autem. ex. ifta. aequatione: 2P sdg-+ (n—x) Pgds=
—t 1,2
s¢dP.. Hyjysque integrale s"—'¢>=P, few.P :“:‘f :
Si: prop_oﬁiax fuiffét. Haec formula' f'S dx . vbi'S denotat:
fiintionem: quamcunque: ipfius- 5,, prodiiffet. P:%
Et: huic: formulae: fSXdx: refpondet: valor: P—=
TdsH  Atque genératim fi fuerit T. fan&io quaecunque:
iplarum s,y et'x; erit pofito: dT. — Pds—+4- M dy -
Ndw,, P=edi(Lg+M),, fripto. g loco 3%

§:. 28 Propofitus: nunc: fit: hic: cafijs,, quo> fTd&
(vbi' T vtante eft fun@io quaecunque ipfarum x, y et 4,
et: dT=Lds—+-Mdy—+-Ndx) in; duabus. curuis
proximis. debeat. effé- idem:. Erit ergo.T. 2+ (T4
dT)be—- (T4 24T ~+4»ddT).cd=T.a8~- (T-+41)
€y - (T4 2dT~+-ddT)yd. At différentialia T
et. 4dT iny vtroque membro: non' fiint- aequalia, fed
differunt: pro> punétis: € et .. Ponantur- autem primo;
asqualia: erit: refiduum fi: illud. membrum. ab. hocmfﬁ'
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trahatur —48.4. Tg+-¢cyd(T-+4T)(¢-+dq); po-
fito g loco ‘. Pogantur iam a8, €y ety d i aequa~
lia ipfis @b, bc, et <d, et quaeratur differentia, quae’
.eX ¥aria fignificatione 4T .et 44T oritur. Eft wcro
ipfius L.ds, tranfitu facto :ab -elementis @b, bc, &
ad -elementa ¢f3, By, yd, incrementum L.@3m—Ly.
43, 1pfius Mdy vero MéB.Ndx non mutatur, -.Si-
mi .mddo ipfius 2L ds~-d. L ds incrementumeeft (L
L) (Bm—bp—cy)=(L+4-dL)(—dq. b3—(g
—t+'q)cy ) et ipfius 2Mdy —+-4. M dy incrementum eft
—(l—+-dM)cry. His fmgulis incrementis per b¢ et
#d roedtiue .multiplicatis, «cum :ante inuento refiduo
in V02, fuymmam conie&is., et —o pofitis, predibit ifta
aequativp(—d. Ty —+ Lgds+Mds—Ldsdq)+ey
(3T 4T (g+dq)—Lqds—Lgdds—gdL ds—
Mds—NMds—dMds)=o. Affumo shicautem br pro
s etd pr ds—dds, quia @b non occurrit.Si haec aequa-
1i0 Cus Pp8— (P4 4P)cy—o conferatur, reperic-

. Lds*d .
tur P RET=Nae gy TEH (M NdxdyTdsdg)  p

« fignific numerum, cuius logarithmus eft 1.” Simi-
liter, fi -mula propofita_fuerit JTdy, reperietur P
< — —f fd-’-’gg ids (Ldx?4-Ndxds : . —
= “Ndeds (LE2 A TE2T).  Hic fi fuerit N =@

. 14
erit P— 5

‘§. 24 nfideremus adhuc hanc vnicam formu-
Tam fXdsMggt—m=" in qua X fun@ionem tan-
gum ipfius ¥ jotat. - Negleo igitur dx vt conftan~
e, it Xoap M- (X 44X . 6¢™ e N+ (X4

S 2 . 2dX
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2@X +4-ddX)cd®.dP* =X .a8® M - (X +-dX) By ™ (N
—b8—y)+(X+2dX 4-dd X )y d™(dP+-cy .Cu-
ius aequationis. illa parte ab hac fubtra®a reflabit —48
d. X (mab*2.5M™*" -n.ab™.bM™" ) 4-cpd. (X%
- dX)( mb™2 . e N+ - n.5c™ ¢N*") —0.Quac
aequatio cum iam habeat formam huius P.6&—(P—+-
dP)cy—0,. etit P=—d. X (mds™ > dy™*" —-n.ds
dy*— )=—d. Xd™2dy— (mdy*—-nds®). &
mili modo fi- propofita. fuiffet haec formula [T ds®/*
dx'—™*, in gua: T fuerit fun®io quaceunque ipfam
x et v, ita wt fit dT=Mdy—-Ndx,. prodifura it
fet haec acquatio- P—Mds™dy*—d. Tds™2dy> (m»
dy? +nds?). Atque generaliffime,. fi in [T/ 4
 dxt—= fuerit T funtio quaecunque ipfaram 7 €t Sy
atque propterea. dT =L ds— Mdy—+ Ndw et P=
Lds™dy*dq
¢’ Md™dy*+-Lgds™dy*~d. Tds™2 dy"—(md*—44ds5*)
(M ds™dy*—+-L gds™dy*—d. Tds™2dy*—" md)* ~1ds*)
Haecque eft formula- generaliima omnes priov in fe
cample&ens. : ‘

. §. 25. Hae formulae inuentue fou vals 1pfius
. P refpondentes omnibus, quae proponi pofiiyPropries
tatibus, voum tantum fignum fummatoriupinuoluen-
tibus, quo clarius in confpeQum cadant, A facilius
ad cafus quosuis poffiat accommodari., colf €25 et in
fequentem tabulam dispofui. ;

T . i Pro-
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7 es ktterae P

Wﬁ? (g=%, et ddv=0) Vd::@mdmm. .
1. fTdx, dT=Mdy - - P—=Mdx

IT. fTdy,dT=Ndx -~ - P=Ndx.

L. fTds,dT =Ndx - P—d. Ty

IV. [Tds,dT=Mdy - - P=d.Tq—Mds

V. fTdr, dT=Md+-Ndxr - P=Mdx

VI. fTdy,dT=Mdy+Ndx - P—=Ndx.

VIIL. fTds, dT—=Mdy-+Ndx - P==d. T¢g—Mdys

VIIL ST dx, dT=Lds+Ndr -P=L 4.

¥X. fTdy,dT =Lds—+Mdy ~ P—=Ldx?:ds?

[149_

X.JTdx,dT=Lds++Mdy+Név.P—=ct+%(Lg+ M)
fl.dsdy T ds

XI/Tdy,dT =Lds-+Mdy+Nar,) p=c tairim (f"""" 2)

‘J‘ Lds%d S
XII.fTds,d T—Lds-+-Mdy+Ndx,P = dx?—Ndedy—T N J—Tdm)
XIIL fd Td5dy® AT=Ndx - P=d. Td"™2d"" (mdy*~-nds2)

J' .

Me-n— 1

L

XV o 20 1454 IT—Mdy-+ Ndx P=d. Td™ 28" 1yt nds?)-Mas*gys

a™d
XV fd_x.f__f." ,dT =Ldsi~Mdy—+Ndx, P= |

Lds"dy*dq
;/ Ly M) dP—~d.Tdr—dy (mdy*+nds?) (Lg~+ Mydsmip~
& Fd™2 dy*—' (mdy? - nds®)).

§. 26. Ope huius tabulze nunc perﬁteife erit pro~
blemata tum primae tum fecundae claffis refolaere. Quod
quidem ad primam attinet,, in qu& quaeritur esrua , quac

) S 3 Oomni-
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omnium maximum velminimum habeat valorem propsie.
tatis propofitae A ; .ad hanc inueniendam fequens habetwr
regula: Quaeratur proprietates A in tabula, et fundions
T ad eam accomodata, accipiatur valor ipfius P re.
{pondens, isque -ponatur —o, quae aequatio erit pro
curua quaefita. "Vt fi quaerenda fit curua brachyftochrons
debebit tempus defcenfus, quod per f f},{ £exXprimitur,
effe minimum. Continetur autem haec formula in ter-
tia, fitque T=y; cui refpondet P—d. L, "qui w-

dor ¢nm debeat efle —o .erit ;L =—conft. feu dyVa=
AdsVx, et ads® —adx®*—xds®. Fitigitnr d;_::::

et s=C—2Va(a—x), ex qua intelligitur , curuam
quaefitam effe cycloidem. Ad inueniendam curuam o¢

.quae circa axem Op ipfi 1A normalem rotata, geners
- folidum , quod in flnido fecundum huius axis dueﬁxo-

nem motum patiatur minimam refiffentiam debebit j 7
effe minimum, continetur hoc in formula XIII, wi
effe debet T::.a,m_—z n—o, Hinc fit P= d—
82 —p, Ergo xdx3dy—ads*, ex qua curm g
nerans folidum minimae refiftentiae determinatur,

§. 27. Ad fecundae claflis problemata foluendt
fequens inferuiet regula. .Si ex omnibus .curuis pro-
prietate A aequaliter praeditis ea debeat inueniri, que
proprietatem B maximo minimouve gradu .continat',
quaerantur proprietates A ct B in tabula et fumantu
valores ipfius P refpondentes,eorumque per quasuis quan~
titates conftantes multiplicatorum famma ponatar -
quabs mhxlo 5 quo facto aequatio proueniens .exprimet

natwe-
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mtoram curuae quaefitae;  Hanc' regulany nonnullis exe-
emplis illuffrare iuuabit. Quaeratus curua 0z, quae in--
ter omnes: eiusdenr longjandinis: maximanr comprehen-
dat aream; erit A —s—[ds. et B= fydx. Illi an~-
eem ex formmia. III. refpondet P—d4q: huicque ex
prima P—dx.. Quamobrem haec aequatio» edg—dx’
erit’ pro- curua’ quaefita.. Ex illa vero prodit hiaec g,
=2 —x for dy — 75251 i. €. 9T+ ¥T=4%. Qume’
eft. aequatio- ad circulum. Requiratur nunc curua 64,
quae inter. omnes. alias. eiusdem longitudinis, i circa. -
axem Oo conuertatur, producat maximum folidum.
Erit ergo A—Jds et B—=/x*dy: quare pro A .erit
R—dq, et pro B erit P—2xdx. Ex quibus iuxtat
segulam, fit@*dg—2zxdx.. Quae integrata dat.e?dy
—=x2ds~+ b2ds ,. qua natura curuae elafticae expriiniturs.
Thuenienda. fit porro' cunm: 04,. quae- circumm axem: O o
rotata’ inter omnes. alias aequalia folida> producentes ge--
merct minimant fuperficiem,, Eritergo A=—fxxdy et:
B—/xds. llli igiur ex Tabula: respondet. P—2xd
xy bpic vero- P—d.xq.. Hinc nafcitur gequatio 2xdx:
—ad.xq tewx?457 =52 Quaereducittrad hanc:
dy= vE A M. Haeo eff ad! dirulinr £ 6=0,,
et: ad! - catenariam: fi: fiat: ¢ infinitum,, et bb=
;. Qpaeratur: etiame curua® 04, qme’ inter' omaes:
ciisdeny longitudinis; habeat™ centrum: fuum: gra--
uitatis ab axe O'0 maxiine remotum.. Erit ergo: A==:
Jds: et B="2.. Quia autem' s in omnibus curuis po=-
nitur. ejissdem: quantitatis,. poterit. pro- B accipi’ fxds..
Sit: igitur- pro> A,, P=dgq et pro B,P=d.xq.. Vo=
& lnec: oritur: aequatio: ¢dg— d:xq;kuwg:x%;—b_;
a ’

|
1

>




wte - SOLVTIO GENERALIS

Scribatur & loco x—a, habebitur x¢g—b fea xdy—
bds, quae eft aequatio pro cateparia.

§. 28. Hic non poffum, quin annotem, nifi 5 fif-
et in omnibus curuis eiusdem longitdinis et propteres
in B reiici potuiffet, problema ex formulis refolui

. oy . Jxds . ..
non potuifie, quia huiusmodi forma °5= ia iis non re-
peritur. Poteft: quidem ad propiorem reduci fiunendo
differentiali iterumque praeponendo figno fummatorio,
vt tota quantitas fignum J habeat pracfixum, fisque
boc modo B—/*%¥%: Verum quia haec quantitas 55
in T, quippe quae littera femper quantitatem integn-
tam denotat, non comprehenditur, nihil iwnat ad ho
tabula. Nam quoniam in T non inefle pofifunc dif-
ferentialia, facile intelligitur meque integralia inede pof
fe. Hanc ob rem pro huiusmodi cafibus formulae eruat

etiam erucndae, Inueni autem, fi haec [(s*fsdx)d
. : [ radsdz—ndsiqjsin
fuerit propofita, fore P—¢’/ "Sadassdgjdx (M- g4
- s*dgfsdx). Quae in cafu propofito, quo eft x=
fs_g dsdx4-2dsdq fsix

—2, dat P—¢’ sdeisdqfids T (Mdasidgfids) Haecd
problema poftremum (oluendum debet aequalis poni 244.
Sumtis igitur logarithmis tumque differentialibus, pro~
alie 4=l il sl

abit in hanc "Y' —2ssdgdx, haecque per ssdx
divifa in gddg—2dq?. Integrando ex hac oritur ¢

dx——adq, atque iterum x=2=%¢ few xdy=

=5 =i
ads, quac eft pro catenaria Vt‘qante.’ ’. .

§. 29. Quo autem generaliores. huiusmodi formu-
. las confequamur, fit haec propofita S TdxfVdy, In

q
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qua T et V denotant fun&iones quascunque i ' x
y et s, ita vt fit IT=Lds+Mdy—+ Ndx et dV

—Gds+Hdy+Kdx. Ex hac formula inuenitur

Ldq/ Vdx—TGCqdx—THdx
P__cf Wg+MyVdx (Lg+M) jV dx. Sit nunc

haec formunla propofita fTdxfVdy inqu T e V

Ld ‘rdv- o
praecedentes habent valores , erit P= ¢/ ru%»m—ﬁ,ﬂ’—l-

(TV—+—(Lq+M)dey) Atque pro hac formula

. IquJVd :+ngv-— THds
JT dxfVds reperitar P—¢ (L) Vas+ -

(TVg+4+(Lg+M)fVds). Huiusmodi tres inueni-
untur etism, fi fumatur Tdy vel Tdsloco Tdx. Has

autem omnes prout €as inueni, tanquam tabulae con~ -

tinuationem adiicio.

Tom. V1. T

 Pro.
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Pfoprietam propofitae. Valores litterae P refpondentes.

(Vdx—TGqdx—THdx

XVL [TdefVdz, P=o] weompes (Lg+-MUVdr
] Ldq/Vdy—+TdV—TGqly—THdy !
XVII. fTdxfVdy, P=¢ ) Vay+1V (TV—-(Lg+H)

f Ldq fVds4=T dV--Tng_L—‘l‘Hds !
XVHI. fTdx[Vds, P=¢/ ~ @arBVE+Tv —  (TVg-i-{Le+Y
' f Ldqdy [ Vdx-TGqdxdy-THdxdy |
XIX. fTdyfVdx, P=¢ (quy-i-MdJ)de-_d‘lil_—de-Tde((Lq@.i_M{']])j\ﬁ

s snsn LTIV )
. LdydqfVdy4-TdVdy—TCady’—THdy?
XX. [TdyfVdy, P=c] Gormovi i (L

dy) fVdy+TVdy-d.TfV)
. LdydqfVds+4-Tqdvdy—TGC —THdsd
XXI fTdyfVds, P:cf By RV e Tt d FTvd J((quﬁ—l

dy) fVds—-TVgdy—d.T [Vd)
Ldsdg( Vdx—TGCdsdx—THdsdx

XXII fTdsfVdx, P._"'_".tj (Lgds—Mds)f Vax—d. ToJVd= (L gds—+Mds) [Viz«

d. TqfVds)
Ldsdq [ Vdy-TdVds-TCqdsdy—THdsdy

XXIIL. fTdsf Vdy, P:cj (Lqds—-Mds) Vdy-+TVds—d.Tq/Vdy  (Lgds+Mé|

‘Vdy+TVds—d. TqfVd))
f Ldsdq/Vds4-TqdVds—TGqds*~THds*
XXIV. [TdsfVds,P—=c’ LadsMds)]Vds+-TVqds—d.Tq]Vds ( ( Lgds-+Mé

SVds4TVgds—d. TqfVd)

Eftque vbique dT—=Lds—+ Mdy-+Ndx, et dV
=Gds+Hdy+Kdx.

§. 30. Quo vfus harum formularum melius in-
telligatur, quaeri oporteat inter omnes curuas, quas
catena cuiuscunque craffitiei formare poteft, eam quae
habeat centrum grauitatis fuum a re@ta Oo remotiffi-
mum. Patet hic alteram conditionem omnes curuas

' eius-



-
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eiusdem ponere longitudinis, ex qua oritur’ P—dyq;
alteram refpicere diftantiam centri grauitatis a reta O,
quae hac formula exprimitur, %% vbi S pondus ca-
tenae oa repracfentat. Haec vero vt ad formam in’

tabula contentam reducatur, differentietur, et prodibit
gﬁs?';‘ixis vel ponendo fSdx—fxdS loco Sx, hoc

4s/Sdz  Quare huius integrale f43/3% erie :.'—’;—‘s. Sit
dS —tds, eft enim S fun&io ipfius s, erit hac ex-

preflione cum vigefima fecunda comparata ’I‘:-_.f~s et

V =S. Atquc L =320 pofito dt—cods, G=¢2,

et M=N=H=K=0. Ex quibs prodit P= ‘
(21t-Sq)dsdqfSdx4-St 2qdsdx

c  s*tqdx+-Stdgfsdx (E_‘Z‘i*‘f_lf id—x)’ quod ergo aequa.
‘le debet poni adq Sumantur logarithmi et deinde
differentialia, prodibit 2SStdgdx—+-SSogqdsdx =
"‘—5'—4"—‘5"—" , quae per SStqdx diuifa et mtegrata dat ¢4
td.x.._._aa'q, quae .pro ¢ fubftituto 2, et 3 pro s, ite-
ram poteft integrari, proditque Sdy—adx. Haecque:
eXprimit natwram catgnariae, cuius pondus fe habet ad
longitudinem vt S ad s. Potuiffet quidem eadem ae-.
quatio multo facilius inueniri, £ in £2* neglexiffem de-.
nominatorem , qu1ppe qui per pnorem conditionem de-.
bet in ommbus curnis effe idem. Verum quia ‘hoc
fortaito accidit, malui vti methodo direta, praefertim
cum conﬁ:cuxﬂlm vium harum formularum oftendere. -
, ® '

v§. 3r. His de prima et fecunda clafle expofitis
multo erit facilivs tertiam fequentesque aggredi.  Atque
a tertia incipiendo, vt iam vidimus, ‘omnia-ad eam

T 2 Pcr..

’
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pertinentiz problemata in hoc vniverfali- comprehen-
duntur, vt quaeratur curua, quac inter omnes et pro-
pnetate. A et proprietate B fimul acqualiter preeditas
contineat proprictatem C maximo, minimoue gradu.
Ad huiusmodi problemata foluenda necefle eft quatuor
curuze inueniendae elements confiderare. Hanc obrem:
figuram quartam ita infticwi, vt quatuor elementz, ab,
beyca, et de exhxbeantur, quae vt in pmecedennbus
figuris ad aequalia axXis GA elementa AB, BC,CD
et DE refruntur. Totidem igitur erunt etiam apph’—
catarum elementa #M,cN,dP et ¢Q confideranda.
Maneant, vt ante 0a—=s5,0A—=x et Aeg—y, erunt
AB=BC=CD=DE—=dx,tM=dy,cN—=dy—+
ddy,dP = Jj—!—:ddj—l—d’j et eQ=dy—+ 3ddy
~t3d3j+d4y; itemque ab=dsbc=ds-+dds,
cd—ds+2dds—+-d3s, etde_ds—i—add.r—t- 3d3
s—-d*%s.
 § 32. Ducantur deinde etiam curmae proximae per
terminos @ et e transeuntis elementa ad eadem axis
QA elementa relatz 23,3,y et de. Debebunt
€rgo quoque ob rationem ante allatam fingulae tres
propofitae proprietates. in: has dias elementoerum. quater-
niones aequaliter competere. Quamobrem preprictatum
propofitarumr quaelibet. et pro: elementis 24 ,b6¢,cd ,de
formula exprimatur, et pro elementis 43, p'y,'y&
de; tumque illz ab hac fobtrahatur, et refiduum po-
natur —o¢. Huiugnodi ergo tres in quouis cafu pro-
dibunt aequationes, quae ommes talem Habebunt for-
mam: P. bp Q.cy +R.dé—0, Ercnim fingula tams
» quam ascuum incrementa vel decrements
poffunt
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poffunt, vt ante eft fadum, ad haec 583,c7y, et d&
reduci. Awque P,Q et R prorfus in s,y et x dabun-
tur, neque ab hoc aflumto fitu proximo pendebunt.
Quare cum hniusmodi aequationes P.43—Q.cy —+R.
d3d —o tres obtineantur, poterunt particulae 43,cy
et 43 climinari ; quo facto refultabit aequatio ab
illis liberata, haecque determinabit naturam curuae quae~
fitae oaq.

§. 33. Saepe et potiffimumr in cafibus finmplicio-
xibus accidit, vt fit Q=P —+4-4dP, et R=P-+ 24P
—}-4dP. Atque ad huiusmodi formane conuenit aequa~
tionem, quoties aliam habuerit, reducere, fi fieri pot-
eft, vel multiplicurda vel dinidendz ea. Si autem ex
omnibus tribus proprietatibus propofitis ad tales aequa-
tiones peruentumr fuerit, facile erit ex iis aequationemr
pro curua quaefitz formare: hoc enint tantunr opus eft,
. vt qumntitatum in fingulis pro P prodemntium fumantur
quaecunque multipla, eorumque fumina pomatur —o.
Nam fi tres habeantur huiusmodi aequationes. P.58—
(P4-dP)cy~+(P+2dP—+4-ddP)dd—o, p. bE—
(p—+dp)cy+(p—+ 2dp—+ddp)dd—o, et 7. 58—
(m4-dm)ey+(w+2dn+4ddw)dd—0, prodi-
bit eliminatis 48, ¢ et d&, haec aequatio pd wddP
—ndpddP—+ wdPddp—Pdnddp—+ Pdpddnw—pdP
ddx—o0. Ex qua integratax reperitur P—4-mp—+4nx
=0, ir qua m et # quntitates quascunque conflantes
defignant. Patet ergo veritas regulae datae.

§. 34. Propofita fit pro quapiam proprietate haee
quatitas. [y®dx. Erit ob dx conflans A €™ Bo6™—

T3 Ce*
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C#+-Dd*= Ao+ BE" + Cy*+DJ", cuias aequs-
tionis, fi illud membrum ab hoc fubtrahatur, remane-
bit n.B&*—". $8—n. Cc""c'y-—i-n'Dd"“' dd —o.
Quae cum iam habeat formam praefcriptam erit P—n
Bo—' =ny*—'. Perlpicitur porro fi affumta fuiffet
JSYdx, vbi Y denotat functionem quamcunque ipfius y,
proditurum fuiffe P—=4Y :dy. Quamobrem formula
prima in tabula fuperiore etiam pro clafle hac tertis
valebit.  Si fit propofita haec formula f2"dy, erit OA*
bM—4-OB"~¢c N+ OC".dP+OD" eQ=0A" (/M
~+68)4+-O0B*(¢N—548— ¢y )+OC(dP+-cry—-dd)
~+OD"(¢eQ~dd). Hinc fit 48(0OA*—~OB") — ¢y
(OB*~0C*) +dd(0C*~0D*) =0, quaec cum ha-
beat formam praefcriptam, apparet effe P——na”dx,
atque fimul intelligitur formulam fecundam tabulac in
hac rerria claffe etiam locum habere. Generatim ve-
ro videre licet, fi.in praefcripta formula f Tdu, [ T4,
fTds, T ab 5 non pendéat, ftatim ad aequationem
rcquxﬁtam formam habentem perueniri, atque P eun-
dem retinere valorem, quem habet in' tabula praece-
dente. Valent ergo in tertia clafle etiam formulael,
II, U1, 1V, V, VI, VII,| imo quoque XIII, et XIV.
Atque non (olum in tertia fed etiam ommbus fequen-
nbus claffibus -fubfiftunt.

§. 35. Cum itaque diae formnlae in omnil
claffibus vlurpari poffint, in promtu erit problema u-
iuscunque claffis propofitum refoluere, fi modo p: -
prietates, quae in illo occurrunt, in 1ﬁis tabulze for-
mulis contincantur. - Tum vero fequens regula, qua
) . priori

-~




PROBLEM ATIS ISOPERIMETRI CI. 1sx

pnori fimilis eft, debet adhiberi; 3 pro fingulis {cilicet
proprietatibus, quae in problemate afferuntur quaerendi
fung wvalores litterac P ex ‘tabula, corumque tum fu-
mantur multipla quaecunque et horum fumma fiat ae-
qualis nihilo; quo fa&to aequatio proucniens exponet
naturam curuae quaefitae. Vt fi inuenignda eflet cur-
ua, que inter omnes, quae funt ciusdem longitudinis,
et eandem comprehendunt aream, et circum axem Oo
conuerfae generant folida aequalia, producat circa hunc
eundem axem rotata folidum minimae fuperficiei. Oc-
currunt hic quatuor proprietates, quae omnes in defi-
gnatis formulis continentur. EX prima,quae dat formulam
Jds, fit P=dgq ex fecunda, quac dat fydx fit P=
dx, ex tertia contenta formula fxxdy, fit P—=xdx,
et ex quarta contenta formula [ ds fit P—d. xq. Quo-
circa aequatio pro curua quaefita erit ¢dq—+bdx—-
acxdx—+d.xqg—o, feu haec ag—+bx—+cx?+x9q
=f,hoc eft ady +-bxds—+cx*ds+xdy—=fds, quae
innumerabiles curuas in fe comprehendit.

§. 36. Antequam autem eas formulas pro tertia
claffe contemplor, in quibus T etiam ab s pendet, af-
feram quaedam exempla ad quae foluenda memoratae
formulae fufficiunt. Sit igitur propofitum curuam in-
uenire, quae inter omnes eiusdem longitudinis et ean-
dem aream comprehendentes generet' circa axem Oo
conmerfa maximum folidom. Tres proprietates’ quae
hic occurrant, funt fds, [ydx et fx*dy, quibus re-
fpondent hi ipfius P valores dq,dx et xdx. Ergo
cauyua quaefita hanc habebit aequationem adg—+-bdx

—4-2xdx
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—-2xdv—o fen aq+bx—+xx=c, i. e. ady-+#4
rds—+xxds—cds. Quaeratur nunc inter omnes ite-
‘rum curuas eiusdem longitudinis et eiusdem areae cur-
ua, fuper qua grane defcendat celerrime feu tempore
breuvifimo. Hic pro prioribus duabus proprietatibus hs-
bet P hos vajores 44 et dx, pro tertia autem, cuiys
haec eft formula S5, hunc d. k. Habebitur ergo pm
curua quaefita haec aequatio, adg-+dx-+5d. k=0
feu ag+ax+0=c, i e ady+xds+32 =cds.
Inuenienda fit etiam curna, quae inter omnes emsdem
areae, et circa axem Qo rotatas aequalia folida gene-
rantes, producat circa eundem axem conuerfa folidum,
quod in fluido fecundum hnius axis directionem motum
minimam patiatur refiftentiam. Priores duae conditio-
nes dant pro P hos valores dx et xdx, pofterior ve-
ro, cuius formula eft f = hunc d. 332, Erit ergo
in corma quaefita adx—~+2b6xdx+-d.%552 =0, fu
ax+4brx+*52 = Quae fi ponatur c—o,ets
augeatur conftante quadam vel minuatur, abit in hanc
xds*—adx%dy, quae aequatio eft pro curua alge-
braica, dat enim integrata hanc acquationem quart o
dinis y%—2by3—4-2x2y2~18hx2y 4 x4 - 2952220
vel y4 4+ 6by3—4-2x2y2 4~ 125252 — 30b1%y
—-8563y—b*x% ~+x4—o. Haec etiam prodiiffet f
a et ¢ fuiffept pofitae —o. Ex quo fequitur hanc
aequarionem dare cursam minimae refiftentiae folidum
generantem, jnter omnes curuas eiusdem capacitatis
folida producentes.

XY
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§. 37. Quanquam autem huiusmodi problemata,
quoties formula occurrif, quae in tabula ad talem re-
ferenda eft, in qua T etiam in s determinatur, iuxta
datam regulam refolui nequeunt; quia non habetur va-.
lor ipfius P pro hac tertia claffe: tamen faepe fieri
poteft, vt nihilominus facile fit folutionem perficere.
Ex collatione enim formularum datas proprietates ex-
hibentium faepe eae in alias poffunt transmutari, quae
" in definitis formulis contineantur. Vt fi oporteat inter
omnes curuas eiusdem longitudinis et eiusdem areae
eam determinare, in qua fsdx fit maximum vel mini-
mum. Pertinet haec formula /54 ad o@auam, qua vti in
tertia et fequentibus claffibus non licet. Verum quia
Jsdx=sx—[xds, atque per primam proprietatem prae-
fcripam s in omnibus curuis debet effe eiusdem lon-
gitudinis , habebit sx valorem conftantem, adeoque fxds
debebit quoque efle minimum vel maximum. Hanc
ob rem pro hoc problemate hae tres formulae pote-
runt recipi Jds, [ydx et fxds, ex hisque folutio in-
ueniri. Habebit .enim P tres hos valores dg, dx et
d. ¢4, ex quibus pro curua quaefita fequens obtinetur
aequatio aq+bx—+ax9=c feu ady—-bxds—+xdy
=c¢ds. Quae, nifi hoc compendio vfi effemus, dif-
ficillime eruta fuiffer. Quando vero huiusmodi redu-
Qiones locum habeant, facilius eft quouis cafu oblato
perfpicere, quam per regulam definire.

§. 38. Confideremus tamen huiusmodi formulas,
in quibus etiam s in T ingreditur; fitque propofitum
vt f*dx in vtroque elementorum quaternione fit idem.
Erit ergo ob dx conftans 04* - 08"+ 06"-0d"= 0a*
Tom. VI. \' “+o0
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—l-op"—i-o'y 408" Eft vero of"—o0F—nosr—>
q.63,0y"—0=mnoc™"' (—dq.3—(9-+4dq)cy)
et 08" —od*=nod"' (—dq.b@+ (dq—+ddq) ¢y
~-(§—+-2dq—+ddq)dd). Fit igitur bB(0d*" . ¢—
oc—*.dg—od~".dq)—cy(oc™".(q+dq)—od"
(dq—l-ddq)—l—a’é‘ (0d™'(q+2dq+ddq)—o. Et
generatim fi affumta. fuiffec. haec formula [T dx fignifi-
cetque T fun&ionem quamcunque ipfius s, ita vt fit

‘T=Lds, proditura fuiffet aequatio ifta 43(Lg—(2

L—+2dL+ddL)dq)—c¢y(Lg+qdL—-dLdq—L
ddq—2dLddq—dqddL —ddLddq;+dd (L—+24
L—+ddL)(q-+2dq—+ddq)=o. Hae vero aequ-
tiones, nullos modo; ad talem. formam. 63.P—¢y (P4~
dP)—4-dd(P—+2dP+ ddP ) =0 reduci poffunt
Quamobrem eae aliter adhiberi non. poterunt, nifi v
cum duabus. reliquis aequationibus,, quas, alterae. condi-
tiones. fiippeditant, coniungatur,, et. re ipfa elementa 43,
¢y, etdd eliminentur, Habeant autem: reliquae due
acquationes. talem formam,, et.fint 63 p—cy(p—+ dp)
+d3(p—+2dp—+ddp)y=o et bB. r—cy (r—+dr)
—~+d3(r—+2dr—-ddr)=o.. llla vero. aequatio fit
breuitatis. gratia 43.A—q.B4-dd.C=o. Ex fish
eliminentur- 43, ¢ et 4. prodibit ifta. aequatio A(p
dr—rdp—+pddr—rddp—dpddr—drddp)—B(2p
dr—2rdp—+pddr—rddp)+C(pdr—rdp)=o,vd
fi' ponatur r—p¢ haec: A (ppdt—-ppdat--2pdpdt-+ pdpddt
—pdtddp—-2dp’dt)-B(2ppdt—ppddt +2pdpdt)
~+-Cppdt—o. Quae determinabit naturam curuze
guaefitae.. Poterunt autem loco-acquationis 43. A—¢y-

EB-~dd.C=o, omues acquationes, quae. ex. quibus-
cunque




PROBLEM ATIS ISOPERIMETRICI. . 13§

cunque formulis oriuntur, fibftitui. Atque hoc modo
omnia tertiae * claffis problemata foluentur, in quibus
duae faltem conditiones ad formulas in hac clafle 10-
cam habentes deducunt.

§. 39. In noftro quidem cafu, fi problema ﬁ:ent
propofitum, vt inter pmnes curugs proprietates A et B
habentes ea inueniatur, in qua fTdx-(vbi dT=Lds)
fit maximum minimumue ,. atque propuetates AeB
ad has aequationes 4B.p—cy (p—+dp)—+dd.(p+2
dp —-ddp)—o etbHp. r-—c'y(r—l—dr)—l—dé“(r-}-zdr

d dr)=o reducantur; reperietur pro curua quaefita fe-

quens aequatio, 3Lpdrddq 3Lrdpddg—+pqdrddl. —rqdp
dd L —+-2Lrdqddp—1.qdrddp—-rqd Lddp—2L pdgddr-{-1.¢d
pddr—pqdLddr—+4pdLdrdqy—4rdLdpdq —o,
quae facta fubftiutione r—p¢ in hanc abit Lpgdpdde
— 2 Lppdqddt—ppgdLdds—-3Lp p dtddg—-ppedsdd L. — Lpg
atddp +2Lqdp®di—4Lpdpdqdt—+-ppdLdgds—2pgdLdpde
—o. Si altera conditio ponat areas aequales, ita vt

fic p:a.r et dp et ddp—o prodibit ifta aequatxo
= 3lddataddloradld  Si practerea fuerit T—ys, erit

L=z etq;_lj et ddL —o. Quocirca habebitur pro cur-
m quaefita ifta acquatio 2247 =3%% et integrando dydr?
—adq3. Si tertia condmo requirat OMMRES Curuas eius-
dem longitudinis erit r—dq, proucmet igitar haec
sequatio eddq® =dq3dx vel 35 g —dqV dx, quae in-
tegrata dat anq qux+dex, feu (,,_,_q,-_._dx'

—t=C
atque x =515 +c—irq. Quae eft cadem, quam

pro eodem cafu in §. 37. ihuenimus.

. _vz DE
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DE _
LVNVLIS QVADRABILIBVS,

E VARIARVM CVRVARVM COMBINATIONE
‘ ~ ORTIS. :
AVCTORE

Georgio Wolffg. Krafft.
| §. 1.

) “’"‘F‘ | - Vnulam in genere vocamus Figuram, duobus ar-

cubus quarumuis curuarum terminatam; occa-
fione fumti 4 Lunula Hippocratis -Chii, qmue

generatur ab interfectione duorum arcuum circularium,

quam folam ab antiquis deriuatam ad nos tenemus.
Quamuis autem recentiori aetate multa praeclara circa
hanc materiam fuerint inuenta: nullas tamen fere alias
Lunulas ' Geometrae examinarunt, quam quae Circulo-
rum funt progenies. Solus, quantum ego quidem fcio,
Cel. W olfius Lunulas Cyclico-Parabolicas , hoc eft, arcu-
bus Circulari et Parabolico cemprehenfas, contemplatus
eft in A&is Lipf. 1715. pag. 213. Cum vero infi-
nitae dentur Curuae,, quae quadrabiles habeant Lumulas:
earum quasdam hoc fcripto examinare conftitni. In
quo negotio duplex faciam Lunularum difcrimen. Si
enim curuae in vno pantum coéant pun&to, vt effici-
ant Lunulas verfus vnam partem apertas, eas vocabo
Lunulas Apertas, reliquas vero Claufas.

§ a.
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§. 8. Sie iginw Curna BM defcripta ex Polo A,
pofita linea conftanti BA ; fit practerea ex eodem Po-
lo A alia Curua defcnpm BN: quaeritur, Qualis , datd
BM, debeat effe altera BN, vt fpatium interceptum
Lnnare BMN fit qnadrabilc. Ducantur in bunc finem
recta AM, et buic alia infinite propinqua Am; centro
A, radiis AM, AN, intelligantur defcripti arcus circu-
hares ME,N F ex B demittantur perpendiculares in-
finite propinquae in AM et Am, quaefinc BC et Be et
ponantur AB—¢,AM—=¢,AN—=3,BC =y, erit er-
g0 AC=7V(a%®-#2), et ob feflores ANF, AME,
AGe fimiles, et AG(Vaa-uu): Ge(du)—AM(2):
ME(,,(,:g;r))—-AN(z) NF('—(%%T)), hinc feor
AMm=+AM x M E =3-3%; feGor AN# ex
cadem ratione = 337 ,f'u.) , quorum differentia é’—;{—:’;{u
eft Elementum portionis Lunaris BMN.
iam Funtio ipfius #, quae fit P, talis, vt Pdﬂ in-
tegrari poffit, et pomtur Elementum modo inuentum
=Pdu, erit area BMN quadrabilis; fed fa&a diuifione
per du, elicitur valor ipfius 2=V (¢2—2PVaa-uu).
ergo dabitur 2 in meris %, confequenter obtinebitur
Curua BN, quac datam habeat conditionem: -

§: 3. Sit Curua data BM Circulus ABEK, cuius
centrum G; affumatur punGum quodcunque A pro Po-
lo: quaentur qualis debeat effe Curna BN, vt fpa-
tium interceppum BN M fic quadrabile. Ducantnt
Diameter AGE, et demittantur perpendiculares BC,
BF,in AM et AE; erit ergo retentis denominati-

Vs onibus

Fig. 8.
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onibis §. 2. aflimtis, AN=V(t*—2RBVaa—pu);
vt vero habeatur valor ipfins ¢ in u, confiderandim
eft, quod ductis chordis BM ,BE , anguli BMA,BEA,
mﬁlhnt eidem arcui AB; quare ob. rectos C et F,
triangulh BMC,BEF, erunt fimilia; vnde vocatis BF
. *bs,EF=p¢, habebltur analogia BC(u) CM (¢-

'Vaa—-uu)__BF(b) EF(c), hine t"’g'-ijam»
quo fubftituto, fit z—Y(ce—obp2ben =2 BEP. $da-uu-t-alt)

quae eft aequatio  generalis ommum Curuarum BN,
Girculo BME &txsfaaentunn Affymaar P=5, quo
fafto [Pdu—-L1 et x—=¥{(=Fru+a’P) g
conflyuatur Hyperbola AM, cuius latus transuerfum
AB=— 2z, parameter __.cf_f},,, et du®i in Circulo
quaamque re@i AM ex Polo A, demiffique in hanc
perpendiculari BC, applicetur in defcriptﬁ HyperbolaPM
— BC, arque ad axem coniugatum CF erigatur perpendi-
culms ME, cui in Circulo fiat aequalis ipfa AN,
erit N in Cur;a BN tali, quae portionem Lunulae
BMN cfﬁut quadrabilem , nempe aequalem JPdu=

«‘.u’

55— =35 xBC2, aut, ob <5~ =CM, eadem portio

" erit aequalis trmngulo redtilineo BCM. Erunt autem

omnes hae Lunulae Claufae. Ad hoc enim requiriar,
_ vt aliquod pundum poffibile fit, in quo, t—=2, hoc
*eft V(t’-—zPVaa—uu):t fie u—a. At fi,in

waloribus modo muenns ipus z awt #, fublhtuamr
£—ux, orietur 2 — 5 —¢; hinc Curua BN Circulum

j‘:c;t in K, vbi AK educntux perpendicularis ad daam

i § 4
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- 6. 4. Si vero in Circulo dato ABED,BA fit Fig 4
Quadrans Circuli, e¢ BMA femire&us: erit ‘ob BG
-perpendicularem ad AE yo—c, et BC=CM; atque
in hoc cafu fit 3—a, per valores praemjﬁbs; uare
Curua quaefita AN Circulus iteram eft, defcriptus
radio: AB,, et hoc cafu prodit Lunula Hippocratis,,
cuius portio indefinitx BMN — triangulo' rectilineo-
BCM, quemadmodum inuenit Anglus quidam. Iob.
Perks , in A&is Philof. Angl. 16997, menfc Decembris;
aut vero etiam, demiffa in Diametrum perpendiculari
MF, triangulo ABF, vti Ilutte. Tfehirnbufio placuit,
in A&is Lipf. 16g7. m. Sept. Eft enim ob femi-.
retos GBA ,CBM, aequales, addito commumni CBG,
angulus MBF—=CBA, adeoque trianguls recangula
MBF, ABC fimiliz;, hinc AB:BC=BM:BF, aut
AGV2:BC=BCV2:BF, hinc AGxBF=BC(C?2,
quare praedicta triangula funt aequalia. Patet vero ex
inventa fuperiori formula ipfius. z,. fimpliciffimum hunc
efle eafum ,. quem. modo examimaui ;, et aequationes pro-
dire altioris gradus, quas. meleftum: effet examinare, i .
alius. valor ipfius. P affumatur..

-§. 5..Sit aequatio- curmae datae BM haec ,, #2= Tibola X
bV aa—-uu, erit curuae quacfitaie BN aequatio 32— Fg 3
#2—2PVaa—uu—(b—2P)V aa—ui zZ Ponatur etiam.
P aequalis’ conftanti :b%"",‘crit' cunue quaefitae natura
*=mVY aa—uu, quae aequatio cumr fimilis fit: datae
»*=pV aa—uu: in hoc cafi vtraque curna, data et
quaefita ,,crunt fimiles,, et fimiliter pofitae circa. Polum A,
atqw
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atque z: t=Vm: Vb Huius autem curuse , #2—5Vazs-u
aequatio , vti quoque reliquarum, ficile mutatur in aliam

"ad coordinatas orthogonias; vocentur enim affumto axe

AB,BP—x,PM:—y, eritque ob triangula MPA e
BCA fimilia, AM(¢):PM(y)=AB(2):CB(u), hin

t=3; porro AM(?):AP(a—x x)=AB(a): AC(Yu
:14_17), vnde ¢t —aa—a». vV aa—uu, qui valores aequat

exhibent V (@2—2ax+ x2 -y )=t et 7T 5o )
=——u, quorum ope aequatio propofita abit in hanc:

2 —_—
(a—x +J'—’)£:ab.a—x. Sed notandum eft, t:

lem Lunulam fore Apertam verfus B. Nam ab initio,

vbi u—=o, fit t2—ba, et 22 —ma; in fine vero, vbi
u—a, fit t—o, =0, vnde Lunula terminabitur in
punito A.

§. 6. Interfecent fe duo circuli quicnaque, quo-
modocunque in B et A; ducatur chorda communis
AB; cum arbitraria Al; et demiffa in eam perpen-
diculari BC, per centra transeant reae AE, AH, de-
miffis perpendiculis in easdem BF, BG. Erit pofitis v¢
ante AB—a, AD—#, Al—z, BC—u, BF :FE—1:m

(t’—z’)d:

BG:GH=1: n,portxomdeﬁmta curuilinea IBD=/%—==>1.
fed ob triangula fimilia re®angula BDC et BEF,
nec non BCI et BGH, fit CB(a);CD(:—wT—E)
=BF:FE=1:m; hinc t=mu~+V aa—su. Deinde
CB(u):CI(Vaa—uu—2)=—BG:GH=1:n, vnde
=YV aa—uu—nu; fubftitutis hisce valoribus in for-

mula differentiali allegata, prodit portionis mnnhne;)c
BI
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BID area :'“—Zﬂff‘,—(;’%’f‘f',‘—‘s;—}-m—kn.fudu; quare fi
pomtur m—n, hoc eft, fi Circuli fefe interfecantes
tuerint aequales, erit in omni fitu Circulorum portio BID
quadrabilis, et eius area —mu*, quod primo animad-
uerfum eft ab Ill. Hofpitalio, in Comment. Acad. Scient.
Parif. Anno 1901, et ficile etiam ex Geometria Ele-
mentari per{picitur. Diametro BA defcribatur Circu-~
lus, qui transibit per pun&a C et F, in hoc ducatur
alia A¢, priori infinite propinqua, erit CA(Vaa—ua)¢
Oc(du)::BC(u):CO(——"—“ —), ob fimilia triangula

Yaa—uu

BCO et A{O ; ergo BC c:%BC;CO:;,"(:—d,"_:u—.B
confequenter fogmentum BPC = [, et mm—m.

sieems==(mm—nn) fegm. BP C, adeoque pofitis Cir-

culis inaequalibus, portio indefinita Lunulae BID =

m—-n_o

242 4 (mm—nn) fegm. BPC. Ita eodem modo
elicitur, vocata BL=w, BNK="0? 4 nn—mm.
fegm. BQL. Hac occifione facilis quoque emergit
conftru@io fequentis Problematis Geometriae Elemen-
taris, cuius forfan alia methodo fatis impedita pfoue-
niret folutio: nempe, datis Circulis quibuscunque fe in-
terfecantibus in A et B, ducere ex A duas rectas AD,
AK, vt fegment1 intercepta ID, NK, fint aequalia. -
Eft enim AK=nv+7Vaa—vv, AN=V az-vv-mv
AD —mu—~+Vaa—uu, Al=V aa—uu—nu; qum-
obrem (n—+m)v=n-+mu, fiue v=u; accipiendae
giter fnt tantummodo in Circulo AFL duae chordae
BL, BC aequales, et per pméta CetL ducendae re~ -
‘@1 quaefitac; aut quoque , fi eacdem chordae BL , BC,
Tom. V1. X . fu-
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fumantur in ratione quacnque data 1:p, enmt etianr
fegmenta intercepta ID, NK , in eadem ratione 1 : p.

§. v. Sit curna' BM. Conchois exterior, in quz

'AB, ED, perpendiculariter fe interfecantibus, fit EM

—DB. Si iam. vocatis, vt antea, AB=«, BD=j},
AM—=¢, BC—u, AN—z2, fat AC(Vaa—uu):
AB(a)=AD(e-6):AE( 5% a8t 5) fit valor ipfius
i‘_b—i—m, =%, pofito a— b m. Ponatur P_,f"::
1 1
e fl?‘*' BE e [Pl
= %bm log.. #—4-u—\bm log. a—u, quare Lunula FB
MN per Logarithmos erit quadrabilis; et aequatio po-
laris-Curuae FN erit z”"“‘w, vel pofits-
a®= 25, comequenter m=—b, erit aequatio dicae curuae.

zg:"-"-’-‘L—:’l‘i‘, vnde dufa BR. perpendiculari ad AB,

2vae—u .
et aequali. ipfi AB, eritAR= V24qa, defcripto prae-
tegeg femiscirculo fuper AR, et chorda AS faia —u,.
erit. SR =V:(za?—u?). Ergo quaerstui tertia - pro-
portionalis ad 2AC, SR, et AB,. transferatur ea m
ductam antea pro labitu AN ex polo: A; erit pun-
&ar N in Curua quaefita BN, quae ab’fcindct a {px
tio Conchoidali Lunulam BM NF quadrabilem per Lo-

garithmes. Si ponatur #—o, erit-ab initio Curuae
av2.

3=3",. et t=—a,.quare 3:t=V2:2=AF.AB; fi
Vero % =a,.erit ¥ —oo0, = oo+ 4 4a; quare Lunua:
Iaec ex Vtraoue parte erit aperta, . adeoque Lunula tan-

tum impropric- fic di&a..

erit Pdu—

6 &
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§. 8. Sit Quadrans Circuli AEB, et Polus af- F%
" fumatur in centro A, erit vocatis AM—¢, AB—ug,
BC=u, AN=2, aequatio polaris haec, ¢—¢; qua-

re pro Lunula 2?=a?—2PVaa—uu; affumatur P

= svie—am, quo pofito Pdu integrari poterit; atque

erit . acquatio curuae quaefitie 82 — 4% —au. Igitur con-
ftruatur Parabola, cuins parameter —e¢—BA, fiat in Fis 3.
ea BP—u, erit PA—a—u, et PM2=a*~au—22;
quare fata AN=PM, -erit N in Cuma quaefita. Ab

initio Cunue, vbi#—o, eft 2—=w, quare Lunula haec

claufa cerit _in B; fed in fine fit z—o0, ergo ibi Lu-~

nula et aperta; fit autem fPdu—2e—t¥i=tr, Vel g
_potius,, -pro 1nueniendo puncto N, ponatur BO =BC,

‘et producatur fadius BA in Diametrum BD, deinde

:xadio ‘3OD defcribatur femi~circulus ORD), ‘erit AR
—AN. ) '

§. 9. Sit Parabola BM, in qua affumatur polus Fig- 4
in Axe A; et AB—a, AM=¢,BP—=u, PM=—y;
parameter Parabolae =44, vt pun&tum A fit in Foco -
Parabolae ; erit AB(&):CB(#=AM(#):PM(y), hinc
y=%. nec non AB(2):AC(Vaa—uu)=AM(?):
AP(a—x), vnde x— “_1;'1:5‘!—":‘1“;. iginr ob .gax—y%s. .
it aequatio polaris ,44*—44’:‘1’2}:?: t2u?,
vnde deducitur, fada pP—-%2, etdeu:_—;’.—“,—:,, 2=
28VAE . hinc ab initio, vbi#=0,"eft 2—oco, in

fioe vero, vbi v—a,23=¢t. -~ ©
N

-

X .z S. 10.
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§. 10. Ex confideratione Lunulae Hippocratis fa-
cilis fluit Demonftratio Quadraturae abfolutae portionis
alicuius in Cycloide, cuius mentio fit in Analyfi mnfi-
pite parworum Il. Hofpitalii §. 99. Sit enim Lunul
v BOE, et circulo generatore 7 (30 defcripta Cyclois

v ON; fit radius ay =r, Quadrans circuli af3y=Q,
ent a(])"aﬁ—k B(D._r—l—'yB, ex natura Cycloidis;
hinc rxaP—=—r2 4rxy = Lunulae —+ 2Q; porro
et rxaP=yRP+ s P+Q; ergo ob o6 P=Q,
quod alias notum eft, erit rxa® = ¢ P + 2Q;
confequenter aequatis his duobus valoribus ipfius rxaQ),
erit 3P+ 2Q = Lunulae 4-2Q, aut 3P =Lw-
nulae; quae cum {it quadrabilis: etiam fpatium Cycloi-
dale ipfi aequale quadraturam admittit abfolutam.

§. r1. Quacram nunc alia adhuc via Lunulas Qus-
drabiles, quae huc redit, vt data Curua AM non qu-
drabili, quaeratur alia AN itidem non quadrabilis,
eius tamen nawurae, vt différentia vtriusque areae APM

. —APN quadraturam admittat.. 1d fequenti modo fien

poterit.  Sit AP—a,PM—y,PN=u, et pofin
M Fun&mne arbitraria 1pﬁus x,, fiat pro Curna quaefita
AN,u—y—%% Nam ex 