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AVERTISSEMENT
de M. JE4AN BErNovVLLI fur le Mémoire furvant.

= — ———

Jc cede encore ici avec plaifir ma place & feu M. Lasrserzr. Natta-
chant aucune importance 3 ce que je pourrois donner de moi, je préfere
pour I'honneur de nos Mémoires d'y faire paroitre les reftes précicux des
travaux d'un dec fes plus dignes Membres,

Je vois par le Journal de cet illuftre Académicien que pendant le mois
de Décembre de 'année 1776. il s’eft occupé presqu’uniquement d'un Meé-
moire fur Uélaflicité & la ténacité de lean, & je n'ai aucun doute que ce ne
foir celui que je vais publier, dont j'ai fait la le@ure & I'Académie le 16 O&.
1783. Jeconferve i ce Mémoire le ritre que I'Auteur lui a donné, quoi=-
que peut-éere en le mettant au net, il lui ede fubfticué celui que fon Jour-
nal indique.

Jai trouvé parmi les Manufcrits de fen M. Lambert, deux Mémoires
qui portent le méme titre: fur les Fluides confidérés relativement & I Hydro-
dynamigue; les comparant foigneufement enfemble, j'ai vu que celui que
je fais imprimer cft poftéricur & l'autre, & que celui-ci doit étre fupprimé.,
Ce premier Mémoire contient pour le fond les mémes chofes 4 peu prés que
l'autre, jusqu’au §. XLIX. (dans le fecond, XLVL) ot il finit. La prin-
cipale raifon qui paroit avoir engagé I'Aureur 3 refondre ce rravail eft que
dans la fomme des produits ou des forces vives (§. XXXIX. du fecond Mé-
moire ) il avoit oublié la quantité Amm.v, en fortz que le terme Amm
manquoit dans le dénominateur de la formule du § XLIII. 11 a fait en-
core d'autres changemens, que je ne pourrois pas indiquer affez brieve-
ment, tantot en étendant, tantdr en reflerrant fes remarques: par ex. dans
I'application des Lemmes du §. XXIL, ob les Figures 6 & 7 auroient été

Nour. Mém. 1784, P P
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FGHI. Car dans ce cas les triangles N:G’V’ N font ofceles &
égaux. Mais Pangle N e eft égal & fon aterne ek Pangle N'Oe
eft auffi ¢gal A fon alterne OeL: les angles' ¥ O'e, N O ¢ fonr: cg'aux,,
donc les anglcs O¢L, OcL fonr égaux.. "' .

§. 78-

C’cft pourguoi fi 'on veur que la fectiom N'e O, antiparalltle A "tqua-
reur, foir horizontale, il faur que l'axe du cylindre, ou Vindex du cadran,,
coupe cn deux partics égales Pangle que fong le diametre de I'équateur &
celut du cercle horizental;  ce qui raméne au-cadran de Lambert; comme on:
fe voit dans la Tig. 25, od N O cft parallele & I'équateur, N'O' parallele
A I'horizon, & Vangle NeO' coupe en deux également par la droite E L.

On voit aifément que langle P EL cft la moitié de la hautcur de I'é~
quateur.  Car du point E élevez fur 'horizontale QR la perpendicu~
laire EV. Langle droit P EC eft égal & Pangle droit J7.L ;. donc,
otant de commun langle V"L C, Pangle PLE V. eft égal A Yangle CER,
qui cft la hauteur de 'équateur.  Llangle Ne E eft ¢gal A lungle Q'¢E;,
donc l'angle PEL eft égal 2 I'angle V EL.

§ 79

En fuivant les démonftrations des §. 6'9 & ‘}:. .y on verra que dans ce*
cadran l'index change de place i mefure que le foleil change de déclinai=
fon, & qu'en fuppofant E L, la pofition de cer index guand le-foleil ef?
dans Véquateur ou aux équinoxes, il doir s’écarrer dt la quatriéme propor=
tionnclle aprés le quarré du rayon des Tables, le produir de la: rangente de

la déclinaifon par 1a rangente de Ja moitié de la hinteur de Péquateur, & dur
C £ » tang, déclin, x rang? L haut. &qua-..
rayon du cadran, ou. dc la quandeé — - = 3 o

Mais il faur fe fbuvemr qua tous Jes. triangles faits par deux droites pamlié-'-
les, Pune 3 Péquateur, lautre 3 'horizontale,, - & terminés par laxe,, ow
par un des cotés du cylindre, font sfofceles..
§. 8o
Ce cadran n’clt pas pnvE db Yaviatagé die-nous avons trouvd aux ca-
drans horizontaux.. Mais il fauc élever ou baifler le cadran. autour du point

Fig. 25
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de midi, delamouié-de I3 différence. qui {e trouve gntre la latitude pouw
Iaquelle il eft fair, & de la ladeude pour laquelle il doic fervir. 1l eft fu-
perflu d’avertir qu'il faue élever le cadran, §'il doic fervir pour une latitude
moindre, & le baiffer, s'il doit fervir pour une latitude plus grande.

% g1

Le cadran de Lambert {c fonde fur la déclinaifon du foleil, & cetre dé-
clinaifon n’entre pour rien dans le cadran horizontal ordinaire. Donc
ces deux cadrans s'orientent muruellement, quand ils font décrits fur la
méme plaque & que leurs méridiennes font en ligne droite, ou paralléles.
Dés que la plaque eft placée en forte que les deux cadrans montrent une
fois la méme heure, ils s’accorderont toujours.  Ainfi le cadran de Lam-
bert a l'avantage du cadran analemmatique, & de plus, celui d’étre beau-
coup plus facile & décrire.  Ce cadran eft donc manifeftement utile, & fi
utile, qu'avec le temps, il fera cermainement tomber le cadran dnalemman-
que, & le réduira au nombre des arncl:s_ de pure curiofité,

$ 82.

Ainfi on peut joindre au cadran horizontal celui de Lambert, ou le
cadran apalemmatique.  Mais fi l'on place ce double cadran de bon ma-
ti:n, on trouvera qu'il faut un peu changer fa place, afin que l'un des deux
cadrans qu'il porte, montre avec exadtitude la méme heure que l'autre.
Cela vient de la réfraltion qui change, & qui devient moindre 2 mefure

que le foleil ’approche du méridien.
Ceux qui voudront faire ufage du cadran de Lambert avec Uindex fixe

& plufieurs cercles, pourroicnt étre tentés, comme je l'ai été, de tailler
fur la méme plaque I'axe du cadran horizontal, & lindex du cadran de
Lambert. Mais l'inflexion ou diffration de 1a lumitre empéchera toujours
les deux cadrans de s'accorder, quelque bica orientés qu’ils foient.

AVE R-



Mosilon e lite Rt Soeo B L rroaTForcmngé.

D

c

.Faf '3 -

g |

5

3 e
yaa

I

3
i
£

1
1
T

b}
»

:
i




Ny M s 2 Rl St BL e vt paos

J'i‘;;. 1.

Ryo




v M o lete R s ot BE 8 6 v pros




pEs ScrencEs ET Brrres-Lerrrzs. 297

3

AVERTISSEMENT
de M. JEAN BERNOULLI fur le Mémoire fiuvant.

—— —
_ —

Jc cede encore ici avec plaifir ma place & feu M. Lamperr., Natta-
chant aucune importance A ce que je pourrois donner de moi, je préfere
pour 'honneur de nos Mémoires d'y faire paroitre les reftes précieux des
travaux d’un de fes plus dignes Membres.

Je vois par le Journal de cet illuftre Académicien que pendant le mois
de Décembre de 'année 1776. il s’eft occupé presqu’uniquement d’'un M-
moire fur Uélaflicité & la ténacité de Peau, & je n’ai aucun doute que ce ne
foit celui que je vais publier, dont j'ai fait la leQure 4 'Académie le 16 O&,
1783. Jeconferve & ce Mémoire le titre que I’Auteur lui a donné, quoi-
que peut-étre en le mettant au nee, il lui ede fubfticué celui que fon Jour-
nal indique.

Yai trouvé parmi les Manufcrits de feu M. Lambert, deux Mémoires
qui portent le méme titre: fur les Fluides confidérés relativement ¢ I' Hydro-
dynamique; les comparant {oigneufement enfemble, j'ai vu que celui que
je fais imprimer eft poftéricur & Pautre, & que celui-ci doit étre fupprimé.
Ce premier Mémoire contient pour le fond les mémes chofes A peu prés que
Pautre, jusqu’au §. XLIX. (dans le fecond, XLVL) ot il finit. La prin-
cipale raifon qui paroit avoir engagé I’ Auteur A refondre ce travail eft que
dans la fomme des produits ou des forces vives (§. XXXIX. du fecond Mé-
moire ) il avoit oublié la quantité Amm.v, en fortz que le terme Amm
manquoit dans le dénominateur de la formule du §. XLIII. 1l a fait en-
core d’autres changemcens, que je ne pourrois pas indiquer affcz brieve-
ment, tantot en étendant, tantdt en reflerrant fes remarques: par ex. dans
Papplication des Lemmes du §. XXTII., ol les Figures 6 & 7 auroient été

Nour, Mém, 1?34. P P
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fuperflues dans le premier Mémoire, en forte que la 8™ du fecond auroit
¢té la 6™ & derniere du premier.  Enfin tout ce qui fuit le §. XLVL du
Mémoire imprimé eft entierement neuf & contient des expéricnces intéref=
{antes, qui augmentent l'utilité de ces recherches.

La quantité de ratures dans 'un & l'autre Manufcrit & dans les Figures
communes aux deux, donne 3 connoitre que ce travail a cofité beaucoup
de peine A I'Auteur, qui fouffroit, & approchoit de la fin de fa gloricufe car-
riere. Cependant, quoiqu’il n’ait pas eu le tems de le mettre au jour lui-
méme, je me flatte qu'il fera jugé fuffilamment achevé, & quiil fatisfera
les Géometres Phyficiens.
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SUR
les Fluides confidéreés relativement a 1 > Hydrodynamigue.

Par M. LAMBERT

e -4

I
J e reviens ici & un fujet que j’ai traité autrepart fans entrer dans le déeail
néceffaire pour en donner une théorie bien érablie. Il s’agic des premiers
principes de I Hydrodynamique. Je me propofe de les fonder fur Pélafticité
des particules de leau & dy joindre ce qui regarde la ténacité & le frottement.
Voild en deux mots le but de ce Mémoire.

11

La famecufe expérience des Académiciens de Florence paroic s'oppoles
2 ce bur, & elle s’y oppoferoir en effer, s'il en réfultoit que I'eau v'eft pas
élaftique. Cependant ces Académiciens avouent eux-mémes que cela n’en
fuit pas dans le fens {tri®& du terme. Tout ce qu'ils en concluent ceft que
fi 'eau peut étre comprimée, la compreffion ne fauroit étre que fort petite,
Et c'eft de quoi on pouvoit d’autant moins douter, que Peau du fond de la
mer, fi elle avoit beaucoup plus de denfité que celle de la furface, feroit
remonter des corps qui feroient trop pefans pour s’arréter pres de la furface,
Outre cela ces Académiciens n'ont pas démontré que les vafes dans lesquels
ils effayoient de comprimer I'eau, ne fe font pas dilatés.  Ces vafes creve-
rent par la forte tenfion qu'ils fouffroient.  Or on fait que lorsque la ten-
fion augmente jusqu’au point de rupture, les corps tendus s’étendent & s’al-
longent. Les cordes des inftrumens de mufique en fourniffent journelle-
ment des exemples.  Difons donc que 'expérience de Florence ne prouve
rien. Aufli commence-t-on peu A peu A revenir de l'impreflion qu’elle
avoit d'abord faite. M. Canton en Angleterre, de méme que IExjéfuite

Pp 2
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Herbert en Allemagne, viennent de produire des expériences par lesquelles
ils prétendent non feulement prouver la compreffion de Peau, mais méme en
évaluer la quantité.  Cependant il faut obferver que la compreffion toute
feule ne prouve pas Pélafticité, 3 moins qu’on ne fafle voir qulaprés que la
compreffion a ceflé, l'eau reprend fon premier volume.

I1L

La compreffion de I'eau n’eft pas la feule fource dont on puiffe déduire
fon élafticité.  Ily en a dautres, & c’eft un avantage. Car fi en effec la
compreflibilité de 'ean étoit petite au point d’étre infenfible, les expérien-
ces qu'on feroit A cet égard ne ferviroient de rien, & au défaut d’autres ref-
fources, la queftion de Vélafticité de P'eau refteroic indécife.  Ces autres
rcflources n’ayant point encore été employées, il ne fera pas inutile de le
faire.

IV.

D’abord donc il me paroit évident que le choc de l'eau, fi elle eft ¢lufti-
que, doit faire voir des phénomenes extrémement différens de ceux qu’clle
doit produire quand elle n’eft pas élaftique. Les lois du choc font trop
connues, pour que je les rapporte ici.  Qu’on jette deux mafles d’cau 'une
contre 'autre, & qu'on en fafle autant de deux mufles d’argile molle,
différence des effets répondra A la différence du choc des corps élaftiques &
non - élaftiques; & fi cela n'eft pas abfolument, la ténacité de l'eau & la
portion d’¢lafticité qui refte encore a&ive dans P'argile molle, fuffira abon-
damment pour rendre raifon de ce qui pourra y manquer.

V.

Outre les phénomenes du choc, il y en a encore un autre tout parti-
culier qui mérite d’étre rapporté,  On fait que les boules de favon A la fin
crevent par en haut, ol la crelte d’eau favonnée s’exténue le plus. On
fait encore qu’en crevant, V'eau fe difperfe en perites gourtes, qui fautent de
tout coté avec beaucoup de vitefle.  Cleft ce quil o'y a pas moyen d’ex-
pliquer autrement que par 'élafticité des particules d’eau. Une larme de
verre, caflée au bout mince, creve en une infinité de petites pieces, qui
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fautent de tout cété.  Voild un cas entierement femblable, & qu'on ne
s’eft jamais avifé d’expliquer autrement que par I'élatticicé du verre & de fes
plus petites particules.
VL

Il y a dans 'cau, & plus encore dans I'huile, une certaine ténacité qui
empéche fon élafticité d’érre beaucoup plus fenfible qu’elle ne P'eft. Dans
Thuile cette ténacité cft fi confidérable, qu’il eft doutcux fi fes particules
font élaftiques ou non.  Un verre ou une bouteille remplie d’huile ne don-
ne qu'un {on émoufl¢ quand on la frappe, tandis que fi elle eft remplie d’eau
ou de quelque liqueur aqueufe, elle donne un fon clair & refonnant.  Ainfi
Ihuile eft fi peu élaltique, qu'elle émoufle méme Ueffer de I'élafticité du
verre, tandis que 'eau feconde cette élafticité.  Le fon refte bien clair,
quoiqu’il devienne plus grave. Cette ténacité paroit différente de ce qu'on
appelle force de cohéfion, quoique celle- ci puifle en étre la caufe. L’une
& lautre fait plus ou moins équilibre A P'élafticité, enforte que quand les
particules d’eau fe touchent ou qu’elles font au moins auffi prés 'une de
I'autre qu’elles le font dans I'eau, la ténacité prévaut, tandis que quand cette
diftance eft ou plus grande ou peut-écre auffi plus petite, c’eft Pélafticicé
qui emporte.  La trés grande élaflicité des vapeurs femble exiger ce rap-
port entre la ténacité & Iélafticité.  Car les vapeurs font des particules,
des gouttes ou des véficules d’can, foutenues & des diftances les unes des au-
tres par 'a&ion du feu, & fortement agitées. Deés que la chaleur ceffe, el-
les fe rapprochent & la ténacité recommence 4 avoir le deflus.  Dans les
boules de favon la ténacité décroit 12 ol la crolite par Pexténuation com-
mence A s'ouvrir,  Par- 14 la compreffion qu’elle caufoir cefle, & Pélafti-
cité n’étant plus contrebalancée, fait que la boule fe diffipe en petites gout-
tes, qui fautent de tout coté,

VIL

S'il éroit queflion de rapporter encore d’autres phénomencs pour dé-
montrer Pélafticité de Peau, nous les trouverions dans fon ¢érat d’équilibre,
& méme dans fa fluidité.  Une matiere non - ¢laftique n'cft mobile qu'au-
Elle peut avoir une furface rabotenfe & s’accumuler

Pp3
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n monceaux, tandis que fi fes. particules font élaftiques elles s’échappent

du cbté ob clles font moins comprimiées, le monceau s'abaiffe avec efforr,
& s’enfonce méme, & I'érat de repos ou d'équilibre n'a lieu qu'apres que la

furface eft plane & entierement de niveaw.

VIIL
Mais, fans m’arrérer 3 ces fortes de confidérations, je me bornerai au
fameux parado'-cc hydroﬂauque, lequel, pour étre trés vrai & pour avoir
toujours été trés mal démontré, a été mis pour bafe par quelques-uns des
grands Géometres, qui dans ce fiecle ont jeté les fondemens de 'Hydrody-
namique, comme <tant le.caradlere diffinclif des fluides & la fource dont
tous les phénomenes hydrodynamiques fe déduifent. Ce paradoxe confifte

1° en ce que les particules d'eau foutiennent & exercent une preffion égale
en tout fens; £

2°% en ce que cette preffion ¢ff partout en raifon conflante de la profondeur
verticale au deffous du nivéau de la_furface, fans que le lieu de la fur-
Sface, ou fon plus ou moins d’étendue, y influe pour quoi que ce foit.

IX.

Voici maintenant la confidération d’un cas trés fimple, -qui répandra
du jour fur ce paradoxe.  Soit un tuyau vertical recourbé horizontalement
par en bas, hbe. Que dans ce tuyau il y ait des boules 4, B, C, M &c.,
égales & de méme poids, qui {e touchent entr'elles & qui encore touchent
le tuyau & fon fond en e.  Je {uppoferai ces boules tant elaﬁlqucs que
non - élaftiques, afin de mettre en parallele les réfultats,

Les boules n'étant point élafli-
ques, mais dures.

1. Les boules A4, B, C repoferont Pune | 1. ‘Chacune des boules comprimera celles qui font an

Les boules étant élafligues.

fur P'autre fans aucone compreflion, -deflous. Les diametres verticanx fe raccourcil=
& les corés du tuyau n’ont aucune fent: par-la les diamicires horizontaux devroient
preflion 2 foutenir. s’étendre, fi le cylindre ne les en empéchoit. Le

cylindre fouiient donc une preflion horizontale
«égale 2 la preflion verticale de la boule,
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2. Le fond en ¢ foutient une preflion éga- | 2. Tout de méme..
le au poids des boules 4, B, C.

3. Le fond en g foutient une preflion | 3. Le fond en g foutient une preflion ¢gale au poids.
égale au poids__dc 12 boule M rtoute des boules 4, B, C. Carla preflion borizon-
feule. tale que fouffre la boule A fe communique 2 la

boule A, & y produit une preflion verticale qui

lui eft égale.  Certe preflion eft due au poids des
boules B, €. Ajoutant le poids de la boule Af
elle-méme, la fomme fera M + B 4 C =

A 4+ B 4+ C
4. Le cylindre én f ne fourtient aucune | 4. Le cylindre en f* foutient une preflion égale 2 celle
preflion, en a, & par conféquent égale au poids des bou-
les B, C.
5. Il eft indifférent que le tuyau en f foit | 5. En ouvrant le tuyau en f, la boule A7 montera
ouvert ou nom. - avec one vitefle due 3 fa compreflion, c’eft dire

au poids des boules B, C.
6. 1l eft encore indifférent que le tuyau | 6. Ouvrant le tuyau.en ¢ ouen b, les boules M, A

foit ouvert en ¢, & oumon, fortiront avec la vitefle due 2 leur compreflion.

7. Ouvrant le tuyau en g ou ¢, les bou- 7~ Ouvrant le tuyau en g ou ¢, les boules M, 4
les M, A4 tomberont pas leur fim- fortiront avec la vitefle due 2 leur compreflion,
ple gravité, ' c’eft 3 dire au poids des boules 4, B, C, &

' cette vitefle fera augmentée par PFaction de la gra-

; : wité.

8. Sile qanal eft allongé du coté M, en | 8. Tour de méme, ¥ condition que fe canal élargi ferre
forte qu’il renferme encore un nom- les boules en forte que la compreflion puiffe étre
bre quelconque de boules tant en également répandue par toutes les boules de la
long qu’en large, les boules de toute couche.

cette couche préfenteront les mémes
phénomenes que la boule 7.

X.

Otant les boules & rempliflant le vafe d’cau 4 la hautenr %, voici les
phénomenes qui fe préfentent. Je leur affigne les mémes numéros, afin
de faciliter la comparaifon.,

3. Lefond en g, & méme dans toute fa longueur,. foutient une pref=
fion égale au poids d’une colonne de la hauteur ¢k & d’une méme

bafe. :
4. Levafe en f foutient une preffion égale 3 une colonne d’eau de la

hauteur a% & d’'une méme bafe.
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§. Ouvrant le tuyau en f; Peau jaillira en haut avec une vitefle que jo
laifle indéterminée, mais qui va en augmentant lorsque la hauteur
ak eft plus grande. |

6. 7. Tout de méme, lorsque le vafe eft ouvert en ¢, 5, g, ¢, ou quel-
que part que ce foit au deffous de la furface de I'eau.

8. Il eft indifférent quelle que foit I'étendue des couches au deflfous de
la furface & quelque part qu'on 'ouvre. La vitefle 4 la méme pro-
fondeur verticale au deflous du niveau de la furface eft la méme, ab-
ftra&ion faite des circonftances accefloires qui peuvent l'altérer &,

X1 .

1l eft évident que la comparaifon de ces phénomenes avec les phéno-
menes des boules non- élaftiques eft nulle. Et furtout les n®, 4. 5. 6. {uffi-
fent pour fe défifter de toute comparaifon ultérieure. Mais en revanche
ces numéros répondent presque mot 2 mot aux mémes numéros des boules
élaftiques. Je n’ai rien dit des n®, 1. 2., parce que ce font précifément
ceux qui font en queftion, & parce que pour prouver ce qu'il en eft de P'eau
3 Pégard de ces deux numéros & furtout du numéro 2, il faudroit que la
compreffibilicé de I'eau fit prouvée par des expériences immédiates. Au
défaut de cela nous arrangerons notre raifonnement d’'une autre mantere,
Les n*. 3. 4- 8. 4 I'égard des boules ¢laftiques font des conféquences de
leur élafticité, & en particulier du n° 1.  Cela fait que ces conféquences
different fi confidérablement de cclles qui ont licu 4 P'égard des boules non-
élaftiques, que fi les unes ont licu les autres ne fauroient écre admifes. Or
P'eau faic voir les phénomenes des boules ¢laftiques.  Donc elle ne fait pas
voir les phénomenes des boules non- élaftiques.  C’eft auffi ce qui fe prou-
ve par la comparaifon immédiate. Donc I'ean ne fauroit étre non - élafti-
que. Et réciproquement, en la pofant élaftique, les phénomenes des bou-

les élaftiques s’enfuivent.

XIL
. A ces conféquences il s'en joint un grand nombre d’autres. Ube des

plus remarquables eft qu’en ouvrant un petit trou au fond d’un vafe rempli
, d’cau
' b
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d’eau, la vitefle initiale eft due beaucoup plus & I'élafticicé & A la compref=
fion de I'eau qu'a Paccéléradon de la gravite.  Cer effer fe faic fendr le
mieux aux premieres gouttes, furtout lorsqu’elles font ifolées & petites, le
quarré de la vitefle érant en raifon réciproque des mafles. On voit dans
les fontaines faillantes que quelquefois les premieres gouttes montent 4 une
hauteur beaucoup plus grande que.celle du réfervoir. ( Mém. de I Acad.
R. des Sc. de Paris 1702.) M. D. Bernoulli, dans fon Hydrodynamigue,
dit avoir obfervé la méme chofe 4 I'égard d’'une quantité d'ean qu’on laifle
tomber dans I'eau ftagoante. Quelques gouttes fautent au deflus du niveau
de la hauteur dont I'eau eft tombée. La compreffion qui nait du choc
pourra bien {e mefurer par cette hauteur, mais la vitefle qui en réfulte fe
regle fur la mafle des gouttes qui s’élancent. M. D. Bernoulli allegue A
Iégard des fontaines quelque autre raifon, mais qui étant mieux déraillée
revient a celle-ci. Il emploie la confidération du choc. Mais dés-Jors
la queftion du choc élaftique ou non - élaftique revient.  Difons encore que
Pélafticité des particules d’eau et ¢rés parfaite, en ce que le plus ou moins
de durée de la compreflion ne I'affoiblit pas. On a obfervé la méme chofe
3 Pégard de lélaflicité de air, qui conferve fon degré d'intenfité pendant
pluficurs années,
XIIL

Une autre conféquence trés générale & fort intéreflante pour I'Hydro-
dynamique, c’eft la confervation des forces vives. Je ne défigne par ces
mots de force vive que le produit des maffés par le quarré de leurs viteffes,
ou ce qui revient au méme, par ce gu'on appelle les hauteurs dues a ces vi-
tefles.  Et de plus je n’étens encore cette confervation quautant qu'elle a
lieu dans le choc des corps élafligues.  Et. dans I'application qu’on peut en
fairc au mouvement des particules d’eau, je ne 'admets qu’autant qu'on
peut faire abftraltion de fa ténacité & d’autres obflacles acceffoires. Sous
cette condition la confervation des forces vives peut étre d’un grand fecours
dans la confidération des cas ol I'cau coule par des canaux horizontaux.
M. D. Bernoulli en a donn€ de beaux exemples dans fon Hydrodynamique.
Je n'en rapporterai qu'un feul, A caufe des réflexions que jai 4 y ajouter.

Nouv, Mém, 1784. Qq
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XIV.

Soit ABC un tuyau cylindrique horizontal en BC & communiquant
en C avecunautre CE d’'unmoindre diametre & d’une longueur indé-
finie. Jele fuppofe également horizontal.  Qu’une mafle d’eau tombant
par la partic A B parviennc & occuper l'efpace D C, en forte qu'elle foic
fur le point d’entrer dans le perit canal CE. Ce qui étant établi on fuppofe

1° Que cette mafle en 2 C a un degré donné de vicefle, & que fice
n’eft pas la vitefle de chaque particule, c’eft du moins la vitefle
qu’on peut confidérer comme moyenne.

2°% Que fiaprés quelque tems une partie de cette mafle eft entrée dans
le petit canal, en fortc que par ex. la maflc totale occupe Pefpace
P M, la vitefle de Ia partie réfidue fera changée.

3°% Qu’aux vitefles de chacune de {es parties on peut fubftituer une vi-
tefle moyenne, qu'on fuppofera étre celle de rourte la mafle réfidue.

4°. Que 'cau qui dans chaque inflant paffe dans Ie petit canal, augmente
fa vitefle moyenne en raifon réciproque des amplituder.

$° Que cette vitefle moyenne elt toujours celle de toute I'eau qui eft
dans le petit canal, n’y ayant que le rétréciflement en C qui faffe
changer de vitefle.  On fuppofe encore que I'eau ne fe fépare poin,
& c’elt A quoi la preflion de I'air contribue de fon coté.

: XV.

Faifons 1a-deflus le calcul.  Pour cet effet foit 'amplicude du grand
capal — m, tandis que celle du petiteft — 1. Soitde plus DC — g,
& V' la haureur due 3 la vitefle que 'eau a dans cer état; am ¥ fera ce
qu'on appelle la fomme des forces vives de toutes les particules au tems que
Peau commence 2 entrer duns le petit canal.  Cette fomme doit étre la
méme pour un tems fuivant quelconque.  Soit pour ce tems la mafle d’eau
en PM. Quonfafle DP — x, onaura PC — a — x. Donc
(a—x) m ferala mafle réfidue, xm celle qui a pafl¢ dans le petit canal.
Soit v la hauteur due 2 la vitefle moyenne de la mafle réfidue, vmm fera
celle qui eft due A la vitefle moyenne de 'autre partie.  Donc (@ — x)mv
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4 xm.mmv ferala fomme des forces vives, lorsque I'eau eft en P AL
Ccrte fomme étant égale & la précédente, ona

(a—x)my 4 xm . mmv — amV,
d’ou l'on déduit

¥ =

aV
2 (mm — 1) 4 a

XVL

On voit par-l4 que, moycnnant la confervation des forces vives &
fous les conditions rapportées, le calcul s’abrege confidérablement, & fait
méme que dans ce cas, comme dans beaucoup d’autres, on n’a pas befoin
de recourir au calcul intégral.  La vitefle. moyenne cft furtout ce qui four-
nit ces abrégés.,  Mais Ceft aufli précifément cette vitefle moyenne qui me
donne occafion de faire quelque remarque, a caufe de la double maniere
dont on peut l'évaluer.

XVIL
Pour cet effet divifions toute 1a mafle en autant de parties égales qu'il
fera requis pour qu'aux particules de chaque partic on puiffe fuppofer une
méme vitefle, quelque différence qu’il y ait entre les vitefles des différentes
parties. Ce qui ¢rant fuppofé, la vitefle moyenne de toutes ces parties
fera ¢gale A la fomme de leurs vitefles divifée par leur nombre. Ainfi les
vitefles ¢tant ¢, ¢’y ¢" &c. la vitefle moyenne fera

‘ _— c! + 6” + cm + &’C,
= T HRI I
XVIIL

Or quoique cette vitcfle foit moyenne dans le fens firi& du terme, je
dis néanmoins gue ce r’¢ff pas celle que le calcul exige. La confervation des
forces vives demande la fomme des quarrés des vitefles multipliés chacun par
la mafle répondante.  Or ici les mafles étant rendues ¢gales, on peut en
faire abltra&ion. Ainfi le quarré de la véritable vitefle moyenne, telle

que le calcul I'exige, fera
e d.d _+_ cH . C" + cm . cm + &C.
g == 1 4+ 1 4+ 1 4 &

.

Qq 2
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Ce quarré differe aflez du quarré de ¢ & le furpaffe toujours, Car ona
oo [ se)
— [ 4+ 1+ 1 4 &]?

F 41414+ &) = [+ "+ "+ & ]

Ce polynome, que je fuppoferai de n termes, érant élevé A la feconde

donc

puiflance, donne
1° la fomme de tous les quarrés ¢'. ¢ - ¢".¢" - &c. & parcon-
féquent la valeur nvy?;
2°% la double fomme des produits des vitefles prifes deux  deux. Le

n— I

PR
-

nombre de ces produits eft 7.
3

Soit p la fomme de ces produits divifée par leur nombre, & nous aurons
la premiere équation
nnce = ny' 4+ n.(r—1).p.

Formons maintenant des valeurs ¢, ¢, ¢” &c. autant de binomes ¢ — ¢”
? b ] ’

¢ — " &c. " — "y &c. quelles peuvent érre prifes deux 2 deux.

N o= I -
. Elevons chacun de ces bi-

Leur nombre fera également — n. =

nomes 3 la feconde puiflance & prenons la fomme de ces puiffances. Cette

fomme fera compofée
1° de la fomme (7 — 1)tuple des quarrés ', ¢, ¢".c" &c. Cette

partie feradonc — (n— 1) ¥* n;
2° de la double fomme des mémes produits.  Cette partie eft fou-
ftra&ive & égaled n.(n— 1)p.
Soit la différence de ces deux parties, ou, ce qui revient au méme, la
fommedeces fecondes puiffances —= . Et nousaurons lafeconde équation

¢ = n(n—1)y" — n(n—1)p.
Eliminant des deux ¢quations que nous venons de trouver la partie qui leur
eft commune, nous aurons

'y')':.‘"_cc-{—ﬁ-.

nn
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Par-12 on voit non feulement que 7 eft toujours plus grande que ¢, mais

aufli quelle eft la difference.
XIX,

Donc, en employant la vitefle moyenne ¢ aulicu de vy, il en réfulte
dans la fomme des forces vives un défaut. On la trouve moins grande
qu’elle ne doit étre.  Or il arrive 4 propos que la ténacité de 'eau & d’au-
tres obftacles accefloires diminuent les vitefles. 1l y a donc 1a quelque com-
penfation, qui, du moins en certains cas, peut étre exalte. On voir aflez
qu'il convenoit d'infifter (ur cette remarque.  Revenons maintenant & no-
tre exemple.

XX.

St en Otant le petit canal on laiffe 'ouverture en C, on n’a plus befoin
de tenir compte de I'cau qui en eft fortie, au moins en tant qu’elle ne réagit
plus.  Tout ce qu'il faut faire, c’eft de tenir compte de la force vive qui
par- 14 fe perd relativement A I'eau réfidue dans le grand canal. La fomme
de cette force vive perdue et — m [mmv dx, parce qu'elle fe perd
ayant la vitefle due 2 la hauteur mmv. Ce qui érant obfervé, nous au-
rons comme auparavant

amV — (a—x)mv 4 m’fvdux.
Donc en diff¢rentiant & divifant par m,
0 = (a—x)dy = vdx -4 m'vdx,

d’od I'on tire lintégrale
v e x mm = §
7 (‘ — ‘:) :
XXI.

Il cft (ans contredic 3 fouhaiter que la confervation des forces vives
puifle fournir des abrégés de calcul femblables encore dans les cas o la gra-
vité agit. M. Huyguens a fourni des vues qui peuvent y conduire, & M.,
D, Bernoulli s’en eft fervi avec beaucoup de fucces., Il s’agic d'un théoreme

trés général, dont furtout M, &’ Alembert s'eft donné beaucoup de peine de
fourpir unc démonftration, laquclle, fielle n’eft pas touc aufli générale que

Qq 3
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Je théoreme, peut du moins conduire fur les voies de I'étendre & tous les
cas qu'on voudra difcuter.  Le préfent Mémoire étant élémentaire, je
n’examinerai ce théoreme qu’en tant qu'il eft applicable au mouvement des
eaux dans des tuyaux, tel qu'il fe prélente dans la pratique.  On aura tou-
jours le choix d’aller au plus compolé, dés que les cas plus fimples feront
éclaircis.  Cleft je crois ce que demande la bonne méthode & la vraie [yn-
thefe. Yaurai foin encore de difcerner ce qui dans le théoreme de Mrs.
Huyguens & Bernoulli eft 1° de pure Géomérrie, 2° de pure Statique,

3° de Dynamique.
XXII.

Lemme premier.
Sur unc droitc foicat trois points quelconques A4, C, B. Prenant

de plus fur la méme droite un peint quelconque D, je dis qu'on aura

DA.CB 4+ DB.CA — DC. AB.
Car on a

DC — DA 4 A4AC

AB — CB ~+ 4C
donc

DC.AB — DA.CB 4 AC.(DA- AC -} CB)

donc

DC.AB — DA.CB 4+ AC.DB.

Lemme fecond.
Deux droites DB, DC, quife croifent en D, coupant trois paral-
leles quelconques Aa, Bb, Ce, jedis que
Aa.CB 4 Bb.AC — Cc. AB.
Par le Lemme premier on a

DA.CB 4+ DB.AC — DC. AB.

‘Or A caufe du parallélifme on a

n.Aa — DA
n.Cc — DC
-H-B!’_.—_DBo
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Subfticuant donc ces valeurs on aura =
n.Aa.CB < n.BbiAC — n.Ce¢.A4B.

Donc en divifant par »
Aa.CB 4 Bb.AC — Cc.AB.

Lemme troifieme.
Trois paralltles quelconques «a, Cc, 35 étant coupées par deux
droites quelconques D i3, Db, je dis qu'on aura

«a.CB+ 5. AC — Cc. AB 42 A4.BC+BB.AC.
Par le Lemme fecond on a

Aa.CB -+ Bb.AC — Cc.AB.
Ajoutant de part & d’autre les produits.

«Ad.CB 4 BB.AC

on aura
(Aa 4 «A4) .CB - (B 4 8B). AC
— Cc.AB -4 aA.CB 4 BB.AC.

Donc
«a . CB+8b.4AC — Cc.AB 4 2A4.CB 4 EB.AC.

XXIIIL
Application de ces Lemmes a la Statigue.

Si dans les trois Figures auxquelles ces Lemmes {e rapportent, on fup-
pofe dans les points 4, B dcs corps dont les mafles foient en ruifon réci-
proque de leurs diftances au point C, ce point C fera leur centre commun
de gravité, & pommant ces mafles 4, B, ona

A:CB —=B: . 4C — (A4 B) : AB.
Donc dans les Lemmes précédens on -peut fubfltituer aux diftances CB,

AC, AB les maflis 4, B, (A 4+ B).
Réciproquement, files m:ff:s 4, B font données, on prendra le

point C, enforteque (A - B) : A — AB : CB.

FJI
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XXIV.
On aura donc en vertu des trois Lemmes
DA.A 4+ DB.B — DC.(A4- B)
Aa.A 4+ Bb.B = Cc.(A-+ B)
aa. A+ Lb.B = Ccu(A-+B) +~«d.A+4 (B.B,

XXV.

Confidérant les droites D A, DC, DB, de méme que Az, Cc,
Bb, comme des parties d'un levier, il eft évident que les produits dans ces
trois équations dénoteront des momens [flatiques.  Cette manicre d'envi-
fager ces droites eft d’autant plus naturelle, qu’en effet ces équations ne
font vraies qu’autant que le point C cft le centre commun de gravité des
mafles placées en 4, B.

XXVL
Application au mouvement uniforme.

Les droites Aa, Cc, Bb difignant les vitefles des mafles A, B, il
eft évident que ces mémes produits déﬁgncront ce qu'on appelle la guantite
de mouvement, & qu'on aura

Aa. A4 4+ Bb.B — Cc (4 -+ B),
de forte que Cc fera la vitefle du centre commun de gravité,

Si les corps 4, B nont pas la méme dire&tion, on peut toujours ré=
foudre ces directions en d’autres qui foient parallcles & perpendiculaires,
p- ex. horizontales & verticales, & la direction du mouvement du centre com-
mun de gravité [e¢ décompoféra tout de méme,

XXVIIL

Application au mouvement accéléré par la gravité,

Un corps tombant, a commencer du repos, foit verticalement, foit fur
un plan incliné ou courbé quelconque, aura dans chague point de fon chemin
la méme viteffe, dés que ce point cﬂ' a la méme profondeur au deffous du ni-
veau du point d'ou il a commencé a tomber, & cette profondeur e/i’ en raifon

du quarré de la viteffe.
XXVIIL
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XXVIIL
Cet énoncé eft trés connu. Il procure Pavantage gue dés gu'il n' et
queftion que de la viteffé, il fuffit de tenir compte de la profondeur, c'eff @
dire de la dimenfion verticale, qui non feulement eft linéaire, mais conftam-
ment parallele.  Les droites aa, yc, Bb étant regardées comme verticales,
tiendront donc lieu d'échelle de la partie verticale de la chute, & par conféquent
auffi des quarrés des viteffes.

XXIX.
Si donc aa fert d’échelle pour le corps 4, Bb pour le corps B,
& Cc pour le centre commun de gravité, 1l eft clair que des parties quel-
conques de ces droites défigneront les parties verticales du chemin parcouru,
& qu'on aura
Aa.A -4+ Bb.B — Cc.(A- B)
aa.A+Lb.B = Cc.(A+B) +~aA. A4+ B5.B.

Ces équations font vraies uniquement parce que les corps étant en 4, B,
leur centre commun de gravicé elt en C, & que ces mémes corps étant en
a, b, leur centre commun de gravité eft en c.  Cela ¢ff de pure Statigue.

(Art. XXV.).

XXX,
Suppofons donc que les corps 4, B foient aux profondeurs A4, B,
apres étre tombés par des hauteurs == «.4, BB. Si apres quelque tems

ils font aux profondeurs a, &, leur centre commun de gravité fera par-
venu de la profondeur C A la profondeur ¢, & ona

@aa. A+ B6.B = Cc.(A+4B) 4+ 24.44 8B.B.

Ici donc «A, BB, «a, Cc, Bb défignent les hauteurs verticales de la
chute, & A cet égard cette équation eft de pure Statijue. Or la Dyna-
migue préte aux droites « 4, aa, BB, Bb une nouvelle fignification.
Elles font en raifon des quarrés des vitefles. Donc elles peuvent dénoter ces
guarrés A 'aide d'un coéfficient qui rende les dimenfions fomogenes. Mais
cela ne regarde point la droite Cc, qui refte de pure Statigue.  Cleft aufh
la raifon pourquoi, au lieu des guarrés des vite/fés, on aime mieux fubfti-
Nouy. Mem, 1784 Rr

Fig. §.
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guer les hauteurs verticales de la chute que pour cette raifon on nomme Aau-
teurs dues aux viteffes. Car de cette manicre Cc¢ conferve fon nom de

defcente du cemtre commun de gravité.
XXXI,

Nommons t [e tems ou les corps font aux profondeurs A, B, & + [e
tems ou ils font aux profondeurs a, b.  Onr trouvera pour l: tems + la
Jomme des produits «a . A - Bb. B, foit err les cherchant direclement,
Joit en ajoutant a la_fomme des produits «A . A 4 BB .B, qui répondent
au tems v, le produzit Cc.(A 4~ B). Car

aa. A4+ Fb.B = aA. A4+ LEB.B+4 Cc.(A4 -4 B).

XXXIL
Voila donc le théoreme de Huyguens pour deux corps. On I'étend fans

difficulté 4 un nombre quelconque de corps, dont chacun tombe fur un
plan quelconque incliné ou courbé.  Soient p. ex. trois corps A4, B, D
de forte qu'en méme tems ils fe trouvent aux profondeurs 4, B, D ayant
des vitefles dues aux hauteurs «.4, BB, dD. On joindra les points
BD, bd par des droites; on déterminera le centre commun de gravité
des deux corps B, D en E, & laverticale Ee paflera par le méme cen-
wre de gravité en e, lorsque ces corps feront en b, d.  Enfuite joignant
les points .4, E ainfi que a, e, on aura tout de méme le centre com-
mun de gravité des trois corps en €, ¢ fur les droites Ae, ae, & Cc
fera également verticale, Ce qui érant fafr, on aura

Bb.B~4Dd.D — Ee.(B- D).
Et ajoutant de parr & d'autre

Ada.d — Ada. A4
on I

Aa. A+ Bb.BDd. D — Aa.A-+ Ee.(B- DY
Or

Aa. A4 Ee. (B4 D) = Cc.(4 - B+ D)
garce que par la pature du centre de gravité on a

DA.A+ DE.(B+D) = Cc.(4d- B+ D)
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& que les droites Aa, Ee¢, Cc, font en raifon des droites D 4, DE,
DC. Donc en fubftituant on aura

As. A+ Bb.B4Dd.D = Cc.(4+ B 4+ D)
& ajoutant de part & d'autre «. 4. A4 BB.B 4 dD.D onaura

2a.A+Bb.B+430d.D = Cc.(d+ B+ D)
4 ad.A4-BB.B+} 4D, D.

XXXIIL. _

Si les trois corps A, B, C ne font pas A des hauteurs 4, B, D &
a, b, d, quon puifle placer en ligne droite, comme dans la 7™ Figure,
on joindra d’abord les points B, D de¢ méme que 4, d, & ayant déter-
miné le centre commun de gravité de ces deux corps en E, la verticale
Ee déterminera ce méme centre en ¢ pour le tems ol les corps font aux
profondeurs 4, d. Tirant enfuite les droites E .4, ea, on déterminera
le centre commun de gravité des trois corps 4, B, D en C, & laver-
ticale Cc dérerminera ce méme centre en ¢, pour le tems ol ces trois
corps font aux profondeurs a, b, d. Ce qui étant fait, on aura

Bb.B4 Dd.D — Ee.(B- D)
Er tout de méme
Mm.B 4+ Nn.D — Ee.(B - D.).

Donc
Bb.B4+ Dd.D — Mm.B -4~ Nn.D.

Ajourant de part & dautre Aa..A, on aura

Aa. A+ Bb.B4-Dd.D = Aa. A+ Mm.B+ Nn.D
— Aa.A+ Ec.(B - D).

XXXIV.

Voill le théoreme de Huyguens pour trois corps.  S'il y en a ua qua-
trieme, on déterminera la verticale du centre commun de gravité, & on
fe fervira de lexpreflion Cc . (A -4~ B -+ D), comme dans le cas de
trois corps on s eft fervi de. Uexpreflion Dd. (8 4 D). Mais pour

Rr 2

Fg 2
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denner une démonftration vraiment générale, je vais prouver que /7 ce théo-
reme a lieu a Pégard de n corps, il aura également lieu a Pégard de n - 1
corps. Jentens que ces corps tombent Librement chacun fur un plan in-
cliné ou courbé quelconque, fans fe rencontrer & fans rencontrer quelque
autre obftacle.  Soit donc un intervalle de tems quelconque.  Que pour
le commencement de ce tems 7 on multiplie chaque maffe des n corps
par la hauteur due & leurs vitefles.  Soit /Am la fomme de ces produits.
Soit de plus /A'm cette méme fomme pour la fin du tems 7. Enfin {oit
Ee la defcente du centre commun de gravité de ccs n corps pendant le
tems 7, & /m la fomme de leurs mafles. Nous aurons donc en vertu
du théoreme

SHEm — fhm -4 Ee.[m.
Qu'il y ait maintenant un corps de plus. Que ce corps ait la maffe — 4;
qu’au commencement du tems 7 il foit 3 la profondeur 4 & qu'il aicla
vitefle due A la hauteur 2 4. Qu’d la fin du tems + il foit & la profon-
deur a, il aura la virefle due 4 la hauteur 2a.  Qu’on joigne les points
A, E, de méme que ae, par des droites, & que fur ces droites on pren-
ne le centre commun de gravité C, ¢ de forte que

AC. A — CE.[m

ac .A — ce./m.
Cc ferala defcente du centre commun de gravité des m -~ 1 corps, &
on aura par des raifons purement [latiques :

A2. A4 Ee.fm — Cc.(A4 - fm).

Ajourant de part & d'autre le produit 2.4 . 4, cette équation fe change en

(1 aa. A+ Ee./m — Cc.(dAd~4 fm)+ «4.A.
Or I’équation pour 7 corps érant

(II). fKkm — Ee.[m-4 [hm,
on aura, en éliminant le produit Ee. /m,

aa. A4 fEkm — Cc (A+ fm)~4ad. A4 [hm,

¢e qui veut dire

(HI). fE(m 4 1) = Cc.f (mF 1) 4 Sh(m4 1)
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Or I'équation (I) érant vraie par elle- méme, il eft évident que fi Péqua~
tion (II') eft vraie, I'équation (III) Peft aufi.  Mais le théoreme (I) eft
vrai pour deux corps; donc il eft vrai pour 3 corps; donc aufli pour
4, 5,6 &c., c'eft A dire pour autant de corps qu'on voudra.

XXXV,

Tant que chacun des corps tombe librement dans des plans inclinés ou
courbés quelconques, il ¢ff indifférent qu'ils foient élafliques ou non. Tourt
ce que nous venons de dire aura également licu.  Mais dés gue ces corps en
tombant fe choquent, [foit entr’eux, foit contre des obflacles immobiles, I'é-
lafticité entre néceffairement en ligne de compte.  Car on fait que ce qu'on
nomme la confervation des forces vives n’a lieu dans le choc que lorsque les
corps font parfaitement élafligues. Or comme les particules de I'eau le font,
il fuffira que nous examinions les cas ot les corps font élaftiques.

XXXVL

8¢ donc un des corps chogue contre un obflacle immolile, fon élafliciré
fait gu'il en réjaillit avec la méme viteffée qu’il avoit avant le choc, La di=
re&tion de fon mouvement fera néceflairement changée. Mais comme ce
changement fc fait dans un point, la profondeur pendant linflant ou fé fait
le choc, efl cenfée refler la méme. Donc la méme vitefle continue d’étre
due A la méme hauteur pendant l'inftant que dure le choc, & cct inftant
fera d'aurant plus court, que le corps élaftique fera plus dur.  Suppofons
que ce foit le corps 4 au tems ot les trois corps font en A4, B, D. Le
changement de dire&ion qui nait du choc, fait que lorsque les autres corps
font parvenus aux profondeurs 4, d, & par conféquent leur centre com-
mun de gravité A la profondeur e, le corps A n’eft pas encore parvenu A
la profondeur a. Suppofons qu'il ne foit parvenu qu’d la profondeur a'.
Il n’aura donc que la vitefle due 4 la hauteur a4’. Eturant la droite o',
le centre commun de gravité ne fera parvenu qu’a la profondeur ¢, Cela
fait quau licu de P'équation précédente on aura la fuivante

ad A+ Lb.B+4éd. D — C.(A~+4 B~ D)
+24.A4A 4 BB.B4JdD.D.
Rr 3
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Mais auffi ne veut-on pas favoir quelle équation om auroeit fans le choc,
Le choc s’étant fait, on veut connoitre P'état du fyfteme tel qu'il eft aprés ce
changement.  Et cette équation fait vair qu'on ne luifle pas de pouvoir le
comparer avec I'état ol il éroit avant le choc, parce que le choc ne change
rien 4 la hauteur «a, & quant A la hauteur 44, on la prend telle quelle
eft, de méme que Ja hauteur Cc'

XXXVIIL

Mais guand les corps [é chogquent entr’eux, alors leurs viteffes aprés le
choc font ordinairement différentes de celles qui avoient liew avant le choc.
Suppofons que les deux corps B fc choquent au moment qu'ils font aux
profondeurs B, D. Avant le choc leurs vitefles éroient ducs aux hau-
teurs BB, DJ. Suppofons quaprés le choc elles foient dues aux hau-
teurs BS, D¢, & que dans le tems ol le corps 4 parvient i la profon-
deur a, les corps B, ID parviennent, non aux profondeurs 4, d, ol
ils feroient parvenus fans le choc, mais aux profondeurs 0, d. Or on
fait que le choc ne change ni la direction ni la viteffe du centre commun de gra-
yité, Donc les points E, ¢, C, ¢ reftent tels qu'ils font.  De plus on
fait que dans le choc des corps élaffiques la fomme des produits des maffes par
les quarrés de leurs vitelfés, ou, ce qui revient au méme, par les hauteurs dues
& ces viteffes, ¢fl lo méme tant avant gu’aprés le choc.  On aura donc

¢B.B=4¢D.D — BB.B 4 3D.D.
Er par une confidération purement flatique on a de plus

Bt .B+4 Dd'.D — Ee.(B-+ D).
Ajoutant enfcmble ces deux équations on aura

BY.B~49dd. D — Ee.(B+ D)4+ BB.B+44¢D.D.
Et de plus ajoutant encore I'équation

ea. A — ed. A+ Aa. A
on aura
. 4a. A+ PV .B+4¢d.D — Ee(B+4 D)
+ AAa. A+ ad. A4 BB.B4 3D .D.
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Mais par des raifons purement [latigues on a

Ee(B+4 D)+ Ada.A = Cc.(A4A-+ B-L-Ch
Donc fubflituant cette valcur, on aura

ea, A4+ RF¥.B4+3dd.D = Cc.(44+ B4 C)

+a2Ad. A4 EB.B4 $D. D.
Voila donc l’étar du fyfleme avant le choc comparé & celui qui a lieu lors—
gu'apreés le choc il s'eft écoulé un tems quelconque, fi pendant ce tems les corps
ont continué de tomber librement dans des plans inclinés ou courlés guelcon-
ques. Yobferve que le corps A peut étre regardé comme la maffé réunie
Pautant de corps gu'on voudra, [i par Aa on entend la defente du centre
commun de gravité de ces corps, & que par « A . A on entende la formme des
produits des maffes par les hauteurs dues aux viteffés, pendant que leur centre
commun de gravité eff a la profundenr A.
XXXVIIL

Voici maintenant le réfulac fival de ces recherches..

Soir un nombre quelcongue de corps élafiigues, qui dans Tefpace ayent
pour un moment dorné des viteffes & des dircclions guelcongues données, gui
de plus ne foient agitées par queljue autre force externe gue par celle de la
gravité fuppoféc verticale & conflarte, & qu'enfin ces corps s entrechoquent
mutuellement , fuivant gu'ils fe rencomrent, ou qu'tls réjailliffent d’cljlacles
immobiles quelcongues.  Soient aprés un tems guclcongue les viteffes de ces
mémes corps quelcongues; fulflituant a ces viteffes les hauteurs qui leur font
dues, jedis: qu'en multipliant la maffe de chague corps par la hauteur due &
Ja viteffe initialey, & gi'en multipliant de plus la fonime des maffes par la def=
cente verticale ou la partie verticale de la defcente du centre commun de gra=
wité pendant un tems quelcongue =,. la _fomme de tous ces produits fera la
méme gue celle gi’on trouve en multipliant chague maffe par la hauteur due &

Javitefle a la fin du tems v, & ajourant ces produits enfemble.
XXXIX.

Voilk le cas des fluides qui fe meuvenr par des canaux verticaux. ou inw

¢linés ou courbés d’'une maniere quelconque, abftra&ion. faite de la ténacigé:
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& d'autres obftacles accefloires,  La vitefle nait de la gravité, dont I'a&ion
eft verticale, & cette dire&ion n’cft changée que par le choc & la courbure
ou l'inclinaiflon des canaux. Le réwréciflement des canaux multiplie des
chocs & contribue par-13 4 accélération qui en réfulte.  Notre théoreme
peut donc y écre appliqué. . Ecil donne I'avantage, qu’il fuffic de connoi-
tre [état initial & la deféente du centre de gravité aprés un tems quelcongue,
pour connoitre le méme étar tel gu'il eff aprés ce tems.  Jentens ici par érat
la_ fomme des produits de chaque maffe par la hauteur due a fa viteffe. Et
pour abréger le calcul on fubftitue quelque viteffe moyenne aux viteffes reelles,
en tant qu'clles nc different pas beaucoup l'une de lautre, ou du moins pas
en forte qu'il faille néceflairement tenir compte de leur différence, comme
cela eft requis lorsque c’cft le récréciflement du canal qui change les viteflcs,
quoiqu’encore 4 cct égard on fe borne a tenir compte du changement qui
en réfulte pour les viteffes moyennes, afin de rendre le calcul moins prolixe
& moins embarraflant. Du refte on ne fauroit difconvenir que ces abrégés
du calcul ne ¢ faflent aux dépens de lexaclitude, & il faudra favoir gré A qui
fournira des principes ou des manieres d’appliquer les principes au calcul,
qui joignent 4 I'avantage de la briéveté celui d’'une plus grande exaditude.
Tai faic voir ci - defus que les défauts qui naiflent de la vitefle moyenne com-
penfent du moins en partie ceux que la ténacité produit & dont on ne tient
pas compte.  Cela ne laifle pas de rendre Yufage de ces abrégés plus tolé-
rable. Donnons maintenant un exemple,

XL.

Soit .4 B un réfervoir que je fuppoferai parallélipipede. Que I'eau en
defcendant & remontant par le canal cylindrique CDEF jaillifle par le
petit tuyau FG. Texprimerai par 1 lairc de lorifice G, par 7 I'am-
plitude du cylindre CDEF, & par m la bafe du réfervoir.  Si donc
pour un tems quelconque la hauteur due 2 la viteflc moyenne ‘de I'cau du ré-
fervoir et — v, la hautcur due 2 la vitefle moyenne de P'eau jailliffante par
G fera — mmv, & la hauteur due 2 la vitefle moyenne de P'eau dans le

canal CDEF fera — mmyv:nn. Faifant de plus '
FG — &,
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FG — &, AB — e
FE = & AP — x
ED — b
DC —= b

on aura les maflfes d’eau

en FG —_—r

en CDEF — n(a—+ b6+ ¢)

en PB — m (a—x)
& par conféquent pour le tems + la fomme des produits, ou fi lon veut
des forces vives,

h.mmvy n.(a—{—b—]—-c) mﬂ’:v + m(e—x).v.

XLL
Pour connoitre I'état de cette quantité d’eau au tems = -4~ dr, il faut
d’abord trouver la defcente du centre commun de gravité pendant le tems
élémentaire dv. Or pendant cet intervalle la furface de I'eau dans le ré-
fervoir s’eft abaiflfée de P en p de la quantité Pp — dx. Le réfervoir
adonc perdu lamafle m dx. En échange une mafle égale eft fortie par
G avec une vitefle due 4 la hauteur mmvy. Par-1d on trouve fans peine
que la defcente du centre commun de gravité a été
‘ m(c+ e—z)dr — m (a4 £L)d=x
h4n(a+4b4c) + (e—=x)m :
Cette defcente étant multipliée par la mafle totale donne
m(c4+e—x)dx — m (a4 k)dx,

quantité qui doit étre ajoutée A lafomme des produits trouvée dans larticle
précédent, afin d’avoir une fomme égale A celle des produits que nous al-
lons trouver pour le tems 7 4= d=.

dy =

XLIL
Pour ce tems la vitefle de I'eau du réfervoir eft due 2 la hauteur
v - dv, & celle des autres mafles aux hauteurs mm (v 4 dv):nn &

Nouv, Mém, 1784. Ss
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mm (v 4= dv). Or les mafles étant multipliées par ces hauteurs donnent
les produits

m(e—x—dx) . (v dv)
n(atb4c). (v4dv) =
(k4 mdx) . (v4dv)mm
Cette fomme étant égale 4 la précédente donne
(ct+e—x—a—Fhi)mdx  kmmv

m

4+ n(a4b-4c). -;-Ev 4+ m (e—x)v
— m(e—x—dx) (v4dv) 4+ n(a+4 b+ ¢)
(v 4 dv) E-:-‘ v (b4 mdx) (v-4dv) m*
d'od 'on déduit
(c4+e—x—a—0t)dx — [c—x—l—a’zm-—]—?
(a4b4c)]dv4 (mm=—1)vdx.
Et en faifant pour plus de briéveté
e+ hm+4 = (a4b4c) = B

& pofant v — o, lorsque x — o, on aura l'intégrale

5 (o8 —fom Bk — — (a + b + ¢)
v — —_— 4 :
- mm — 1

MM =—

B ( B I == mm
mm—-_— s B—x)

C_d—.&-——B—&m—-T.(a_l_b_"c).( B ):—-—mm
e : Be—rx

M w1

XLIIL
Si le rapport m eft fore grand, mm le fera d’autant plus. Cela fait
que, pour peu qu'il fe foit écould d’eau, la valeur

4=
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devient fi petite, qu'on peut Pomettre. Et pofant par la méme raifon
mm auliende mm — 1, mm — 2, on aura fimplement

vmm — ¢ e x a h

ce qui veut dire qu’alors eau fort par G avec la vitefle due A la hauteur
NG, quieft celle du niveau de P au deflus de Pouverture G. Cleft la
regle qu'on a employée de tout tems.  Ici nous voyons qu’elle admet des
reftri®ions. Mais nous verrons bientét qu’elle fert de mefure lorsqu’il s’a-
git de déterminer la réacdion de leau qui nait de Paccélération dne au rétré-
ciffement.

XLIV.
Pour cet cffet je reprens la formule différenticlle en lui donnant cette

forme

m —_— g — — (i — vm] dx
do = Rt Bl ot i b

m(e—z) + hmm + n(a + b 40) —
Je dis que c'eft la forme qu’clle doit avoir lorsqu’on weut la comparer avec
la loi fondamentale de la Dynamique, en forte qu’on tienne compte de la
force motrice, delamaffé, dePefpace & de la viteffe, fans fubftituer A ces
trois derniers articles quelque force motrice purement idéale. La loi fon»

damentale de la Dynamique donne
Pdx

M
ob P eft la force motrice, M la maffe, dx Iélément de 'e/pace, dv I'é-

I¢ément de la hauteur due 3 la vireffe, & la formule

Pdr
dv — ——
- M

dy =

donne le rapport entre ces quatre guantités, qui en clles- mémes font trés
hétérogenes, de forte qu'en toute rigueur cette équation doit avoir la forme
fuivante

——

 §

. _— . —

dv_.F d=x 1
'; 1 M

ot chaque unité eft homogene avec la quantité au deflous ou au deffus de la-
quelle elle fe trouve.  Cleft donc une métonymie lorsqu'en faifant

Ss 2
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Mdy
P - dx

on regarde Mdv : dx comme une force motrice, tandis que ce n’eft
qu'au moyen des unités & des rapports que je viens d'indiquer que c'cft une

valeur égale A celle de la force motrice P,

XLV.
Ce o'eft pas qu'en prenant la formule
dy — Pdx
. M

telle qu'elle eft & doit étre, on puifle prendre pour P, M la force motrice
& la mafJe fimplement telles qu’elles font en elles- mémes.  Car
1° la force motrice peut agir obliguement, & dans ce cas il eft clair
qu’elle doit éwre réduite. |
2° Elle peut agir médiatement, comme quand elle agit moyennant des
rouages &c. Encore alors elle admet des réductions fondées fur le
principe du levier. “
3° Elle peut étre contrebalancée foit par d'autres forces, foit par quel-
que réa&ion ou des obftacles &c. 1l eft clair qu’en ces cas elle doit
écre diminuée pour autant qu'elle eft empéchée de produire du mou-
vement.
4°. Tout de méme les mafles peuvent étre difpofées en forte qu'clles
n’acquierent pas la méme viteffe & par conféquent pas la méme ac-
célération. Cela fait qu'en retenant la vitefle de I'une de ces mafies,
toutes les autres mafles doivent étre réduites en raifon réciproque du
quarré des vitefles, ou bien en raifon réciproque des hauteurs dues
A ces vireffes.

Tout cela étant obfervé, le calcul fe fait fur les forces motrices, les
maffes, les efpaces & les viteffes, ou les hauteurs dues a ces vireffes, ré-
duites s'il le faur, mais fans que pour cela les expreffions changent de figni-
fication, comme cela arrive quand on regarde M dv : dx comme une
force motrice, tandis que les leteres M, v, x dénotent des maffes, des
hauteurs & des ¢fpaces.  Cela choque quand on n’avertit pas que c’eft une
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fignification empruntée, mais que du refte on étoit en droit d'emprunter,
parce que par les unités & les rapports indiqués ci-deflus on peut la rendre
égale 2 la valeur d’une force motrice.  On emprunta cette fignification en-
core par la raifon qu’on crut que les corps en mouvement avoient une force
uniquement par ce qu'ils font en mouvement, force qui devoit éere diffé-
rente de celle de élafticité ou de la gravité, force enfin dont on ne favoit
pas trop bien fi elle eft le produit de la mafle par la vitefle ou par fon quarré.

XLVL

Aprés ces remarques reprenons notre équation
[m(ce+e—x—a—=h) — (mtm — 1) vm] . dx

m(e—z) + hmm + n(a+b+¢) . —

dy =

& nous voyons bientdét que le dénominateur eft la fomme des différentes
mafles, c’eft A dire celle du réfervoir m (e — x) telle qu'elle eft, & cel-

les du canal CDEF, n (a4 b+ ¢) multipliécpar =, C’cft A dire

réduite au réfervoir, ou bien 2 la vitefle de celle du réfervoir, & enfin la
mafle du tuyau FG, 4, muldpliée par mm, c’eft A dire réduite 2 la vi-

teffende celle du réfervoir,
XLVIL

Comme donc le dénominateur défigne la maffe totale réduite au réfera
voir, & que dx cft I'élément de P'e/pace par lequel la furface de I'eau du
réfervoir s’abaiffe pendant I'élément du tems dr, il s’enfuic que le nu-
mérateur défigne la force motrice en tant quelle imprime 4 la mafle ré-
duite I'élément de la vitefle due A la hauteur v. Nous voyons que cette
force motrice eft diminuée.  Car la vraie force motrice feroit —
m (c + e x a k). Mais il faut en fouftraire la partie
(mm — 1)vm, requife pour l'accélération due au rétréciflement en C,
& furtout en F. Pour interpréter cetre partie fouftractive, obfervons que
myvv défigne la hauteur due A la vitefle de l'eau jailliflante par G.  Mais
cette méme eau fans ce rétréciflement a la vitefle due A la hauteur v. Donc

Ss 3
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«ce qui eft di au réwéciflement ne .peut fe rapporter qu’i ls hauteur
{mm — 1) v. Cette hauteur étant mulcipliée par la bafe m, donne une co-
lonne d’cau dont le poids équivaur 2 la partie fouftradtive de la force motrice.

XLVIIL

Cette interprétation nous fait voir que quand méme la vitefle de Peau
jailliflunte par G n’cft due A la kauteur de la preffion NG que fous certai-
nes conditions (Art. XLIIL) toutefois la _réacfion produite par le rétrécif=
Jement f¢ mefure par la hauteur due a cette viteffe, c’cft A dire par la hauteur
mmv & qu'il ne faut fouftraire de cette hzuteur la partie dv que parce
que cette vitefle n’eft pas due toute entiere au rétréciflement. Nous voyons
de plus gue cette réaclion fe répand fur toute la [urface m, [fans que par ld
Jfon intenfité foit diminuée. Car la hauteur (mm — 1) v doit étre mul-
tipliée par la bafe m toute entiere.  Cette propofition eft I'inverfe du fa-
meux paradoxe hydroftatique qui dit, que le fond d'un vafe étroit par en
haut & rempli d’cau foutient une preflion égale A celle qu'il foutiendroit fi le
vale avoit en toute fa hauteur une amplitude égale A celle de fon fond &
qu’il fc rempli d’cau 2 la méme hauccur (Are, VIIL X.).  Ici Ceft la fur-
face P qui tient lieu de fond, la réaion agiffant de bas en haut,

XLIX.

Voyons maintenant ce qu'il en eft de la ténacité, des forces de cohéfion
& du frotzement,  Ces trois cffets fe confondent 2 certains égards, mais 4
d’autres égards il faut du moins diftinguer le dernier des deux premiers, en
tant qu'ils doivent étre calculés difféeremment.  Je regarde donc les deux
premiers effets & en partie auffi le troifieme comme tels, gue leur valeur ef?
Jouftractive de la force motrice.  Quant 4 l'autre partie du troifieme effet,
ie la regarde comme dépendante de la viteffe, en forte gu'elle croit en raifon
de la hauteur due a la viteffe.  Voici fur quoi ces énoncés fe fondent.

L.
Premiere Expérience.
On fait qu'une aiguille, aflez, mince pour cet effer, nage fur P'ean lors-
qu'on I'y place doucement & fans choc. Or j’ai trouvé qu'une aiguille
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longue de 17 lignes & pefant 3 grains nageoit, tandis qu'une autre de mé-
me longueur mais pefant 5 grains couloit A fond; quoique du refte je viffe
qu'il s’en falloit peu qu’elle ne reftac fur 'ean, parce qu’elle s’enfongoit avec
quelque lentear aflez fenfible,  Elle avoit, pour ainfi dire, de la peine 4
fe frayer le chemin. Mais dés qu’elle fut au deflous de la furface, elle alla
bientét A fond. Jen infere qu’une aiguille de la méme longueur, mais
tant foit peu moins pefante que § grains, feroic reftée fur Peau.  Je regar-
derai donc ce poids de 5 grains & cette longueur de 17 lignes comme étant
le dernier terme de la poffibilité, du moins pour le degré de chaleur qu’a-
voit I'eau, qui ne furpafloit que peu celui de la température.  Je dirai en-
core que les 17 lignes font du pied de Rhin, que c’eft la longueur des ai-

guilles fuppofées non - pointues, & que les grains font des ;5 parties de:
la livre, poids de Berlin.

LI

Il eft évident que ce qui fait nager l'aiguille fur Peau eft ce qu'on peut
nommer la ténacité ou les forces de cohéfion, & en partic auffi le frottement.
Ces cffets fe confondent, mais il eft également évident gue leur fomme équi-
vaut au poids de l'aiguille, & que confidérant ce poids comme force mo-
trice, il faut en fouffraire cette fomme, qui pour étre égale laifle un.
refle — o.

LIL
Seconde Expérience.

Ayant fufpendu verticalement un fil de fer de épaifleur de r, z ligues,
je trempai une plume dans I'eau, & rouchant avec la pointe de la plume le
fil de fer, pour laiffer peu A peu découler I'cau vers le bout inférieur du fil,
je vis qu'il s’y forma une goutte dont la hauteur depuis le fer jusqu’au bas
de la goutte étoit de 2, § lignes, le plus grand diametre de 1, 6 lignes,
& que ce plus grand diametre étoit 4 un tiers au deflous du fer. Cette
goutte s'allongea trés lentement & s'exténua prés du fil de fer, en forte

qu’cnfin clle tomba.
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LIIIL
Concevons un plan horizontal qui' paffe par la goutte 13 ob elle fe
rompit, nous aurons une fedion circulairc d’environ unc ligne de diametre.
Et il eft clair que les forces de cohéfion de coté & d’autre de cette fe@ion
équivalent au poids de la goutte. Je trouve que fi l'aire de cette feion
circulaire eft de trois lignes quarrées, ces forces de cohéfion ou la ténacité
équivalent au poids d’un grain. Ceft la force abfolue, en ce qu'elle agit

dans la dire&ion perpendiculaire au plan,

LIV.

Ces deux Expériences font voir que la ténacité fait équilibre A un
poids, & qu'il y faut de la force pour la vaincre au point, qu'en augmentant
la force il puiffe en réfulter du mouvement. Il eft évident que le mouve=
ment ne peut étre di qu'a ce furplus de force. Obfervons encore, A égard
de la premiere Expérience, qu'il s’enfuit qu’ la furface de I'eau il doit y
avoir des empéchemens qui n’ont pas lieu au deffous de la furface, parce
que l'aiguille, aprés avoir percé la furface, coule fort vite A fond.

LV.
T'roifieme Expérience.

Si dans un tuyau recourbé I'eau fait des ofcillations en s’élevant & s’a-
baiffant alternativement, ces ofcillations rappétiffcnt au point de cefler cn-
tierement en fort peu de tems.

LVL

Je ferai voir ci- aprés par le calcul: 1°. que les ofcillations peuvent de=
venir plus petites lorsqu’il y 2 un obftacle qui croit avec la vitefle; 27 que
cet obftacle tout feul n’empécheroit pas les ofcillations de continuer 4 l'in<
fini, nonobftant qu’elles deviennent toujours plus petites, & que par con-
féquent il doit y avoir encore un obftacle qui rende la durée des ofcillations
finie, de forte qu'aprés un tems fini clles ceflfent enticrement; 3° que la
ténacité, en tant qu'elle fait équilibre 4 une partie de la force motrice, pro-

duit cet effer, mais en forte que fi c’étoit la feule caufe, les ofcillations dé-
croitroient
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croitroient en progreflion arithmétique; ce qui étant contraire 4 I'expé-
rience, le premier obftacle ne fauroit étre omis.

LVIL
Quatrieme Expérience.

En imprimant un degré quelconque de viteffe 4 un corps qui flotte fur
une eau ftagnante, le mouvement qui en nait fe rallentit au point d’étre ré-
duit & zéro en fort peu de tems, & le moment ou cela arnive peut aflez bicn
étre appercu,

LVIIIL

Il y a dans cette Expérience une circonftance de plus, c’eft la réfiffance
de leau. Le corps qui fe meut, choque les particules de 'eau, & par-13
il perd néceflairement de fa vitefle.  Et comme fa mafle peut étre regardée
comme infiniment plus grande que celle d’une particule d’eau, les loix du
choc nous font voir que la perte de vitefle due au choc contre chaque par-
ticule eft en raifon de la vitefle elle-méme. Or la fomme de ces pertes
pour un tems dr croit néceflairement en raifon de I'efpace parcourn dx.
Soit donc la vitefle — ¢, onaura —ndec¢ — c¢dx, & en mulaplant
par ¢ onobtient — ncdc — ccdx. Sidonc la hauteur due A la vi-
tefle ¢ et — v, cette équation fe change en —ndv — v dx. Voi-
11 la formule pour la réfiftance de V'cau.

LIX.

Le frottement produit un effet femblable, en ce qu'il préfente égale-
ment 'idée d’'un choc.  On fait que cet effer du frottement fe fait voir fur-
tout aux cotés des canaux dans lesquels 'eau fe meur, le mouvement y
étant vifiblement plus lent.  Le frottement fuppole quelque afpérité dans les
furfaces. Jignore ce qu'il en eft A 'égard de la furface des particules d’cau
clles-mémes.  S'il y a quelque afpérité, elle diminue néceflairement la vi-
tefle des particules lorsqu’elles gliffent les unes fur les autres.  On com-
prend auffi que la ténacité, quand bien méme elle eft vaincue en forte que
les particules fe meuvent, influc néanmoins fur leur vitefle en lu diminuant.
Elle fait que les particules qui s’entrechoquent ne réjailliffent pas avec les

Noxv, Mém. 1784, Tt
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viteflcs quelles auroient fans cet empéchement.  Nous pourrons donc re-
garder la formule (Art. précéd.)

vdx
dv —

n
comme comprenant tout ce qui regarde la diminution de la vitefle, qui dé-
pend de la vitefle elle-méme. 11 fuffic de déterminer le coéfficient n en
conféquence.  Pour embrafler en peu de mots cc que je viens de faire
voir, je dirai qu’en général les obftacles, tels que font la ténacicé, le froc-
tement & la réfiftance, diminuent immédiatement 1°. la force motrice, &
de I nait une vitefle moins grande; 2°. la vite/Jé toute acquife, & A cet
égard la diminution de la vitefle eft en raifon de la viteffe elle- méme & du
chemin parcouru.  Faiflons voir tout cela plus en détail, en appliquant le
calcul A la quatriecme Expérience.

LX.

Sur une eau ftagnante foit une barque .4 mue par un poids p, moyen-
nant la corde pCB qui pafle fur la poulie C. Si d’abord la barque eft
en repos, le poids p doit avoir une certaine grandeur ¢, uniquement
pour que le mouvement puiffe commencer. Ce poids ¢ eft donc requis
pour faire éguilibre 4 la ténacité & 4 la partie du frottement qui ne dépend
pas de la vitefle.  Si donc le poids eft — p, fa force motrice & cer égard
fera —p—g¢. Soit Q la mafle 2 mouvoir, & pour un tems 7 quel-
conque foit v la hauteur due A la vitefle & x Tefpace parcouru. Nous
aurons par la loi fondamentale de la Dynamique

— 2=
dv = o dx,
Cette formule donneroit un mouvement uniformément accéléré, Mais il sen
faut de beaucoup que ce mouvement aic liev. Car tant la réfiftance de
P'eau que le frottement s’y oppofe, en forte qu'enfin la vitefle devient con-
Slante, aucignant fon maximum. Soit »” la hauteur due i cette vitefle
terminale, & nous aurons

dv — 0 o _I;
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Car l'effet de la réfiftance & du frottement croit en raifon de la hauteur due
a la vitefle (Are. LIX.). Et de plusil faut que dv — o, lorsque v — V.
Obfervons encore que le rapport (p — ¢) : P~ pour la méme barque eft
conftant. A cet égard il n’eft pas nécefluire que p — ¢ foit la force mo-
trice & }7 la hauteur due A la vitefle terminale a&uelle.  Ainfi, au lien
de p—g¢, je poferai une force motrice arbitraire P, & je défignerai par
V" la bauteur due 4 la vitefle, qui fera terminale lorsqu’en effet on em-
ploic cette force P. La formule fera donc

d'ol en faifant x — o, lorsque v — o, & pofant log. hyp. ¢ — o, on
tire Iintégrale )

VvV -..._.- 'P'_""’-:_q . V‘ (!_C—PI:QI’).

LXL

Suppofons maintenant que la barque ayant acquis un certain degré de
vitefle qui foit dit A la hauteur — /%, on coupe la corde, la barque conti=
nuera de fe mouvoir.  Qu’aprés un tems quelconque 7 fa vitefle foit due
A la hauteur v, & que le chemin parcouru depuis que la corde a été cou-

pée foit — x, on n’aura qu'a faire p — o, & la formule différenticlle
fera
Py
dv = — L dx — . dx
Q eV
d'olt 'on déduit lintégrale '
_ oV h 4 gV P
* = F el
Or le mouvement ceflant, on a v —= o, ce qui donne l'efpace parcouru
total
__ eV . _ k4 gV:P
X = a lﬂg gV : P *



332 Novveauvx Mémorres pE r’Acapkmiz Rovare

Ainfi ce chemin total eft une guantité finie. Et le tems eft également unc
quantité finie. Car faifant — g la chure dans une feconde, on auraen
général

—_— gV:P P.r :aQV
QV—— [Arcf'n (VgVP-}-& )
¢V:P
Arc fin . V m"‘;—ﬁ]o
Or le finus ne pouvant étre plus grand que le rayon, on aura pour le tems
total

— x gV:P
z = ”P [,w Arc.ﬁanV:P_’_h]
ol par # Jentens la demi- circonférence du cercle, le rayon étant — 1.

LXIL

Pour &claircir Pufage de ces formules par un exemple, fuppofons que
la barque a été pouflée en forte qu'au moment ot elle a commencé A fe
mouvoir librement, fa vitefle a été de 5 pieds de Rhin par feconde, ce qui
donne la hauteur 24 —— o,4 pieds. Suppofons de plus que ce mouve-
ment s’eft réduit 2 2éro dans une minute de tems & que le chemin parcouru
a été de 100 pieds de Rhin. On aura donc ' = 60" & X = 100 pieds.
Or x étant — X, ona -

S =TT
& de plus
T = Qs V”P ; [{r—Arc.ﬁan;‘F;:-z
Faifons pour plus de briéveté
gV : P —
V m S ﬁnt.

Et ces équations fe changent en

ﬁniz S e—-PX:QV

T'—'Q V”P [%r——:].
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D¢ 1 on déduit

o
A — 2° |, cots
P
: V F
X =— — b LA log fin e
& enfin
- r.ang'.logﬁn..

Equation par laquelle on trouvera langle ¢, les valeurs de g, 4, T, X
érant données.  Afin de trouver cet angle avec moins de tdtonnement,
jai calculé la fon&ion

s— 37

tang g . log . fing

pour plufieurs angles, ce qui m’a donné la Table fuivanter

=

I I

o [ ] g7 i §E— 5 T

ts . 11 tg . Ifa

o® infini 30 | 3,61676

i 1 40 | 2, ;;;16L

5 6, 94932 | 5o | 2, 19810

10 4, 52305 | 6o | 2,10119
20 3, 12864 | 70 | 2,04252
21 3,07514 | 80 | 2,01028
12 3,01697 | 90 | 2, 00000

Cette Table fait voir que I'angle ¢ fe trouve d’autant moins exa@ement
qu’il approche plus d’un angle droit. Or nous avons la viteflc initiale
V4gh = spieds, T — 60", X — 100 pieds, & par conféquent

$E— 37 e F1 69

5.

tang g , log fing ~— 100

e i/

Cette valeur étant cherchée dans la Table fait voir que ¢ — 22° 19",
Donc log . hyperb. fin s — — 0,96830. Donc I'équation
X : — E-ig"z . log . ﬁn

Tt 5
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donne

— o0,019366 . Q.

S

& l'équation
¢V

}P

. cot &"

fc change en
P
g — o0,067394 . =
Subfticuant la valeur de P : 17, on aura

g = Q
= s
Par 1 on voit que l'effer de la ténacit¢ ¢ équivaur & la —™ partie du
poids de la barque.  Si donc le poids dc la barque eft de 766 livres, il
faut une livre de force pour vaincre la ténacité,  Cleft peu de chofe. Ce-
pendant ce peu de chofe fuffit pour faire ceffer le mouvement en unc mi-
nute de tems.  Au refte, quoique je n'aye rapporté cet exemple que pour
appliquer les formules & un cas particulier, les données que Jy fuppofz ne
faiffent pas d’Cire telles qu’elles puiirt:nt avoir licu en cffer, d’autant que j'ai
laiff¢ indécis quelle eft la figure de la barque, de méme que d'autres cir-
conftances auxquelles il faut avoir égard quand on veut entrer dans un plus
grand détail.  Outre cela cet exemple peut étre d’ufage lorsquon veut dé-
terminer les valeurs de 42, X, 7, P : I7 par des expériences réelles &
faites dans cette vue. Voici maintenant un autre exemple, qui fe rap-
porte 2 la troifieme Expérience.
LXIIL

Soit AEDB un tuyau cylindrique recourbé, rempli d’eau dans la par-
tie MGN, de forte que fi cette cau eft en repos, fes furfaces foient au
niveau de la droite M. Si la ténacité ne faifoit point obftacle, ce ni-
veau feroit toujours exa&. Or celan’a pas lieu. “Auffi, quand le tuyau
cft étroit ou capillaire, s’en faut-il de pluficurs lignes, en forte que p. ex.
Yune des furfaces fe foutiendra au deflus de A1, tandis que l'autre fera au
deffous de V. Suppofons que I'eau ait été élevée dans la partie GA jus=
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qu'en A, en forte que dans l'autre partic clle foir abaiffée en Q.  Si donc
on la laiffe defcendre librement, elle fera des ofcillations qui en diminuant
fe réduifent enfin 4 zéro, & méme en fore peu de tems.  Pour calculer ce
cas, je défignerai tant les poids que les mafles des différentes parties de P'eau
par les longucurs des colonnes, ces colonnes étant du méme diametre, &
n'y ayant d'abord & confidérer que les rapports.  Ainfi la longueur
MGN — AGD — PGQ — b défignera la mafle totale. Je ferai de
plus AM — DN —a, PM=NQ =x», PM=NL=¢
plus grande différence du véritable piveau que la ténacité produit.  Enfin
je poferai l'angle AMIH — w, & l'angle BNK — @, & je défignerai
par v la hauteur duc A la vitefTz de 'cau lorsqu’elle eft defcendue en P

LXIV.

Ce qui érant érabli, la force morrice de Peau et — x (fin @ -}~ fin ).
De cette force il faut foultraire la partic ¢ (fin @ 4~ fin @) qui eft deftinée
a vaincre la ténacité & la partic du frottement qui, ne dépendant pas de la
vitefle, eft conflante. A cet égard donc on auroit

(x=— 1) . (f;n&l + fin @) . il

—_—dy —

Je mets le figne — parce que dx eft négative & que je confidere v com-
me croiflante, & par conféquent dv comme pofitive.  Cette équa-
tion, en fafant v — o lorsque x — a, donne lintégrale 25v —
(fw 4 (3) . (aa—xx— 2ca -4 2cx). Or 2 lafin de la defcente
on a parcillement v —— o. Soit donc alors x — — f, I'équation de-
viendra f — a— 2¢, valeur qui doit étre pofitive, fans quoi I'eau ne
remonte plus.  Sidonc « > 2c¢, l'eau remontera, en forte que mettant
f alaplace de a, & f' 4 laplace de f, on aura tout de méme f —
f' — 2c. Cela fait voir que les ofcillations décroiffent en progreflion
arithmérique.  Ce qui n’ayant pas lieu, il faur recourir a Pautre partie du
frottement qui dépend de la vitefle. Nous aurons donc en effet

— dv — i—?—: . (finw 4 fin®) — ;—EJ d x.
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Yentens, comme ci-deflus (Art. LX.), par 7 la hauteur due i la vitefle
que I'cau doit avoir pour que cette partie de l'effer du frottement faffe équi-
libre & la force motrice . Le rapport P : L7 ¢ft conftant relativement
aux variables x, 1 mais il varie relativement aux autres données.

LXV.
En pofant v — o, lorsque x — a, nous aurons lintégrale
bv_ _ (r=—V b2 y2 __ v +a___c g—@—n) P ¥
fw+ 0 — P p? PP )

Cette équation n’a que deux racines.  Ainfi elle ne fert que pour la pre-
micre defcente, que je fuppofe fe fairede 4 en R. A lafin de cette def-
cente ona v —— o, le mouvement érant alors —— o. Faifons pour ce
cas x — MR — — f, & nous aurons

bV bV _
ctf=F—(F+a—c)e—tnrar

€quation qui détermine le rapport entre @ & f. On voit que ce rapport
eft indépendant des angles ¢, . Or les valeurs de a ne peuvent pas
étre quelconques.  Car il eft clair que f1 on faifoit a < ¢, il ne s’enfui-
vroit point de mouvement. Auffi notre équation dans ce cas donne une
valeur imaginaire. Pour prouver cet énoncé, donnons & I'équation Ila

forme f{uivante:
¢ + f — bV : P e—-(g-{-f)P;bI"
bV :P 4a—c -~  bBV:P4fa—c *

Soit M A une logarithmique, BR fon afymptote, B.A Pordonnée qui

fait avec la tangente I"4 un angle de 45 dégrés (*). Je poferai cette
ordon-

(*) Dans la Figure Pangle T A B eft trop petit, & de Ia vient que NQ n'eft pas = NM.
Le Le@teur voudra bien fuppléer 2 cette imperfeCtion; j'aurois pu la lever en tracant une
nouvelle Figure, mais l'art. LXVI préfentoit encore de nouvelles difficultés, auxquelles je
n’ai pu remédier; elles viennent de ce que PAuteur aeffacé prés d’une page apris P'art. LXV.
& qu'en refaifant le LXVIY, il aura peut- ére ébauché fur quelque papier qui fe fera égaré,
une nouvelle Figure 11°; ainfi jai préféré de conferver la Figure originale telle que je l'ai
trouvée, pour ne pas courir le risque de fa giter davantage en effayant de la faire accorder
en tout point avec le texte. En général jai refait feulement les § premieres Figures, qui
n’étoient qu'ébauchées fur le redo & le verfo d’un méme papier; j'ai pu arranger les Planches
en confervant les autres faites avec plus de foin, (B.)




DES SciENcES ET BeELLES-LETTRES. 337

ordonnée — 1. Tirant par A la droite AP parallcle & 'afymproce,

on fera
AP — BR — (a4 f)P:bV

& on aura 'ordonnée
RM = =+ P:s¥,

Faifant de plus

5y : P
RN = BVt P 4 & v ¢
on aura
MN — it A e—(a+n PV,

bV 1 P 4 & = ¢

Enfin menant par IV la droite ND parallele 3 'afymprote, & faifanc

- ¢ 4 f
NQ_-&V:P+4--€

on aura en vertu de I'équation,

NQ@ = N
donc langle NQM fera également — 45 degrés. Or il eft évident que
la droite Q M, parallele 2 la tangente T".4 D, ne fauroit couper la loga-

rithmique, A moins que les valeurs a, b, ¢, P, V, f ne foient telles,
quc

NQ < ND.

Voild donc ce qui limite le choix qu'on pourroit faire de ces valeurs. Or
par la conftru&ion nous avons

CD — AC — NP — RN — 1.

Donc
e sV : P
CD = bV : P 4 a — ¢ E
De plus »
NC = 4P = 100

Nour, Mcm. 1784. Vv
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Donc
(e 4+ [P b1 : P
ND — bV +bV:P+a—s L
Donc
c + f (e + )P bV : P
i!ll'/:l':’-i-a—»:'< bV-r-_[_bV:P-{—a—c s

ce qui, apres les rédu@ions faites, donne

o < (a4f)(a—c). .

Donc

a > c
Ainfi la formule donne exa&tément la condition que nous avons vu devoir
limiter la poffibilité des racines.

LXVL
La formule que nous avons trouvée eft pour les cas ou la furface def-
cend de 4 vers R. Voyons maintenant ce qui a lieu dans les cas o

elle monte de R vers 4. A cet égard il ne fuffir pas de prendre a, f, x
avec les fignes oppafés.  Car fi la furface A eft au deflous du niveau

M N, lafurface D eft tour autant au deflus; la force morrice refte pofi-
tive, & la ténacité s’oppofe, quelle que foit la dire&ion du mouvement,
La hauteur v érant cn raifon du quarré de la vitefle, elle refte pofitive,
quand méme on voudroit regarder la vitefle comme négative. Or nous ré-
duirons fans peine les cas ol le fluide remonte, A ceux ou il defcend.  Car
il eft clair que fila furface A eft en R au point de remonter, lautre fur-
face D eften A’ au point de redefcendre.  Suppofons qu'elle redefcen-
de jusqu’en R’, nous n’aurons qua pofer N 4' —d, & NK = f', &

Péquation entre «, f* fera
r o bV sV — (4 LY PP
c—,—f_?—-— ?—{-a—c)c i

LXVIL
Si cette équation doit érre pour la montée qui fuir immédiatement la
defcente que reprélente I'équation précédente, on aura f — a. Et pour
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micux faire voir 'analogie qu’il y a entre les montées & les defcentes, po-
fons f' — a". Les deux équatipns réduites & une forme plus fymmétri-
F
ue {eront

cP aP — 4P : 4V
(2 — % ¥ 5p)

P QFP ' % -
—_ 1 __‘_. el .e+:P.5}
bV SV

¢P a'P —aP: IV
I e oy « £
( bV + bV

_ (I—"P' s + Py

r——— - | — e -
e b I7 5V

On aura donc autant de ces équations qu'il y aura dans chaque cas particu-
tier de defcentes & de montées.

LXVIIL

Ces équations ont en général la forme -

(e 8)e—*¢ = (e« —&)e™?
& fe conftruifent par linterfc&ion d’une logarithmique & d’une hyperbole
conftruite fur la méme afymptote, & ayant les mémes ordonnées e — ¥,
e T ¢ répondantes aux mémes abfcifles (« 4 £), (2 —£'), ce quine
peut avoir licu 3 moins que la foutangente de 'hyperbole qui répond & qui

en méme tems eft égale A lab{cifle (2 -4 £), ne foit plus grande que la

{outangente de la logarithmique, quieft — 1. Or « 4 & > 1 veut
. e'P e P i
dirc 1 — - ;3 > 1, ou bien a > ¢, comme nous avons trous

vé ci-deflus, (Art. LXV.). _
LXIX.
En multipliant la forme générale de notre équation par e = %, elle fe
change en ‘
(et B) e =D (e §) L e 0)
ceft a dire en
0% = ¢, =%,
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Voici une Table que j'a1 calculée pour ces expreffions.

Wile ik
1,0 | 09,3679 | 0,3679 | 1,0
1,1 | 0,3662 | 0,3659 | 0,9
1,2 | 0,3614 | 0,3595 | o, 8
1,3 | 90,3543
I,4 | 05,3452 | 0,3476 | 0,7
1,5 |1 © 3347 | 0, 3293 | O, 6
1,6 | 0,31230
1,7 { 0,3106 | 0,3033 | 0, 5
1,8 | 0,2975%
I,9 | 0,2842
ia,o 0,2707 | o, 2681 | o, 4
2,1 | 0,2572
2,2 | 0,2438
2,3 | 0,2306 | 0,2222 | 0,3
2,4 | 90,2177
2, § o, 20512
2,6 | 0,1931
2, 7 o, 1815
2,8 | 09,1596 | 0,1637 | 0,2
2,9 | 01494
o o, 1397

3,1 | 0,1304
3,2 | 01217

33 | & 1135
34 | O, 1057
3»5 | 00984 |
3,6 | 0,0915 | 0,0905 | O, 1
37 0, 0850 |
LXX.
Pl IX. D’aprés les nombres de cette Table jai conftruit la courbe 4D M,

Fig. 12 . —
’ en forte qu'aux abfciffes ¢, {’ répondent les ordonnées ¢ .e—%, {'.e~ %,

Les abfcifles fc comptent de A4 vers P, & labfcifle 4B qui répond A
la plus grande ordonnée BD, eft — 1. Les ordonnées font prifes fur
une échelle plus grande, parce qu’il ne s’agic ici que de déterminer celles qui
font égales.  Soit donc une des albfcifles plus grandes que A4 B,
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P aP
AP 1 — L ot
N sV T bV
on aura
P‘M == ([ ___‘_'f f_rj).c-—(l-—cP:bV+:*P:bV}.
. oV bV
Or tirant MN parallelc 3 4P, on aura
RN:([—-—'E-!-)—-i—P L e—(1=¢P: dV = 4P :4¥)
by bV
& par conféquent
AR ~— i ¢ P a'P
- bV N
Soit maintenant
___ ¢P
CB — =
on aura
CP — aP
— sV
a'P
CR = 5

& la droitec CE perpendiculaire & /P défignera le niveau NM de la
10™ Figure, Q.M la hauteur initiale de 'eau au deflus de ce niveau, &
QN fa defcente finale au deflous, de forte que MN eft le chemin par-
couru, Transférons CR de C en r, érigeons I'ordonnée rm, & tirons
mn parallele 2 4 P; cette droite mn fera le chemin parcouru en remon-
tant. Mais le point 2» tombant entre E 1), on voit que I'eau s’arréte au
deflous du niveau, 12 ol elle n’a plus aflez de force pour vaincre la ténacité.
Il ne s’eft donc fait gu’une feule defcente & une feule montée.  Si la partie
CB ¢roit plus perite, c’eft A dire fi la ténacité éroit moins grande relative-
ment 2 la mafle & au poids de 'eau, ce qui dépend beaucovp de 'ampli-
tude du tuyau, on voit qu'il y auroit plus de deux ofcillations. Et le nom-
bre feroit infini, fi CB étoir — o. On voit encore que, quelque gran-
de que foit la premicere abfcifle CP, c'eft A dire la hauteur initale de I'ean
au deflus de fon véritable niveau, elle ne fauroit s’'abaiffer au deflous que
tout au plus de la quantité C.4. Ainfi les ofcillations rappetiflent d’au-

Vv 3

Pl VIIL,
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tant plus qu’elles font plus grandes.  Enfin on voit que la courbe 4D M
tient lieu d’échelle générale pour toutes ces ofcillations. I fuffic qu’au lieu
des valeurs ¢, a, a, a’, &c. on prenne les valeurs

¢ P a P aP "' P

AN Y A Y A Y7
que je défignerai pour plus de briéveté par

C; A, 4; A &
Si cependant on préfere le calcul numérique 2 la conftrultion, on pourra
fe fervir de la Table fuivante.

—

A —C| A 4 C A —C| A 4+ (
A — C| A + C A —Cla + ¢
il A + C A s € A + C
&ec. &e. | &e. &ec.
0, 002 0, 00 o, 500 0, 373
0,050 0, 048 Q, 550 0, 402 H
0, 100 0,004 0, 600 0,428
2, 150 0,136 0,550 0,452
0, 200 0, 176 0, 702 , 0, 477
0,250 0,214 o, 750 0, 447
0, 3C0 0,250 0, §00 0, 517
o, 350 0,282 o, 850 o, 538
0, 400 0,314 0, 900 0,558
0,450 0, 344 0, 950 0,578 &ec.
o, §00 0, 373 1, 000 0, §y1I

Ainfi p.ex. fi C = 0,030, & qu'on prenne 4 — 1,000, on aura
A — C = o,970. Certe valeur étant cherchée dans la premiere
colonne, donne dans la feconde - A + C = o,586;
donc 4 — 0,556, 4 — C — 0,526, & par A 4" 4 C — 0,388;

donc 4 — 0,358, A" — C — 0,328, &parla 4“4 C — 0,268;
donc 4" — 0,238, A"— C = 0,208, & parld A" C — 0,178;
donc 4" = 0,148, A"— C = 0,118, & parla A" |+ C = o,109;

donc A" — 0,079, A"— C = ¢,049, & parla A"+ C — 0,047;
donc 4" — o,017. Et voil la derniere ofcillation, parce que 4% — C
devient négatif. Le mouvement de I'eau, 4 compter de fon niveau, fera
donc
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1, ooo.
0, 556.
%, 358
0, 238.
0, 148.
o, 078.
. 0, 017,
On voit par la comment la valeur de C, encore qu'elle foit petite, met
bientot fin aux ofcillations, & comme ex abrupto. Cleft que pour cha-
que ofcillation elle eft doublement fouftradive. Pour faire voir la diffé-
rence qu'il y a, pofons C — o, & en commencant par 4 — 1,000,
les valeurs A, A', A" &c. feront - 1,000; —o0,591; - 0,423;
—0,328; -+ 0,268; —o0,227; - 0,186; —0,165; - 0,148;
— 0,134; - 0,122; — 0,I12; =} 0,104; —0,097; = 0,913
— &c. i l'infini.  Ici donc les ofcillations deviennent plus égales & me-
fure qu’elles deviennent plus petites.  Ce qui étant contraire A Pexpérience,
on voit que, quelque petite que puifle étre la valeur de C, on ne fauroit

Fh+l+ 1+

la faire — o.
LXXI

On peurt fe fervir avec avantage de ces ofcillations, lorsqu’on veut
déterminer les effets de la ténacité & du frottement par des expériences.
On prendra des tuyaux de différente grandeur & on variera tant la quantité
d’eau que les angles @, Q. Si la partie inféricure du tuyau eft de fer blanc,
les extrémités doivent écre de verre, afn qu'on puiffe voir & noter les
montées & les defcentes totales.  Par 13 on aura les valeurs de a, a, 2" &c.
de méme que la longucur totale 4. . Jentens que Pamplitude intéricure
foit partout la méme, afin que I'application du calcul en devienne moins
embarraffante.  Ce qui refte donc A trouver c’eft la quantité ¢ & le rap-
port P:V, Ceft & dire les deux effers du frottement & de la ténacité.
Par |2 on connoitra a pofferiori de quelle maniere ces effets varient, lors-
que les valeurs de 4, 9, », de méme que le diametre du tuyau & la ma-
ticre dont il cft fait, ne font plus les mémes.  Fobferve qu'il fera bon que
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la longueur du tuyau foit de 6 & plus de pieds, afin que les ofcillations
foient affez lentes pour qu’on ait le tems d'obferver & de noter les points
jusqu'auxquels I'cau monte & defcend pendant chaque ofcillation.  Si pour
faire que I'eau dans une des branches du tuyau s’éleve au deffus de fon ni-
veau, on incline le tuyau, il faut enfuite couvrir ouverture de la main,
afin qu’en redreflant le tuyau P'eau foit empéchée de redefcendre.  On no-
tera le point ob elle eft au moment qu’on leve la main, afin de pouvoir te-
nir compte de la premiere defcente, ce qui eft néceffaire furtout lorsque
les ofcillations rappetiffent fort vite.  Je dirai encore que fi je = fig
borné dans le calcul précédent & comparer les variables v, x, fans tenir
compte du tems, c’eft uniquement parce que I'équation différentielle qu'on
trouve pour le tems, m’a paru éire peu traitable.  D’ailleurs dans les ex-
périences qu'on pourra faire il n'y a gueres moyen de tenir compte exalte-
ment du tems, qui n'eft presque jamais que d'un petit nombre de fecon-
des. Paffons muintenant A d’autres cas & d’'abord A cclui de la 8™ Figure.

LXXII

La formule que j'ai donnée pour ce cas, telle que je Pai transformée
(Art. XLIV.), cft
Gy v m(c+etmmzemgembh) = (mm—1)vm
= m(e—1zx) 4 hmm 4+ n(a 4 b 4 c)mm:nn
J’ai fait voir que le dénominateur défigne la mafle totale réduite au réfer-
voir, & que le numérateur défigne la force motrice diminuée de la quan-
tité requife pour Paccélération due au réwréciflement.  Or ayant £gard A
la ténacité & au frottement, cette force motrice fouffre encore différentes
diminutions. D’abord la ténacité de I'eau doit étre vaincue dans le réfer-
voir, dans le canal & dans le tuyau.  Celle de Peau dans le réfervoir dé-
croit 2 mefure que la furface s’abaiffe. Je la défignerai par xxm, ol «
eft un coéfficient. La ténacité de 'eau dans le canal refte conftante tant
que 'eau du réfervoir ne baifle pas au deflous du fond BC. Oun pourroit
la défigner par A (a 4 & 4 c¢)n, sl ne falloit pas la réduire au réfervoir.

Elle feradonc — A(a 4 &6 -4 ¢)m. Et de la méme maniere celle de
I'cau

g
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I'eau dans le tuyau s’exprimera par whm. Voild donc les parties qui ne

dépendent point des vitefles.  Celles qui dépendent des vitefles feront
P P' mm P!

Vi oo Vi pm e mmv. Et en les réduifant au réfervoir, elles
n .
deviennent
Pv' P' m3 v P'm3 p
2 2

Yentens par P la force motrice qui dans le tems dr peut communiquer
4 Peau du réfervoir I'élément de vitefle qui dans le méme tems d+ fe perd
par e frottement, lorsque la vitefle eft due 3 la hauteur V7. Les lettres
P, P, V', V" ont des fignifications toutes femblables par rapport 4
I'eau du canal.  Faifons pour plus de briéveté
sxm—A(a4+b4c)m 4+ phm — Bx4 vy

P P' m3 P'm3 3
F + V'n? |74 —

& nous aurons
m(c+e-—:-—a—&)-—(mm—I)Vﬁ!"—lgl'—'}":—ai' d

m(e—=zx) 4 hmm 4 n(a 4+ b +c)mm : nn

dyv =

équation qu’on traitera comme celle 4 laquelle nous venons de la fubftituer,
la forme étant la méme.  Pofant pour plus de briéveté
A —=— Bxr — Cv . d%

v —
d D — mzx

& faifant v — o lorsque x — o, on aura l'intégrale

A DB B(D — mx)
mC mm(l-—C'm)

C
A DB (I ____ ™
c mC mm(l——C m)

d’od, pourle casod m eft fort grande & ol la furface a déjA commencé
i baiffer, on trouve A trés peu pres

(C+¢——F¢—-ﬁ-_3‘)—-ur—?g(d+i+¢')-—#.&
1 + P Vt nd + PH yu L)

my =

Nouv. Mém, 1784, Xx



PL IX.
Fig. 13

346 Nouveaux Miémorres pE r’Acapimie Rovars

Or, indépendamment de la ténacité & du frottement, nous avons trouvé

-ci-deflus (Art. XLIIL) pour le méme cas

mv = ¢ 4+ e —a—h — x
Ainfi on voit que ces obftacles empéchent Peau jailliflante par G dattein=
dre A la hauteur de la preflion NG, d’autant plus que les valeurs x, A, g,
PV, P': V" foot plus grandes, & qu’on gagne en donnant plus d'am-
plitude au canal CDEF.

LXXIIL
Voici maintenant un autre cas.  Soit un canal droit & d’une longueur
indéfinie 4 B incliné fous le niveau 4C d’un angle CAB — ¢. Qu'u-
ne mafle d’eau ait commencé en A4 2 découler par ce canal & quaprés un
tems quelconque 7 elle foit parvenue en P M, ayant parcouru le chemin
AP — x. Que fa longueur PM foit — a, & qu'étant en PM fa
vitefle foit due & la hauteur v. Ce qui érant éabli, nous aurcns la for-

mule
afinQ — ¢ — Pyv: V o

dv. —

a

Car la force motrice eft — afin . Elle doit étre diminuée de la quan-
titt ¢ requife pour vamcre la ténacité, & de plus de la partie requife pour
reftituer la perte de la vitefle que caufe le frottement.  Jexprime cette par-
tic par Pv: 17, les lettres P, 7 ayant la méme fignification que dans
les calculs précédens. Or a étant la maffe, qui dans ce cas n’a befoin d’au=
cune réduétion, & dx étant élément de Vefpace, il ¢ft clair que cette
formule n’eft qu’une application de la loi fondamentale de la Dynamique
(Art. XLIV. XLV.). Enfaifant v —= o, lorsque x — o, elle donne
Pintégrale

v, = (ﬁn@ — :_) . "PV (1 ——=P:iaP)

d’otl Pon voit que pour qu’il y ait du mouvement il faut que fin > c:a,
& que v ¢étant un quarré, c'eft 4 dire celui de la vitefle, la condition
fin < c:a rendroit le mouvement impoffible. Enfin on voit que quand




DES ScIiences ET BELrLEs-LETTRES, 347

fin @ > c:a, lavitefle ne va en croiffant que jusqu’au degré dii A la hau-
teur (afin® —¢) 7: P,  On comprend par 12 d’ott vient que dans les
rivieres, & méme dans celles dont le lit eft droit & régulier, Peau coule
uniformément.  Sa vircfle eft toute acquife & par conféquent terminale.
Cela fait qu'd Pégard de cette virefle terminale la partie P M peut étre
confidérée comme partie d’une riviere, la valeur de ¢ fe réglant fur la lon-
gueur a, toutes chofes dlailleurs égales. Faifant donc ¢ — na, &
V' — v, on aura pour la vitefle terminale

;-{-—n:ﬁnfp.

Ici P fignific donc la force motrice requife pour imprimer 4 la mafle a
les élémens de vitefle qu'elle perd en chaque moment par le frottement,
lorsquelle a la vicefle due 2 la hauteur 77 — v.  Ec A cet égard le rap-
port P :a eft conftant. Ce rapport défigne donc la force retardatrice
du frottement & n la force rctardatrice de la ténacité.  Ainfi la fomme
de ces deux forces eft A la force abfolue de la gravité comme fin @ 4 1.
Elle n’en eft donc que la —— partie, lorsque le canal fur goo picds de
longueur n'a qu'un pied de pence, Mais comme il o’y a non plus que la
oo Pparde de la force ablolue de la gravité qui agifle, il s'enfuic que cette
partie de la gravité eft égale 2 la fomme des deux forces retardartrices, ce
qui du rcfte eft évident par foi-méme. Car fans cette égalité Pétat de
permanence, & par conféquent la vitefle terminale, ne fauroic avoir licu.
On inférera donc pour des rivieres quelconques que tant gue la viteffe de
Peau dans un méme endroir refle la méme, les forces retardatrices de la téna-
cité & du frottement font égales a la force accéleratrice de la gravité, je veux
dire a la partie requife pour vaincre ces obflacles.  Car fila pente, de mé-
me que la fection du canal, n’eft pas partout égale, une partie de la gra-
vité fera requife pour produire les vitefles différentes qui en réfultent. Au
refte dans tous ces calculs j'ai fair abftraion d’un autre effct de la ténacité,
qui eft que P'ean découlant, comme p. ex. la mafle P M, perd de fa mafle
tout ce qui refte attaché au canal, dont elle mouille toujours de nouvelles
partics de fa furface.  Cleft de quoi il faut tenir compte lorsque la maffi
Xx 2
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eft petite. Il eft clair que quelques gouttes d’c¢au ne coulent pas fort
loin. Paflons 4 des confidérations plus générales.

LXXIV,

Soit ADHC la fe&ion ou le profil d’'un canal dont le fond 4D
foit plan & incliné, & dont les cOtés foient des plans verticaux & paralle-
les. Que ce canal foit ouvert par en haur, & que P'ean quiy coule foit
dans fon état de permanence, en forte que par une de fcs fe&ions quelcon-
que ML il pafle dans des tems égaux des quanticés égales d’eau, ce qui
arrive lorsqu’on fuppofe en R A CB un réfervoir ou un ctang fort vafte.
Tirons par B une droite horizontale BN, & érigeant d'un point quel-
conque M la verticale ATN, il et clair que, fans la ténacité & le
frottement, MAN feroit la hauteur due 3 la vitefle moyenne en AL Mais
a caufe de ces obftacles cette vite/fe fera due a une hauteur moins grande M Q.
Tirons encore une verticale mn, & l'horizontale Q4 Il ¢ft ézalement
clair que fi ces obftacles cefloient en M, la vitefle en m feroit due 3 la
hauteur mk, tandis que, ces obftacles ne ceflunt pas, certe virefle fera
due 4 une hauteur moins grande mr. Tirantenlin Qs paralicle 3 Mm,
il eft encore clair que accélération de Veau qui paflc de ML en ma, au
lieu d'étre — ks fans ces obftacles, n’eft que — rs.  Donc la partie
kr eft celle qui fe perd.  On voit encore que la virefle allant en avgmcen-
tant, les feQions AC, ML, DIl diminuent en raifon réciproque des
vitefles.

LXXV.

Je dois avertir ici qu’ proprement parler les hauteurs 4B, MQ &c.
dues aux viteffes moyennes ne devroient pas étre comprées depuis le fond
du canal, mais depuis la ligne qui paffe par les centres de gravité des
feGions AC, ML &c., je veux dire depuis la ligne cencrigue.  Si donc
on les prend depuis le fond, on a des viteffis moyennes trep grandes; ce
qui cependant par les raifons rapportées ci-deflus (Are. XVI-XIX ) fe
trouve compenfé, du moins en partie, parce qu'au licu du quarré de la
vitefle moyenae, il faudroit prendre le terme moyen des quarrés des vi-
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tefles.  D'ailleurs, comme je n’ai égard ici qua la briéveté du calcul, rien
n’empéche. de fuppofer le fond de la riviere tel, que la droite A.D, au
licu d'étre le fond, foit la ligne centrique.

LXXVL

Pour voir maintenant comment la partie kr de Paccélération ks fe
perd par la ténacité & le frottement, je poferai Pangle kQs, quieft celui
de I'inclinaifon, — @. Je ferai de plus BM — x, Mm infiniment
petite = dx, ML — y, lalugeurdu canal — 1, MQ — v,
rs — dv. Comme donc ks — dx. fin @, on aura

kr — dx . fin ¢ — dv.

Concevons & préfent un canal horizonral de la méme largeur, efgh.  Que

la hauteur de V'canfoit fe — oh — ML — vy. Prenons-en une lon-
P b ¢ _
gueur quelconque donnée fg = a. Par I} pous aurons la mafle d’cau
donnée efoh — avy. La ténacité de cetre eau fair que pour la vaincre
S Y que p

il faut une force motrice p, de forte que faifant fi — p, cetee force foit
égale au poids de la mafle deau idef — py. Je regarde le rapport
if: fg comme conftant, parce qu’il cft évident que la ténacité de la mafle
efhg croit en raifon de fa longueur. Il fuit de 12 que la ténacité dela mafle
MLrm et —— pyydx:ay — pydx:a Cette force étant divifée
par la mafle y dx, donne la force retardatrice p:a. Et ceft la premiere
partie qu'il s’zgifloit de trouver.

LXXVIL

L’autre partie dépend de la vitefle.  Soit 27 la hauteur due 4 la vi-
tefle avee laquelle la méme maffe ¢fgh eft fuppofée fe mouvoir. Cette
vitefle peut étre quelle que ce foit; il fuffic de la regarder comme donnée.
La mafle perdra dans le tems d7 une partie infiniment petite de fa vitefle,
Je pofe donc que s'il s’agit de la lui rendre dans le méme tems d7, il y fail
le une force motrice — Py — abef. Cette force cft en raifon de Ia
hauteur 27, Donc pour la hauteur v elle fera — Pyv: V. De plus

cette méme force ¢ft en raifon dc la maflc ay. Donc pour la mafle y dx
Xx 3 7
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& 1a hauteur v, elle fera — Pyvydx : Pay — Pyydx : Va.
Donc divifant cette force par la mafle y dx, on a la force retardatrice
Pv : Vg Etcft lafeconde partie qu'il s'agiffoit de trouver.

LXXVIIi.

Ainfi nous aurons

dx.ﬁn@——dr:i—dx—{.— s

cf»‘f’

d’ol fuit Tintégrale

Y : (ﬁn¢——-z_>.f;‘(l__e-rp.ﬂr'—-ﬁp:cr.fﬂ)

qui donne v —— o lorsque x — o. La courbe BQE eft donc une
logarithmique dont Pufymprote eft GF parallele & 4D, & par confé-
quent inclinée A I'égard des ordonnées. Si donc le canal eft d’une longueur
indéfinie, la vitefle terminale de Peau fera conftante & due 3 la hauteur
MG —= (fin® —p:a).alV : P. Mais {ile canal en M changecit
d’inclinaifon, la logarithmique BQ en (Q fe changeroit en une autre,
On comprend par [d comment le calcul change lorsque Ia ligne centrique
MD eftune ligne courbe. L’angle & fcra variahle & I'élément dx fera
celui de {a courbe clle-méme ou de Parc quclle forme. 1l fuffira donc
que fin ¢ foit donné par x, pour pouvoir achever I'intégration dec la

formule

y — [A__{"FV.‘—P::IV_I_fepx:aVﬁnCp.de.e——P::aV

dans laquelle 4 dénote la conftante qu'il faut ajoutcr apres lintégration.

LXXIX.

Yai dit auparavant que j'ai fimplifié ces confidérations pour abréger le
calcul. 1l convient donc de dire ce qu’il y a & remarquer de plus. Dabord
il eft évident que les fe&ions AC, ML, DH allant en diminuant & la
furface CH s'abaiffant d’avantage quele fond 4D, les particules d’eau
gliffent les unes fur les autres & Faccroiffement de la vireffe fait que chaque
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particule cherche A {e détacher de celles qui la fuivent,  Par 1A I'eau fouffre
une extenfion, comme feroit une corde tendue. Or la ténacité de l'eau,
tout de méme que celle de la corde, s’y oppofe au point de faire équilibre
3 la force tendante, jusqu’d ce que la force foit affez grande pour caufer
une rupture.  Or 3 Pégard de Peau la force tendante eft la gravité, en ce
qu’clle accélere les particules en m plus qu’elle n’accelere les particules en
M. A cet égard donc effer de la ténacité croit avec laccélération. Et
il eft clair que cet effet cefle dés que la vitefle eft terminale, C’eft X
dirc conftante. Ainfi pofuns que cet effet foit en raifon de dv, nous
aurons

dx.ﬁn@’-——dv:”d -|_-._.d +

ol ¢ dénote la force tendante, lorsque Pextenfion pour toutes les parti-
culesen ef gh eftla méme que celle des particulesen MLAm. On aura
donc l'intégrale

y — dHHQH-E'K .(I _en:P:V(‘-f-q})
a + ¢ P
qui donne v — o, lorsque x — o. Comme clle eft de la méme for-

—

me que la précédente, eclle mene 2 des conféquences toutes femblables.

LXXX.

Si le canal p’eft pas également large, il en réfulte un changement de
vitefle qui fait que quand il o’y auroit ni ténacité ni frottement, la ligne
BN ne fauroit érre droite.  Et tout de méme la ligne Qk, qui pour un
canal également large eft horizontale, doit étre inclinée, dés que la lar-
geur du canal eft inégale. Si donc la largeur en M eft — A, & en
m — A - dA, la hauteur mk doit étre diminuée dans le rapport de
(A4~ dr) 2 A* — 1 : (1 — 2dA:1), On auradonc cette hau-
teur diminuée

w = (v4dx. () (:-——-“"‘) — v+ dx{P —

zvdl
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Et par conféquent

wr — dx fin®p — 22 __ 4y
ce qui donne (art. précéd.)
defin® — 2 —dy = Zdx — dx — L dx

ob il ne s'agit plus que de déterminer par x tant la largeur A que fin @,
fi le fond du canal cft courbé. On verra enfuite A quel poiot la formule
fera intégrable.

Voild donc le commencement de la vraie théorie du cours des fleuves.
Pour la pourfuivre il ne refte qu'd faire des expériences pour dérerminer les
valeurs numériques des rapports P:a, p:a, ¢:a &c. furcour aufli re-
lativement aux diffirentes manieres dont on peut confidérer le mouvement
de 'cau.  Les Expériences propofées ci-deflus (Art. LX - LXXL) feront

d’un trés bon vfage.

Fautes é corriger p, 297. & 298, dang U'Avert fernene de M, Jean Bernoulls,

XLVL - Ifig  XLVIL
§. XEXIX, L XL
g XLuHL - AL XLIV,
§ XLVIL. - AL XLV,

NOU-
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