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SUR
le quarré de la viteffe dans la Dynamique.

Par M. LamserT (%)

L
Mrﬁnm & apris lui Descartes avoient érabli que les forces mouvantes

lont en raiton du produit de la maffé par la viteffé, ou ce qui re-
vient au méme, en raifon de la guantid de mouvernent.  Cet énoncé admet
quelque reltridtion,, en ce que la vitefle ¢, qu'une force p imprime & la
mafle m, nait fucceffivement.  Or pendant qu'elle nafe, laforce p pour-
roit bien ne pas refter la méme.  Ainfi 1l vaut inconreftablement micux ne
parler que des parties infiniment petites de la vitefle de, qui nuiffent dans
des tems inhmment peurs d=, en pofant ’

pdr = mde.

Ec certe formule eft en effec la loi fondamentale de fa Dynamique. On
voit qu'elle ne donne pr = me, que lorsque la force p refte la méme,
pendant le tems 7 requis pour faire naitre la vitefle ¢ Oun voir de plus
qu'on n'a p = me qu'en failant + —= 1.

IL
Or quoique cetie loi fondamentale ne regarde que la vitefTe toute fim-
ple, il arrive néanmoins que dans toute la Dynamique ceft plutde le guarré
de la vitelle dont on taic ulage.  Leibniy wrouva méme ce guarré fi inté-

(*) Je fomnis ce Mémoire du dpd dés manufeeirs 1aillds ‘par fea M. Lambere & que je pollede,
Bl érnie nafiblesen® deflind posr PR eadfmoe & mdrice di volr e iuur. qung € I* Aarenar pi=
roalfe avour eu "msennon ds b oo wn Lo bourad gue M Tamberr ten bt de fos cravaux
m'apprend quiid & comipolé ce Mémone au wows ds | G it 1777+ (Bernoulls)
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reffant, qu'il nc héfita poinc A défigner par le nom de force vive le pro-
duit mcc.

ITL

Je ne m'arrérerai pas avx difputes occafionnées par cette démomination.
On peut faire abftra&ion du nom, & le produit mcc ne laiffera pas d'étre
d'un grand ufage. Mais ce qui me paroit étre plus intéreffant, celt Pori=
gine de ce quarré des viteffés.  Dans les recherches que j'ai faites 13- deffus,
J'ai trobvé que ce guarré ne dérive pas, du moins pas immédiatement, d'une
méme fource. Ce fera donc répandre du jour fur cette matiere, que d'in=
diquer la différence de ces fources, & de faire voir comment, malgré cette
différence, ce quarré eft toujours un réfultar néceflaire de la loi fonda-
mentale

pdr — mdec

ou de quelque principe plus général dont cette loi elle - méme découle.

IV.

La premiere de ces fources & la plus immédiate eft certe lof elle- méme,
On voit qu'elle érablic le rappore général qu'il y a entre p, m, dr, dc &
les unités auxquelles ces quantités fe rapportent. Or la formule érant
différentielle, on voit encore que fon intégration fuppole, ou que p, m
foient des quanrités conftantes, ou que fi elies font variables, on connoifle
la loi fuivant laquelle elles varient. Et comme ordinairement on fuppole
que la mafle m refte la méme, c'eft furtour A la force p qu'il s'agic
d'avoir égard.

#

V.

Mais quelle que foir la force p, on peut tovjours fubftiruer & I'élément
du tems dr, I'élément de Pefpace dx divifé par la vitefle, parce que
dr — dx: e Moyennant cetre fubltitution la formule fe change en

pdx — mecde
ce qui doone
Spdx = Zmcec 4 conft
Ll 2
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de forte que voild le guarré de la vitgffe tel qu'il nait de la loi fondamentale,
uniquement par la fubftitution de dx : ¢ au lien de ds. Obfervons en~

core, qu'd proprement parler, la fubitituton donne la formule
pdr

— mdc

& qu'on ne la change en

pdx — mcde
que pour féparer les variables,

VI
La transformée

pdx —— mecdc
eft d'un grand ufage partour ol la force p cft une fon&ion de Pefpace.
Ccla alicu dans le fyfteme du monde, ol la force de la gravité eft en raie
fon réciproque du quarré de la diftance des corps céleftes qui gravitent les
uns vers les autres.  Cela a également lieu & 'égard des reflorts, leur force
motrice “rant une fon&ion de la quantité de compreffion ou de dilatation,
& par conféquent de I'cfpace.  On en déduit bien en déwil la theorie du
choc des corps élafiigues, & furtout aufhi la loi: gue rant avant gu'apres le
choc la_fomme des produits des maffes par les guarrés des vireffes oft la meme:
loi que d'aprés Letbniz on nomme la confervation des forces vives, bien que
d'ailleurs on ne puiffe entendre autre chofe par force vive que le produit

mcc, quicn foi ne fignific qu'un rapport fimple de la mafle ? & double

de la vitefle ::—
VIL

La feconde fource du guarré des virefles eft moins immédiate. Elle
préfuppofe les loix du choc toutes trouvées, parce quil s'agic du choc des
Sludes, de méme que de leur réfiffunce,.  Comme dans le choc il pe s'agit
que du mouvement relanf, ces deux cas peuvent érre fublhirués 'un 3 l'aw-
tre.  Qu'un corps fe meuve dans un fluide, il heurtera contre toutes les
particules qu’'il rencontre.  S5i ces parncules ne font pas élathiques, elles
refteront attachées au corps, ¢n augmentant a mafle.  Cleft ce que jexa-
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minerai enfuite.  Maintenant, pour fimplifier ce que j'ai & dire, je fup-
polerai ces particules élaftiques, & je regarderai la mafle du corps comme
inhiniment plus grande que celle d’une particule du fluide.  Or les loix du
choc nous font voir, que le choc contre chajue particule diminue la viteffe
du corps, d'une partie proportionelle a la vireffe, de forte qu'a I'égard de
chaque particule la perte de la vitefle de eftenraifonde ¢,  Oril eft évi-
dent que le nomébre de ces chocs eft en raifon de Fefpace parcouru, fi le
fluide eft fuppolé dans toutes fes parties également denfe, comme je le fup-
pofe pour ne point trop comphquer les circonltances.  Introdvifant donc
un cocfficient conftant ¥, & nommant dx Pélément de I'efpace parcouru
danos le tems dr, wpous aurons

—dc:f_d-“i
7

VIIL

Certte loi du choc & de la réfiffance des fluides ne donne point immé-
diatement un guarré des vitefles.  Mais nous le produirons fans peine en
Jubfiituant ¢ dv au liew de dx. On voit que cette Jiubffuution fe fait en
fens contraire de la précédente (Are. V.). Elle donne

ccdr
14
de forte que voilh encore le guarré de la viteffe employé d’'une maniere fort
differente de celle du premicer cas,

—_—de =

IX.
Je n'ignore pas qu'au lieu d'introduire ce quasré dans 'équation

— de — Z dx

eomme je viens de le faire, on I'introduit en multipliant fimplement cette
fyuation par ¢, Par li on obuent

—‘fdﬂ': E-d#r
r

Ll 3
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Mais on voit que ce quarré feroit un guarré purement factice, {i on ne pou-.
voit alléguer d'autre raifon pourquoi on fait certe multiplication,  Or clle
peut en cffer avoir quelque but.  Car puisqu'en vertu de I'Art. V. on peut
faire

i — cde = £ 4«
m

on peut déduire de ces deux équations la fuivante
P __ e

- Sk ;
en forte que voild I'expreflion ;—f comparée 3 une force motrice p divifée
par une maffe m, c'elt d dire comparée 3 une force accelératrice, ou retar-
dutrice.  Or en tant que ce n'elt qu'une comparuifon qu'on fait, je n'ai
rien & y redire.  Car de quelque fource que provienne le changemenr de vi-
teffle, on peut toujours imaginer une force motrive, qui dans un meme tems
produife le meme chanz menr. On a nidme recours aflez fouvent 3 ces for=
tes de ficlions.  Mais quard ce ne font que des fitions, il ne convient pas
de les donner pour d'avuntage. 1l s'agit done de voir ce qui en cit dans le
cas prélent,

X.

Pofons d’abord que les particules du fluide ne foient pas élaftiques; les
loix du choc nous apprennent, gque toutes celles que le corps rencontre chemin
faifant, y reffent comme atrachees, parce que n étant pas élaftiques clles ne
fauroient réjailli.  Ainfi la myfé va en augmentant & la viteffe diminue en
raifon réciprogue de la maffe.  Soit m la mafle initale, c'elt 3 dire celle
du corps. Qu'aprés un tems quelconque v cerre mafle, par Paccumulas
tion des particules, foir devenue — m -4 p, la maffe u fera en raifon

de l'efpace parcouru x. Faifant donc p — nx, la mafle fera — m + nx,
& dans lc tems 7 4= d7 ellefera = m - nx <4 ndx. Cecla donne
i ncdr -
- + ax

On voit donc que la diminution de la viteffe provient fimplement de l'aug-
mentation de la maffe.  Rellte i voir s'il y a 1a quelque force motrice?
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XL

Pour cet effet accordons que le mouvement inicial ou la vitefTe inidiale
ait été imprimée par une force motrice vraiment telle, foit immédiatement,
foit médiatement, par quelque choc.  Cette force motrice a ceff d'agir
fur le corps, dis que toute la vitefle a éréd imprimée. Il n'clt donc refté
que 'effer, c'elt le mouvement, & ce mouvement va en diminuant: en forte
que la virefle décroit en raifon réciproque de la maffe qui s'accumule.  Si
le corps mis en mouvement conférvoit une partie de la force motrice p, la for-
mule fondamentale

pdr = m'dc
changée en
- pdy
c ce av c ue nous venons de trouver
& comparce avec celle que no ons de t
'dﬁ' - ncdr . nce dg
T om =+ rx — m =+ nx
donncroit
P mee
w T m 4 Bx
de forte qu'en faifant m' — m - nx, on auroit p — ncc. Cette

force feroit donc la force vive de Leibniz.  Mais la fuppofition n'cft pas
démontrée.  Cleft A Pinertie de la matiere qu'il faut avoir recours, lors-
qu'on veut faire voir d'ou vienr gue pour diminuer la vireffe d'un corps qui fe
meut, i frffir den augmenter la maffe par Uinterpofition de quelgue matiere
non élafligue, & que la viteffe décroit en raifin réciprogue de Taugmentation
de la moffe.  Cette explication repandra beaucoup de jour méme fur la for-
nule fondamentale pdr — mdec, parce quelle fervira encore 3 fuire
voir, d ou vient gu'une force donnée p & dins un tems donné d+ n'im-
pr m: a un: maffe donnée m ni plus ni moins qu'une viteffé donnée de. Jai
dit surre part ce que je penfe 14 - deflus,
XIL
Tour cela regarde le cas ol les particules du fluide ne font point élafti-
b St au contraire elles font élaftiques, il et évident que dans le choc



272 Nouoveavx MExoires pE rAcapémiz Rovars

elles feront comprimées, quelque peu au refte que ce foir. Par cette com-
preffion leur force élafligue, force vraiment telle, exercera fon effer. Cet
cffct confifte en deux chofes.

1° Les particules réjailliffent.

2", Elles doublent la diminution de la viteffe du corps qui les cho=
que, de forte qu'au licu de — de¢, qu'elles produiroient fi elles
n'éroient point élaftiques, elles produilent — 2 de.

Ici donc il eft évident que la moirié de cette diminution — 2 de eft
due & une force motrice, tandis que I'aurre moitié refte duc A Vinertie, force,
{i 'on veut, mais non pas force telle gu'elle puiffe faire équilibre a un poids.
Elle ne détermine & ne modific que la vitefle,

XIIL

Tobferve encore qu'en comparant la diminution de la viteffe due av
choc 4 celle que pourroit produire une force motrice véritablement telle,
cette force motrice, bien loin d'¢tre roujours une iGion, eft fouvent bien
réelle.  Cleft ainfi qu'on peuc jeter dans I'eau un corps fpécifiquement plus
pefant & dans une direfhion verticale, avec une vireffe telle que la rerarda-
tion qui provient de la refiftance eft précilément égale A Paccélération due 3
la gravité, C'elt encore par des poids qu'on peut contrebalancer le choc
de l'cau qui fe meut contre quelque furtace, lorsque ces poids produifent
dans la dire&ion oppolce la méme accélération de que produit le choc,
de forte que 'une détruifant lautre, la furface refte immobile. Il y a des
Philofophes qui croient que ce qu'on appelle force motrice n'eft que V'effet
d'un choc continu de gueljue matiere fubtile qu'ils preonent 3 leur gré, 1l y
en a d'autrzs qui la regardent comme une propriété, fi non de la matiere en
géncral, du moins de celles qui fone élaftiques.  Ily en a enfin qui regar-
dent les forces motrices comme des lubltances immaténelles, dellinées a
produire & & conl.rver le mouvement.  Je n'2i garde de décider la- deffus.
Ii fffic d’2voir fait voir d’oli vienc le guar-é de la virgffe & Pépard du choc &
de la réfiflance des Huides. Jajourerai que ‘ce guarré fe retrouve encore

lorsqu'il s"agit du froctement, en tant qu'il rallentic le mouvement.
XIV.
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XIV.

La troifieme fource du quarré des viceffes, fort différente des deux pre-
mieres, cft Vinflexibilité,  Je vais expliquer le cas le plus fimple & nom~-
mément celui dont tous les autres découlent.  Soit A m un levier, je
veux dire une droite inflexible fans mafle & fans pefanteur, pouvant tour-
ner librement autour du point 4.  Qu'a l'autre extrémité m il y ait une
maflfe — m, & que fur un point quelconque P agiflfe perpendiculaire-
ment une force motrice — P, & que dans I'élément du tems dr elle im-
prime & la maffe un degré de vitefle infiniment perit dC: on demande
quelle maffe M il faudroic placer en P, afin que cette méme forco P,
dans le méme tems dr, lui imprimdc la méme vitgfe angulaire: c'elti dire,
le degré de vitefle abfolue de — dC. AP: dAm?

XV.
Pour réfoudre cette queftion, laiffons d’abord lamafle m en m, &
il eft évident que la force P agiffant fur le point P, exerce fur cette mafle
une preffion égale 4 celle qn'exerceroit une force p immédiatement appli-
quéeen m, fi p: P — AP: Am. Certte propofition eft de pure Sta-
tigue.  Or la loi fondamentale de la Dynamigue donne

p.dr = m.dC
& rout de méme
Pdr — M.de — M.

Ces deux équations donnent
p:P=m: M. —.

aC . AP
Am

Et comme
p: P = AP : Am
nous aurons
AP : Am = m: M. %=

donc -
m: M= AP : Ao
Newr. Mém. 1783. Mm
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donc
m: M= dc: dC"
Or Piaflexibilité de la droite .Am faic que
 de:dC=e:C
donc
miM=d:C%
Voild donc le guarré des viteffes qui détermine le rapport des maffes qu'il
s'agiffoit de trouver.
XVL
On voit fans peine que cette folution s'étend & tous les cas qui peuvent
étre réduits au levier; en forte que dés gu'il Sagit de fubflituer aux maffes m
qui ont la vireffe C, des maffées M qui par Farrangement du [yfleme au-
ront la viteffe c, il faur faire
miM=¢:C%
C’eft furtout le cas des rouages, des poulies &c. Mais 7 en échange il
faut transférer la force motrice p du point oi la vitefle eff C, au point od
elle eff ¢, on fera fimplement ‘
pis P = e ¥
& P fera la force motrice gu'il faur fubflituer a p.

XVIL

Rien de plus facile maintenant que de faire 'application de ces théo-
remes au pendule compolé, Voici encore le cas le plus fimple.  Soient
fixés fur la verge A M, inflexible & exempte de mafle & de poids, mais
mobile autour du point A, deux corps pefants m, M. Je défigne par
m, M rant la mafle que le poids de ces corps. Le poids c’eft la force
motrice, & cette force imprime 4 la verge inflexible une vireffe angulaire.,
On demande quel eft le point Q, o plugant un corps pelant quelconque
Q dont la maflc & le poids foit = Q, ce poids conlidéré comme force
notrice produife la méme vire/Je angulaire?
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XVIIL

Pour réfoudre cette queftion, transférons d'abord ea Q les forces
motrices m, M, & elles f¢ changent en
m.AM + M.AM
A¢
Transportons encore au méme point Q les maffes m, M, & clles

fc changent en
m.AM® 4 M.AM?

AQ*

—

Ces forces réduites doivent produire dans les maffes réduites la méme
vitefle que la force Q danslamafle Q. Donc, par la loi fondamentale

(Are. L)
Qdr — Qdc

& tout de méme
m.Am 4+ M. AM ds m.Am? 4+ M. . AM?

70 — yre .de.
Donc
AQ __  m. Am* 4 M. AM?

m.dm + M. AM "

On nomme le point Q le centre d'ofcillacion, & voild, je crois, la ma-
piere la plus élémentaire de le déterminer.

XIX.

Si les corps m, M font dans un méme plan, formant avec le centre
de rotation . .4 un angle quelconque M.Am, foit AB la verticale &
prenant une droite .4 D 1 volonté, il s'agit de déterminer le point Q en
forte qu'un corps Q@ y étant placé, la gravité imprime au plan la méme
vitefTe angulaire qu'elle lui imprime en agiffant fur les mafles, m, M.

Les forces réduites av point Q font

— m.Am.finBAm 4 M. AM. . inBAM
— 70
& les maffes réduites au méme point font

o m, Am* + M. AM?®
—— JE'

Mm 2
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Donc par la loi fondamentale (Are. L)
m.Am.inBAm 4+ M. AM.{inBAM & m.Am? 4 M. AM?Y i

AQ : 4Q°

& rout de méme
Q.finBAQ.dr = Q.de

Donc
(m.Am® 4+ M. AM?) . inBAQ

AQ = m.Am.fin Bdm 4+ M. AM .o BAM
Or fi Q doit étre le centre dofcillation, la valeur de AQ doit refter la
méme, quel que foir Pangle B4 Q. 1l faur donc que

m.Am . finBAm 4+ M. AM.fmn BAM __
G50 — conit.

donc :
m.Am.coflQAm 4+ M. AM.col Q. AM 4
(m. Am . i QAM—M. AM . fin Q.AM)cot B AQ = conll.
Donc :
m.Am.fin QAm — M. AM.fin QAM = o,
d'odl I'on déduit fans peine, que la droite A Q doit pafler par le centre
commun de gravité E descorps M, m. Du refte cette démonltration
du cenrre d'ofcillation n'eft pas nouvelle. A cer égard je pouvois I'omertre,
Cependant j'ai eu quelque raifon de la propofer de la maniere que je viens
de faire,
XX
Paflons encore A la guarrieme fource du guarré des vitefJes. Elle regarde

. la force centrifuge. Sila mafle m, fixée fur la droite inflexible A m, tourne

autour du point A4 avec une vitefle —— C; on fair que cette force fera
_cc
f - aAM A
& qu'elle eft égale i la gravicé, lorsqu’en exprimant les valeurs de Am, C

en pieds de Rhin, & comprant le tems par (econdes, on a

cc i
— 5= pieds,

2.4m

c’eft A dire la chire dans unc feconde de tems.
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XXIL
Certe fource eft rotalement différente des trois précédentes,  Auff je
nc me rappelle pas qu'on fe foit fervi de ce guarré des virefJés dans les difpu-
tes fur les forces vives, quoique laletre f défignant une force accéléra-
trice, il fuffife de la multiplier par la mafle m pour avoir la force motrice

— - CCm
o -fm = a.dm'

qui eft évidemment exprimée par le produit du quarré de la vitefJé par la
maffe & par conféquent par ce qu'on appelle force vive; la valeur de Am
tenant lieu de coéfficient.  Cleft auffi le feul cas que je connoifle ol cetee
Jorce vive, ou plutdt fon expreffion, peut étre équiparée A un poids, force
vraiment telle.  Mais dans ce cas cette force vive n'agit, pour ainfi dire,
que latéralement, & cette adtion latérale eft infiniment plus petite que celle
qui fuit la diretion de la vitefle, & que Lebniy avoit en vue.  Avec tout
cela cette guatrieme {ource eft remarquable en ce que nous voyons com=
ment le mouvement d’une maffe peut produire un effet continu de maniere a
faire équilibre a une force telle qu'eft un poids. Je dis continu, parce qu'il
ne s'agit pas ici de petits chocs infiniment répétés: qui fonr néceflairement
des quantités diferetes,  Ce n'eft pas par de petits chocs que la droite A m
eft rendue.  Sa tenfion elk continue en toute rigueur géométrique, fans la

moindre interruption.

XXIL
Je ne me rappelle pas qu'il y ait encore quelque autre fource du guarré
des viteffes, qui touche de prés aux premiers principes (*). Ce qui m'a
engagé & les rechercher & A les mettre en parallele, ce font furtout les for-
ces vives. Je m'ai jamais pu m'en faire une idée. Les lacunes, les fauts,
les ambiguités & les inconféquences que je trouvois dans les démonfira=

(*) Un papier déraché jointd ce Mémoire contient encore quelques idées, que I'Auteur s’feoir ré-
fervé fans doute de développer: voici ce quon y lit:
1. Ces fources peuvent ftre combindes, y ayant des cas od il faue puifer dans toutes —
2. Tant qu'on les a confondues, il en olquit dev confufions: 19, P. E. loraqu'au licu de
déduire I'nydrodynamique de I"dafticié, on la déduific du levier (fource jme ) & da
eboc (fource 1re, 2d2).
Mm 3
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tions qu'on en a données, de méme que dans celles ol au contraire les par-
tifans de Descartes prétendirent pouvoir faire envifager comme force le
produit de la mafJé par la vitefJé; tout cela ne pouvoir fervir qu'a répandre
du foupcon & des doutes fur les principes de la Dynamique & & ne les ad-
mettre qu'en tant que lexpérience les confirme.  J'avois quelque fujet
d'appréhender que l'introduction des forces mc de Descarres, & des for-
ces mcc de Leibniz dans la Dynamique, o'y euffenc flic gliffer des vire/fés,
& furtout des quarrés des vitefjes, ol il n'y en doit point avoir.  Et les re-
cherches faites a cet égard m'ont appris que mon appréhenfion n’éroir que
trop fondée.  Ainfi p. ex. on s'elt fervi des virefJés dans des cas ol il n'é-
toit queftion que de I'équilibre, ol tour refte en repos.  Pour démontrer la
compofition des forces, on confidéra le mouvement qui réfulteroit de cha-
cune fi elle agilloic toute feule, & par-1i on compofa, non les forces,
mais le mouvement. 1l falloit revenir aux forces, & cela ne pouvoit fe
faire qu'en mettant pour bafe, que les forces agiffent fur un corps qui fe
meut tout comme s'il éroit en repos.  Quant au guarré des vireffes, [avois
furtout lieu d'érre furpris de ce qu'on érabliffoit pour les fluides la conférva=-
tion des forces vives, en niant, ou du moins en pafflant fous filence, Felaffi-
cité de leurs particules, comme fi cette confervation pouvoirt avoir lieu lors-
que ces particules ne font pas ¢laftiques.  Clelt apparemment parce que le
quarré des vite[Jés découlant de quarre fources diffcrentes, on crut pouvoir
laiffer I'une de ces fources bouchée, pourvu que les autres reftallent ou-
verres. Ceux qui ont fenti que la dureté abfolue & non élaftique des par-
ricules d'eau n'admettoit que le principe du levier & ne fourniffoic d’autre
quarré de la vite[je que celui de notre troifieme fource (Art. XVL), entre-
virent que cela ne fuffifoir pas, & reconrurent & un principe d'expérience,
ceft & dire & la preffion que les particules d'eau exercent !’ggf.rm;‘n.r en fout
féns; principe trés vrai, mais infoutenable lorsqu'on n'admet pas lélafficité
des particules.




