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| OBSERVATIONS

SUR LES
LES EQUATIONS D'UN DEGRE QUELCONQUE.

paR MrR. LA MBERT.

§ 1.
gnif une équation d'un degré quelconque
gt —— ax™='4 L e +hxepix 4k
Qu'on fafle *r =y 4=
Ex cette valeur érant fubftituée, on aura I'équation rransformde
m =1 m—1

W™+ myst oo

o—y "4 my™"'stm A Yy igt.a 4 m

z

Fay=t $(m—)aya - oo )T ayam s aysmrpa s
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erc. €Ic.
+ byt + 2hys 4 fa®
~ + iy + i
+ &

Cette équation mérire une théorie particuliere, qui devroit e trouver
dans les Inftirutions ¢lémentaires de I'Algebre, parce qu'elle offre dos
propriétés trés remarquables, & qui valeor la peine d'érre expofies.
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§. 2. Faifons pour cet effet
=t e L ey + Hy*+ 1y + K,
& en comparant les termes, nous aurons les équations fuivantes:

— mz = a
B:“m-lﬁ’ ~= (m = 1)azs -

C=m. 1:1 Ao : 7 4 {H'l-l){ u‘-]-{u—:}h +¢

etc.
3)

H=m g™y (ﬂﬁl}ﬂ::am"’-i- {m-z}m%}m'"t-.- +4

I —ms™" § (m—1)az™ 4 (= 2)ba™ 3 eucee f2ha 44
K a™ 4 as™ ="' 4 3™~ 4 etc. --ue-- 4 b2 4 is 4 £

§ 3. Toutes ces équations ont un g¢stain nombre de facteurs
fimples de la forme
&=p

& ce nombre eft égal au plus grand expofant de I'équation.  Et com-
me on a le choix d'égaler 4 zéro un des coéfficiens A, B, C etc. quel-
conque, on voit que dans ce cas ces fadfenrs deviennent racines.
Celt ce que j'obferve ici, parce que je me fervirai indifféremment de
'une & de l'avtre de ces dénominations.

§. 4. Cleft ainfi gu'en faifaint K = o, on aura 'équation
o—=s" 4 a6®™"* 4 Ia" V. .. ... +ha2 iz + £
Er cetre équation érant la méme que celle que j'ai d'abord propofte,
on voit qu'elle aura les mémes racines.  Er quand méme on ne feroit
as K — o, elle auroit fes fafteurs s 4+ p femblables aux racines

x + p de I'équarion propofée. La différence ne confifte qu'en ce qu'il
et x + p — o, aulicu quiil ne fera s 4 p — o, que lorfqu’on fait

D . ¥.
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§. 5. Sidoncileft
& = la fomme des racines ¥,
b — la fomme du produit des racines x prifes deux & deux,

¢ — la fomme du produit des racines x prifes trois 4 trois,
€lc,

je dirai de la méme maniere 4 'égard de I"équarion K, qu'il eft
a — la fomme des faéteurs p
b — la fomme du produit de ces fafteurs pris deux i deux,

¢ — la fomme du produit de ces fatteurs pris trois a trois.
elc.

E;j:paﬂ;rddchmém:&gﬂndﬁéquatinns A,B,C---.H,IL

§. 6. Revenons donc 4 I'équation K: on fair que
le nombre de fes falteurs pelt - - - . . . — gy

le nombre des produits de ces facteurs pris deux 3 deux — m,

3
ltnmnbr:dtspmduitsd:mfn&pﬁstmisitmis:nﬂ.—:

2
[ {8

Mais I'équation I qui précede immédiarement, érant inférieure d'un
degré, tous ces nombres feront plus petits, Car

le nombre de fes falteursp’fera - - - - —(m—1)

celui des produirs de ces faét. pris deux & deux -- —(m—1). (—2)
3

-3 m—3
b 4 ’ 3

celui des produits de ces falt. pris tréis 4 trnis--:{mq].m

efc.
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Or il eft dans 'équation - - - - - K - - - . . ]

la fomme des falteurs - - - - - —g---.-- :;"_ﬁ:;_'.,,

la forome des produits de deux ddeux —4- - . - - :H:I ’

la fomme des produits de trois @ trois —¢- - - - - - ﬂ: 3‘.-:
ete.

De la il fuit que, dans I"équation I, ces fommes font moins grandes que
les fommes analogues dans I'"équation K, & qu'elles font moins gran-
des dans le méme rapport que ne le {ont les nombres des fadteurs &
des produits analogues dans les deux équations.  Car il elt

m — I
™ : (m — 1) ol i
i f m=—3 __, m=—2
“i 1 (H-'Jr _z_' R ﬁ-! .'_—m j
m—I M—32 wm—-2 m-3 m— 3
T ——— : — . £ ¢
m. — : (m—1) 2 : =

= {0

§. 7. Or les équations précédentes {e forment chacune de cel-
le qu'elle précede immédiaremenr, de la méme maniere que I'équation
| {: forme de 'équation K. Donc ce que nous venons de faire voir a
I'éeard de ces deux dernieres équations s'¢tend généralement & toutes.
C'elt i dire:

12, Dans chacune de ces équations, la fomme de fes falteurs eft en
raifon fimple & directe du nombre de ces fackeurs.

212, La fomme des produirs des facteurs prisdeux d deux elt en rai
{on fimple & directe du nombre de ces produits.

Méws, de I Aad. Tom. XIX. Nn 40
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3°, La fomme des produits des fateurs pris trois a trois, quatre
4 quatre etc. eft en raifon fimple & direéte du nombre de ces
produirs.

§. 8. Ainfi, '"équation K érant mife pour bafe, comme aiant le
plus de facteurs, & le plus de produits, les facteurs & les produits
des autres équarions fe trouvent diminués dans le méme rapport dans
lequel il faudroit le faire fi on vouloit prendre les termes moyens. Car
il eft clair que, pour prendre ces termes moyens, il faudroir diminuer
la fomme des racines dans le rapport du nombre des racines, & la
fomme de leurs produits pris deux 4 deux, trois & trois erc. dans le
rapport du nombre de ces produits etc. 1l auroir éé difficile 4 pré-
voir, que routes ces réduttions & rrouvent comme d'elles - mémes en

faifant pour une équation quelconque x — y —— s.

§. 9. Mais il doit s'enfuivre encore que toures ces racines el-
les - mémes {ont des termes moyens, de forte p. ex. qu'en prenant les
racines de I'équation K, dans 'ordre ot elles {onr fucceflivement plus
grandes, il doit romber entre chacune des deux qui fe fuivent immé-
diatement une racine de I'équation I.  Mais c'eft encore peu de chofe,
tandis qu'il s'agira de faire voir que la poflibilité des racines de la der-
niere équation K dépend de la poflibilité des racines de toutes les équa-
tions précédentes, de forte que fi p. ex. la feconde équation B — o,
a des racines imaginaires, les racines de K —= o ne faurcient plus
étre toutes réelles.  Cela va méme jufquau point que la folution gé-
nérale de I'équarion K dépend de la folurion des équations de tous les
degrés inférieurs, & nommément des équations B, C,D - - - H, L
C’eft ce que je ferai voir dans la fuire.

§. 10. Reprenons pour cet effet I'équation transformée
o= YRS BITR e e + Hy* +1y+ K.
On fair que le dernier terme K eft le produic de roures les racines, &

que le coéfficient | du pénulrieme rerme elt la fomme des produirs de
#m — 1 4 m — & racines. Sidonc cette équation a deux racines

égf
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égales, il senfuir qu'au moins une de ces racines entrs dans chacun
de ces preduits, & que par conféquent leur fomme I fera encore divi-
fible par une de ces racines.  Or, K énant divifible par 'une & I'surre,
il elt clair que cetre racine {era le commun divifeur de K & 1. Dela

il fuit que les équarions
K— " 4 a3°"~*" + ete. -=--- + Aet iz |k
I :ﬂﬁ"_'+(ﬁl—l)ﬂﬁ'_' = = & = = + .].,&ﬁ+;f

doivent avoir un méme falteur Z —— p, lequel par conféquent
pourra ére trouvé en pofant K == 1 — o, & en procédant de la
méme maniere qu'on trouve les divifeurs communs des nambres.

Suppofons p. ex.
0 = &t — 7x? = 214 — 32x = 20,
& il s'agic de voir fi cetre équation a deux racines égales. Qu'on fafle
=y
& il fera
o = 3 = 4% + 6ytat = 4y2? = ¢
—_— 7y} — 21y — 21y8? — 9 4?
-+ 21 y* = 4295 = 213t
—_— 32y = 323
-+ 20.
Faifant donc
K=o
il ==
& on aura
— 3K —=Is — o0 = = =33 4 j43a* — g6z 4+ Ho.

g — w23 - 218 — 322 4= 20
4%} =—— 2187 4= 423 — ;2

11

De plus
R— 1 4+ 4Q — o0 = 213* = 903 + ¢6.
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De 1d ;

§ — 21l — 4Rs — o — — 812? } 4983 — 672,
E¢ enfin

27R 4+ 78 — o0 — 10568 =— 2113
ce qui donne
oO—_ % — 3
qui cft le fadteur cherché, & en méme rems la racine qui fe trouve
deux fois dans I'équation propofce
0 — 2t — 723 4= 21x% — 32x = 20,
§. 11. Ontrouvera de méme que, fi 'équarion

o—x"4ax™ 'L lax™ % a - s - + hxt 4 ix + K
a n racines égales, I'équation K aura » fatteurs égaux, & que l'equa.
tionl enaura # — 1, I'équation H enaura # — 2, que chaque

équarion antécédente en aura un de moins, & que cela continue jul-
qu’a I'équation qui n'en 2 plus qu'un feul. 1l en fera de méme fi
dans 'équation
0o — x2™ - ax"~" 4 et

il fe trouve des racines égales de différente valeur. Ces racines pour-
ront toujours étre trouvées, & par li on pourra rabaiffer I'équarion
julqu’a ce quiil n'y ait plus de racines égales.  Et fi des racines éga-
les de différentes valeurs il y a une méme quantité, alors on rrouve une
équation qui les renferme roures feules, & certe équation fera enco-
re un facteur de 'équation propofée.  Mais je ne m'arréterai pas a

cette recherche. M {uffic pour le préfent d'avoir fait voir un ufage af-
fez confidérable de I'équarion transformée

0 = y" — A™”~" = el
§. 12. Confidérons maintenant "équation
0 = X" == ax™""' = glc. -

ou,
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ou, ce qui revient au méme, I'équation
K—o==s"} 8" =14 «cno- §hs? §inth,
& fuppofons que toutes fes racines foient réelles & pofitives. Que
ces racines foient 2/, o”) s’ erc. ™, rangces en forte que chacune
foit plus grande que t:elle qui la préccdc 1l eft clair que chacune de
ces racines ¢érant fubltituée dans I'équation, la rendra égale & zéro,
mais que cela n'arrivera pas, routes les fois qu'on {ubftitue une quan-
tité différente de ces racines, & qu'en retenant tous les coéfficiens de
%, il faudra augmenter ou diminuer le dernier terme £, Nous fup-
poferons donc généralement que ce dernier terme [oit —v.. Voyons
ce qui rélultera en augmenrant {ucceflivement la valeur de & depuis
o julqu'a ce qu'il furpafle la plus grande d’entre les racines 2™  On
voit donc d'sbord, qu'en faifamt = — o, ilfera v — o, &
par confiquent v < £ Er comme o eft fuppofée la plus perite
d’entre les racines, on voit aufli qu'on pourra donner 4 & rtoutes les
valeurs moindres que 2/, {ans que v devienne — £, mais que pour
toutes ces valeurs il fera v < & Or, en faifant & — 2/, on ob-
tient v — &, & cela arrive de méme en faifant 3 — n", qui eft
la feconde des racines, de forte qu'entre 2’ & 2/ il n'y en a point d'au-
tre. 1l s'enfuit donc qu'en donnant 4 = une valeur quelconque inter-
médiaire entre 2’ & 2; on n'cbtiendra pas v — &, mais qu'il fera
v > k. Car, v aiant commencé & croitre jufqu'a 3 — &', ce ne fera
qu'aprés que = aura paflé 2/, que v pourra recommencer & décroirre.
Nous verrons d'abord (ous quelle condition cela pourra arriver dans
le cas méme ol 3 —— s’ Or, comme pour chaque valeur de s —
o', o/, 2 2/ etc. on obtient v = o, on voit fans peine que
stombantentre 0 & ' onaursa v < &

g/ - - . ek

sheogh . ...p <@

gl .o e s s B
elc.
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& que cela continue alternativement jufqu'd ce que = paflera la plus
grande racine 2™, ou cette aliernative cefle.

§. r3. Comme donc, en donnant &  toutes les valeurs qui
tombent entre deux racines 2", 2™ ¥ ' qui [e {uivent immédiatement, la
valeur de v croit & décroir, il s'enfuir qu'une méme valeur de v répond
poujours & deux valeurs de =, dont 'une eft plus proche de 2" tandis
que l'autre eft plus proche de 2™ 7 *. Il s'enfuit encore que ces deux
valeurs coincident, lorfque v aprés avoir crii recommence & décroirre,
ceft i dire, lorfque v aura arrcine la plus grande valeur qui (bir pofTi-
bleentrg = — 2", & = — 3" "', oula plus petite dans le cas ol v
commence & décroirre.  Ainfi chacune de ces plus grandes ou de
ces plus petites valeurs de v, entre deux racines z*, =" " quelcon-
ques, répond 4 deux valeurs de 4 coincidentes.

§ 14. Or il fe peut que, dans certains cas, une de ces plus
grandes ou de ces plus petites valeurs de v (& trouve égale 4 4.
Car, pour avoir une femblable équation, on n'a qu'a donner i & une de
ces valeurs. Mais, dans tous ces cas ol une des plus grandes ou des
plus petites valeurs de v eft égale d £, les deux valeurs de = qui y ré-
pondent, & qui {ont coincidentes, feront des racines de I'"équation
propofée. Dot il fuir que, dans ce cas, cetre équation aura deux raci-
nes eoincidentes ou égales.

§ 15. Mais le nombre des plus grandes & des plus petites
valeurs de v elt — — 1, c'elt i dire, égal au nombre d'intervalles
qui fe trouvent entre les racines o/, 29, 2% - - . 2™ Donc c'eft en
m —— 1 manieres que les plus grandes & les plus petires valeurs de v
peuvent étre — &, ou bien il y a m — 1 valeurs de £ polfibles,
qui rendent deux racines de I'équation égales. Or nous avons vu (§,
10.) que roures les fois que I'équation K —= o a deux racines émales,
une de ces racines (e trouve encore dans I'équation I — o. Ercom-
me cela a lieu pour toutes les m — 1 valeurs de &, & que certe va.
leur n'entre point dans 'équation I, il s'enluir que I'équasion 1 renfer-

me
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me toutes les valeurs de =, qui dans ces (m — 1) cas peuvent dans
I'équation K devenir des racines égales. Et comme 'équation 1 ne
monte qu'au (m —— 1) degré, & que par conféquent elle n'a que
(m — 1) racines, il s'enfuir qu'elle n'offre ni plus ni moins que ces
(m — 1) valeurs de 5, qui dans 'équation K — o répondent aux
(m — 1) plus grandes & plus petites valeurs de v.

§. 16. Or, routes les fois que les racines 2/, 2%, 2/ etc. font
réelles, & qu'il n'y en a point d’égales, il y aura (m — 1) cas réels,
ol la valeur de v devient la plus grande & la plus petite qu'elle puifle
&tre entre deux racines 2®, ="' % Donec, toutes les fois que les raci-
nes =/, ', 2 ctc. 5™ {ont routes réelles, & qu'il n'y en a point d’é-

les, les racines de I'équation I —— o feront néceflairement aufli
réelles & différentes les unes des autres, Mais, {i dans 'équation K
— o0, ily adesracines égales, nous avons vu comment il y en au-
ra auffi dans I'équarion I — o, & comment l'une & l'aurre équarion
peut en étre affranchie, & rabaiffée 4 des degrés inférieurs.  Ici il fuf-
fit qu’elles foient réelles dans I'équation K — o, pour que nous en
inférions qu'elles le fonrt aufli dans 'équation 1 — o.

§. 17. Sidonc, dans 'équation 1 — o3 il y a des racines ima-
ginaires, il y en aura également dans I'équation K — o. Car, fi cel-
les- ci éroient toutes réelles, celles-li le feroient également.

§.18. Or les équations B, C, D - - - - H, dépendent
chacune de celle qui la fuir, de la méme maniere que I'équation 1 dé-
pend de I'équation K.  Donc toutes leurs racines feront réelles dés
que toutes les racines de I'"équation K le font.  Er réciproquement, fi
dans une des équations B, C, D etc. - - H, quelconque il y a des
racines imaginaires, il y en aura dans toutes celles qui la fuivent.

§. 19. On voit de li comment dans I'équation propulte

0 —x™ 4 2™~ § ba™—r. ... hx? 4 ix 4 £
la poffibilité des racines dépend fucceflivement des coéfficiens 4, &, &

etc,  Cleft ainli p. ex. que le coéfficient @ peur émre pris & voionté;s
puil-
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puifque I'équation A eft du premier degré.  Mais, dés qu'on 4 donné
i ce colfficient une certaine valeur, on ne pourra plus donner au fe.
cond cotihcient & une valeur quelconque.  Car 'équacion

m— 1
B ..

8 = (m — 1)as 4 &

étant du fecond degré, on voit que / y peur avoir une valeur qui
rende fes deux racines imaginaires, & alors il y aura des racines ima-
ginaires dans roures les équations fuivantes C, D - - - - K, Mais,
fi on fair & négative, ou qu'on lui donne une valeur pofiive qui
rende les racinesde B — o poflibles, on (& trouvera de la méme fa-
gon reftreint i ne donner aux coéfficiens ¢, d - - - &, 7, & que des
valeurs qui {e trouvent entre certaines limites.  Car on voir ailément
que, quand méme toutes les racines de I'équation 1 =0 fonr réellcs,
elles ne donnent encore que les valeurs de = répondanres aux plus gran-
des & aux plus petites valeursdz v, Or il elt trés polfible que le der-
nier terme & de I'équarion K furpafle quelques unes des plus grandes,
ou [oir plus petit que quelques unes des plus petites valeurs de v, &
il eft clair qu'alors il y aura aurant de paires de racines imaginaires, &
cela indépendasmment de la pollibilité des racines de 'équation I — o.

§. 20. Suppofons mainterant qu'il s'agifle d’une formule qui

ime généralement routes les racines de I'équation K = o, il eft
clair qu'il faudra que cette formule renferme routes les limites entre lelt
quelles doivent e trouver les cotfficiens b, ¢, 4 - - - &, 7, &, pour
que toutes les racines de K == o foient poflibles, en forte que lorf:
qu'entre ces racines il y en a dlimpoflibles, cerre formule faffe voir
combien il y en a, & pourquoi clles font impoflibles. 1l faur qu'elle
fafle voir, fi elles ne dépendent que du coéfficient #; ou i elles dé-
pendent de I'équation 1 —— o, ou de quelcune des équations antécé.
dentes. Lt voili comment la {olution générale d'une équaiion
quelconque dépend de celles des cquations de tous les degrés infé-
ricurs, & comment la formule dont je viens de parler, doir tirer des
' ¢qua-
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équations B, C, D - - - - H, [, les marques charactériftiques de
la poilibilité des racines de K — o.

§. 21. Comme dans I'équation K=o, il y a (m —1) plus
grandes & plus petires valeurs de v, il eft queftion de favoir comment
elles peuvent étre trouvées.  On voit bien que la voie qui s'offre le
plus naturellement, feroit de réfoudre I'équation 1 — o, afin d'avoir
toutes les valeurs de & répondantes.  Ces valeurs enfuite devroient
étre fubftiruées chacune dans l'équation K — o, afin de trouver les
valeurs de v, Cetre voie n'ell pas peu proiixe,mais il y 2 moyende trou-
ver une équation qui les renferme 1oures. Car, en (ubftiruant v 4 la
place du dernier rerme & de I'équation K — o, cetre équation au-
ra deux racines égales, dont I'une fe trouvera encore dans I'équation
I — o. On n'aura donc qu'a rraiter ces deux équations comme lorf=
qu'on cherche un facteur commun & on pouflera 'opération jufqu'au
réfidu qui doit éire = o. Ce rélidu ne renfermera plus que les
coéfficiens @, #, ¢ - - - - 1 & l'inconnue v. Er route réduction fai-
te, on aura une équation du (m — 1) degré, laquelle par conféquent
renfermera toutes les valeurs v qu'il sagifloit de chercher.

§. 22. Soit p. ex. I'équation du troifieme degré
K—o— %3} == as® 4 ba &

I —o0o = 33 -4 245 4= &
Or, en pofant ¢ au licu de &, ces deux équations auront une racine
commune. 1l fera donc

R— 3K — Iz — a2* 4+ 202 4 3v — o
D'od il fuir
§ — 3R — al = (6} — 22a)3 4 (9v — al) — oo
T =35 — (6b=—2aa)l=[3(9v—ab)~2a(6b—21a)]s
— b (64 — 2aa) — o.

& il fera
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Or, ces deux équations renfermant le méme falteur, il doit &tre
_gv—ab __  b(6b— 2a0) |
T 66 — 2aa” 3(9v — ab) — 24 (60 — 2aa)
D'oil 'on obtient _
(9r — ab)? — ?fﬁﬁ—zﬂﬂjfgﬂ—nﬁ) — Ll (6l —=z2an)

équation qui renferme les deux valeurs de v qu'il Sagiffoir de
chercher.

§. 23. Voici encore une autre méthode. En retenant I'é-

quation
]—=o0 = 2% =} 2az = 3/
tran{pofons I'équation K en forte qu'il (oic
v — 2% == aa? —}= Js.
Er comme pour une équation du 3° degré il n’y a que deux vakeurs de

v, faifons
o — v? - Av -4 B.
Or, en fubftituant dans certe équation la valeur de v, il fera
0= 5% - 2435 - 24t
~taast +2ab33 4+ 5)ad
+ A23 4Aas2® 4 Abs 4+ B.

Pe cete équarion on pourra fouftraire les multiples fuivans de I'équa-
tion 1 = o.

— Is% — —a2"—2aa®%— L}t

—~Clz'—= — C25 —3Cas*—=31lCa?

~Dlsr= — Dzt —3Das’—=1DIila?

—Els = — Ea3 —2Ea22—1Els

- Fl = - Fs? —3Fas-3F}

Er
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Er tous les termes pourront tre faits = o. Par li on parviendra &
déterminer les coéfficiens A, B, C, D, E, F, & l'équation

0o —v? 4= Av 4B

{era trouvie.

§. 24. On procédera de la méme maniere pour une équation

K — o d'un degré quelconque, & on parviendra i une équation
0 — " == av" "t B "= e a o = £

Or certe équarion (e trouve & I'égard de la poffibilité des racines dans
le méme cas que I'équation I = o. L'une & l'autre ont dans chaque
cas particulier un méme nombre de racines poflibles ou impofiibles.
Ec quel que {oir le nombre des racines impoflibles dans I'une ou 'autre
de ces deux équations, I'équation K == o en aura tour au moins
autant.  Mais, lors méme que routes les racines v {ont poflibles, on
n'sura qu'a en chercher la plus grande & la plus petite, pour voir fi
dans I'équation K il y a des racines impoflibles qui dépendent de fon
dernier terme 4. Car, toutes les fois que & ne tombe pas entre la plus
grande & la plus petite racine v, on eft affuré que I'équation K — o
n'a qu'une feule racine poflible, lorfqu'elic eft d'une dimenfion impaire,
& qu'elle n'en a que deux ou n'en a point, lorfqu'elle ¢ft d'une dimen-
fion paire. Mais, i & (& trouve enrre les limires de la phis grande &
de la plus petite racine v, alors I'équation K —— o aura tour au
moins deux racines pollibles de plus.




